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PREFACIO

Sabiamos, no CMAF, que j4 ha algum tempo o Professor Joao Cosme
Santos Guerreiro vinha trabalhando num projecto de redacgdo de um
texto sobre Espacos Vectoriais Topolégicos, teoria que considerava de
grande importancia para quem fizesse investigagdo em Analise, como
era o seu caso. Mas nao foi s6 a actividade de investigador que o levou a
interessar-se por essa teoria e, mais particularmente, pela dos Espacgos
Localmente Convexos, pois também como professor a ela se dedicou
regendo na Faculdade de Ciéncias de Lisboa durante varios anos lectivos
uma cadeira de espagos vectoriais topoldgicos e no Instituto Superior
Técnico, no ambito de um curso de pds-graduagido, algumas disciplinas
em que fazia largo uso da mesma teoria.

Como todos os que o conheciam sabem bem, a essas actividades se
entregou com a competéncia e o entusiasmo que o caracterizavam tendo
acabado por se tornar o nosso mais reputado especialista nessa matéria.
A ele muitos recorriam e a todos atendia com impressionante clareza,
seguranca e generosidade.

Nao sabemos ao certo o conteido e os contornos do projecto do
livro que o Professor Guerreiro tencionava publicar. O presente texto,
recolhido no gabinete de trabalho de sua casa, foi encontrado em di-
versas parcelas nao totalmente dactilografadas e estamos certos de que
nao corresponde ao plano total da obra que tinha idealizado. Além
disso, varios indicios sugerem também que o proprio texto ja escrito
nao tinha ainda atingido a forma final - a inexisténcia duma Gltima
revisao, a falta de um ou outro titulo, a presenca de textos alterna-
tivos em geral apenas esbocados. etc. Alguns pontos devem mesmo
ser referidos explicitamente: a demonstragio do teorema 1.8.10 sobre
a completagdo dum espaco localmente convexo estava apenas iniciada
e, quando do estudo dos limites indutivos e projectivos, anunciam-se



varios exemplos dum e doutro caso mas, para os limites indutivos, é
apresentado apenas um. Em ambas as situagdes pareceu-nos preferivel
nao completar o texto.

Além dos casos atrds mencionados deve citar-se ainda uma nota de
fim de péagina, logo no inicio (suprimida nesta edigao), na qual se fazia
referéncia a um texto prévio a este, que nao conseguimos encontrar.
Por outro lado, o capitulo 1.9 tinha a referéncia 1.10, o que provocava
um salto na numeragao. Gralha ou espago aberto para incluir outras
matérias?

Foi o Professor Guerrelro desde a fundagdo do CMAF, o primeiro
nome da sua direcgio. A consolidagao e prestigio do Centlo sempre
dedicou muitas horas. Pareceu-nos pois correcto diligenciar no sentido
da publicacdo desta.obra na colec¢io “Textos e Notas” e de igual modo
foi a questdo entendida pela Direcgio do CMAF. Mesmo justa nio
se pode deixar de publicamente agradecer essa atitude. Deve também
agradecer-se ao Centro de Informética do Instituto Superior de Agrono-
mia a excelente qualidade grifica desta publicacio.

Lisboa, 1990

J. Campos Ferreira

J. Silva Oliveira
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1. Espacgos Localmente Convexos

1.1 — Espacos vectoriais topolégicos

Chama-se espacgo vectorial topoldgico, abreviatura e.v.t., a um
espaco vectorial E(!) munido de uma topologia tal que as aplicagGes
(r,y) > z+yde Ex Eem Ee (\,z) - Ar de K x E em E
(K com a sua topologia natural) sdo continuas. Em particular, as
translaccoes de E, £ — a + z, e as homotetias £ — Az de razao
A # 0 sao homeomorfismos de E sobre E. Como as translac¢oes sao
homeomorfismos, a topologia de E fica determinada pelo filtro U das
vizinhangas de zero: paracadaa € E,a+ U = {a+U: U € U} é
o filtro das vizinhangas de a. Uma rede z; (em particular, sucessao)
de pontos de E converge para um ponto a sse r; —a — 0.

1.1.1 Teorema. Tem-se em qualquer e.v.t. E,

a) Para cada vizinhanca U de zero, existe uma vizinhanga W de
zero tal que W + W C U,

b) Toda a vizinhanca U de zero é absorvente, isto €, para cada
z € F exister >0 tal quez € pU,Vp > r;

c¢) Toda a vizinhanga de zero contém uma vizinhanga W de zero
equilibrada, isto é, tal que A\W C W, para qualquer A € K tal
que |A| < 1;

d) Toda a vizinhanga de zero contém uma vizinhanga de zero
fechada.

(*) Sobre o corpo K = R ou C.
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Dem.: a) resulta imediatamente da continuidade da adicio
(z,y) — =+ y no ponto (0,0) e b) da continuidade da aplicagao
A — Az de K em E, para A = 0. ¢): Como a multiplicagéo (A, z) —
A z é uma aplicagao continua de K x F em E, para cada vizinhanga
U de zero, existe uma vizinhanca V de zero e um nimero § > 0 tais
que aV C U, para |a| < §. Ora o conjunto W = {JaV: |a] < §é
equilibrado e é vizinhanca de zero contida em U. d): Em virtude de
a) e ¢), se U é vizinhanga de zero existe uma vizinhanca W de zero
equilibrada tal que W + W C U. Mas isto implica W Cc U. Com
efeito, se x € W, tem-se (x + W) NW # 0 e, portanto, z € W — W,
mas como W é equilibrada, W = —W, dondez e W +W C U.n

E fécil ver que se um conjunto A num e.v.t. é equilibrado, 4 é
também equilibrado. Assim de c) e d) resulta:

Corolédrio 1. Num e.v.t. qualquer E existe um sistema funda-
mental de vizinhancgas de zero equilibradas e fechadas. =

Recordemos, por outro lado, que um espago topolédgico se diz
regular se qualquer ‘ponto do espago tem um sistema fundamental
de vizinhangas fechadas e que um tal espago é separado sse todo o
conjunto reduzido a um ponto é fechado. Tem-se assim:

Corolario 2. Todo o e.v.t. é regular. Um e.v.t. é separado sse
o conjunto {0} é fechado.n

Exemplos. 1. Se F é um e.v.t. todo o subespago vectorial de
E com a topologia induzida é um e.v.t..

2. Um espaco vectorial E nao nulo com a topologia discreta nao
é e.v.t. (o conjunto {0} seria absorvente); porém, qualquer espago
vectorial munido da topologia trivial é um e.v.t..

3. Recordemos que uma norma sobre um espago vectorial E é
uma fungio real ndo negativa z — ||z|| definida em E tal que:

1) ||z|| = O sse z = 0;
2) |Azl| = Al llzll e lz+yll < ll=ll +llyll, Vo,y € Ee VA € K.

Uma norma ||z|| sobre E determina uma distincia d(z,y) = ||z—yl e,
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portanto, uma topologia tal que para cada a € E, as bolas Ba,p| =
{z € E: ||z—a| < p} de centro a e raio p > 0 constituem um sistema
fundamental de vizinhancas de a. E um exercicio simples verificar
que, se a topologia de E é definida por uma norma, £ é um e.v.t.
separado. As bolas B[0, p] constituem um sistema fundamental de
vizinhancas de zero equilibradas e fechadas.

O espaco K", n inteiro > 0, com a sua topologia natural que é
definida pela norma euclidiana ||(&1, ..., &)]| = (J&f* + .. + [&]9)Y/?
é um e.v.t..

4. Se (E,) é uma familia de e.v.ts., o espago vectorial produto
E = [], E, com a topologia produto é também um e.v.t.. Basta
ver que compondo as aplicagdes (z,y) - z+y de Ex E em E e
(A\,z) — Az de K x F em E com as projec¢oes po : E — E, se
obtém aplicagoes continuas E x E — E, e K x E — E,.

Em particular, se E é um e.v.t. ¢ X um conjunto qualquer, o
espaco EX, formado pelas fungoes f : X — E, com a topolo-
gia do produto é um e.v.t.. Esta topologia chama-se topologia da
convergéncia simples ou pontual sobre EX: uma rede de fungdes
fi: X — E converge, nesta topologia, para uma fungéo f: X — E
sse f;(z) — f(z), Vz € E. Convém ainda recordar que a topologia
de K™ é idéntica a do produto K x ... x K (n factores). Pode-se
considerar mesmo K" como o caso particular do precedente que cor-
responde a tomar X = {1,2,...,,n}.

A. Aplicacdes lineares continuas. Isomorfismos

1.1.2 Teorema. Se E e F sao e.v.ts., uma aplicacao linear
f = E — F é continua sse é continua no ponto zero. Em geral, se
E,...,E,, F sdo e.v.ts. uma aplicacdo multilinear f: Ey X ... x E, —
F é continua sse é continua no ponto (0,0,...,0). =

Se F e F sao e.v.t., chama-se isomorfismo vectorial topoldgico ou
simplesmente isomorfismo de E sobre F a qualquer bijec¢ao linear f:
E — F tal que f e f7! 580 continuas; é ao mesmo tempo isomorfismo
algébrico e isomorfismo topolégico (ou seja homeomorfismo).
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1.1.3 Teorema. Todo o e.v.t. separado E de dimensao fnita
n € isomorfo a K™; mais precisamente, todo o isomorfismo algébrico
h: K" — E é isomorfismo topoldgico.

Dem.: a) h e de um modo geral qualquer aplicacao linear de
K” num e.v.t. é continuo, pois exprime-se na base canénica e, ...,e,

de K™ do seguinte modo: h(¢s, ..., &) = Ticicn & h(e;).

b) Vejamos que h™! é também continuo. Por comodidade de
notagao, vamos supor E identificado algebricamente com K" por
meio de h. Nestas condigdes, tendo em conta 1.1.2, bastars provar
que, para qualquer p > 0, a bola de K", B[0,p] = {z: ||z]| < p}, é
vizinhanga de zero em E. Ora a esfera S, = {z € K™: ||z|| = p} é um
conjunto compacto em K" e portanto em E, visto que A é continua.
Como F é separado, S, é fechado em E e como 0 ¢ S,, existe uma
vizinhanca U de zero em E, equilibrada, tal que U N S, = 0. Mas
isto implica U C B[0,p]. Com efeito se nio fosse assim, existiria
z € U tal que ||z|| > p e o ponto 32 o] ¥ Pertenceria a S, e a U, o que
é absurdo. =

Do teorema anterior resulta:

Corolédrio. Toda a aplicagdo linear de um e.v.t. E separado e
de dimensdo finita num e.v.t. qualquer F é continua. s

B. Quocientes. Somas directas

Sejam F um e.v.t., H um subespaco vectorial de E e considere-
-se 0 espago vectorial quociente E/H; os elementos de E/H sio as
classes de equivaléncia para a relacio z — y € H, ou seja, 840 as
variedades lineares z + H, z € E, e a estrutura vectorial é definida,
pela condigfio de a aplicagdo canénica j = E — E/H, j(z) = z+ H,
ser linear. Em F/H introduz-se a topologia quociente que é a mais
fina das topcelogias que tornam a aplicacéo j continua. Esta topologia
é caraterizada pela propriedade seguinte: um conjunto U C E [H é
aberto sse 7 71(U) ¢ aberto em F.
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1.1.4 Teorema.

a) O espago E/H com a topologia quociente é um ev.t. e a
aplicagéo candnica j: F — E/H é aberta;

b) E/H é separado sse H é fechado;

¢) Uma aplicagéo linear f de E sobre um e.v.t. F é continua
sse o isomorfismo algébrico f: E/Kerf — F definido pelo
diagrama comutativo

E/Kerf

é continuo.

Dem.: a) Vejamos que j é aberta. Trata-se de provar que
se A é aberto em E, j(A) é aberto em E/H. Ora j7!(j(4)) =
A+ H =U{A+h: he H} é aberto em E (por ser reunido de aber-
tos). Vejamos agora que E/H é um e.v.t., ou seja que as aplicagGes
(z,y) > z+yde E/HX E/H em E/H e (A\,z) - Az de K x E/H
em FE/H sdo continuas. Para isso notemos que estas aplicacoes com-
postas com 7 X j e id K x j dao funcoes continuas de acordo com os
diagramas comutativos

Ex FE F K x FE E
) J idk x 7 J
E/H x E/H — E/H K x E/H E/H

Como j x 7 e id K x j sdo abertas e sobrejectivas, o resultado é con-
sequéncia da seguinte propriedade geral cuja demonstracao é sim-
ples: Sejam X,Y, Z espacos topolégicos e g: X — Y uma aplicacao
aberta e sobrejectiva; entao toda a funcao f: Y — Z que composta
com g dé uma fungao f o g: X — Z continua é também continua.
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b) Se E/H é separado, o conjunto {0} reduzido ao ponto zero de
E[H é fechado e, portanto, H = 5 '({0}) é fechado em £. Inver-
samente, se H é fechado em F, o complementar C gH é aberto, e
](CEH) = CE/H{O} é aberto em E/H

¢) Se ? é continua, f é continua, pois que f :N?o J. Inversamente,
se j é continua, tomando um aberto A em F, f}(4) = 5o f~1(A)
é aberto em E/Ker f. u '

Considere-se agora num e.v.t. E dois subespagos suplementares
H e L, isto é, tais que F é soma directa de H e L. Significa isto que a
aplicagdo s: HxL — E, s(z,y) = z+y, é um isomorfismo algébrico.
Tomando em H e L as topologias induzidas por E, s é continua, como
é 6bvio. Se s7! é também continua ou, o que é equivalente, s é um
isomorfismo, diz-se que E é soma directa topoldgica de H e L ou que
cada um destes espagos é suplementar topolégico do outro.

As aplicages p: E — H, q: E — L que resultam de compor s~!
com as projecgoes H X L — H, H x L — L, chamam-se também
projecgoes de E sobre H e L respectivamente:

HxL

E HxL

H

Verifica-se facilmente que Kerq = Imp = H e portanto ¢ induz
um isomorfismo algébrico §: E/H — L de acordo com o diagrama

E—2% .

J /
q
E/H

Note-se ainda que §~! = j | L e é portanto, continua.
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1.1.5 Teorema. Seja E um e.v.t. e sejam H e L subespagos
de E suplementares (algébricos) um do outro. Entao as condigoes
seguintes sdo equivalentes:

a) L é suplementar topoldgico de H;
b) A projecgio q: E — L é continua;

¢) §: E/H — L é continua ou, o que é equivalente, é um isomor-
fismo de E/H sobre L.

Dem.: a)=b) é imediato. b)=-a): se ¢ é continua, p também é
continua, pois que se tem, Vz € E, p(z) = = — g(z). Como p e ¢ sdo
continuas, s~ é continua. A equivaléncia de b) e ¢) é imediata. ®

C. Hiperplanos. Formas lineares

Seja E um espago vectorial e H um subespago de E. Chama-se
codimensao de H & dimenséo do espago quociente E/H : cod(H) =
dim(E/H) = dim L, sendo L um suplementar algébrico de H.

O subespago H diz-se um hiperplano se cod(H) =1 ou seja se o
suplementar algébrico é uma recta. Isto quer dizer também que para
qualquer vector £ ¢ H, E é soma directa algébrica de H e KZ. E
facil ver que um subespago H de E é um hiperplano sse é elemento
maximal no conjunto dos subespagos de E distintos de £ ordenado
pela relagao C.

1.1.8 Teorema. Num e.v.t. E todo o hiperplano é denso ou
fechado em E.

Dem.: Facilmente se vé que, se H é subespago vectorial de E, 0
mesmo acontece com a sua aderéncia. Assim, se H ¢é hiperplano, da
relagio H C H vem H = H ou H = E.n

Recordemos que uma forma linear sobre um espago vectorial E
é uma, aplicagio linear de E no corpo de escalares K. As formas
lineares sobre E constituem um espago vectorial (sobre K) que se
chama dual algébrico de E e se representa por E*.
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1.1.7 Teorema.
a) Sep € E* e p # 0, Kerp é hiperplano de E;

b) Para qualquer hiperplano H de E existe uma forma linear ©
sobre E tal que H = Ker ;

c) Se p,¢ € E* e Kerp = Kerv), ¢ e ¢ sao linearmente depen-
dentes.

Dem.: a) ¢(E) é subespaco ndo nulo de K, portanto p(E) = K
assim a aplicagao $ definida pelo diagrama comutativo

©

P

E/Keryp

K

¢ um isomorfismo de E/ Ker ¢ sobre K e, portanto, cod(Keryp) = 1.

b) Se H é hiperplano de E, E/H é isomorfo a K; a aplicacio
canénica j: E — E/H composta com um isomorfismo E/H — K
d4 uma forma linear ¢ tal que Kerp = H.

c) Se Kerp = Ker¢p = E, ¢ e v sdao nulas. Noutra hipétese,
Kerp = Kery = H é um hiperplano de E. Considere-se um vector
€ de E tal que £ ¢ H. Como E é soma directa de H e K{ todo o
elemento z € E exprime-se de um dnico modo: z = h+ £4, he€ H
efc€ K Assnm tem-se p(z) = £p(f), Y(z) = £¥(£) donde vem

plz) = 28 (z). u

Suponhamos agora que E é um e.v.t.. O subespaco de E* cons-
tituido pelas formas lineares continuas sobre E chama-se dual topo-
légico ou simplesmente dual de E e representa-se por E'. Se E é
separado de dimensao finita tem-se E' = E* (Corol. de 1.1.3).
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1.1.8 Teorema.

a) Uma forma linear ¢ sobre E é continua sse Ker é fechado
em E;

b) Toda a forma linear ¢ sobre E nao nula é uma aplicagio aberta
de F sobre K.

Dem.: a) Basta considerar o caso em que @ # 0. Se ¢ ¢é
continua, é 6bvio que Ker ¢ é fechado. Inversamente, se esta condigao
se verifica, o isomorfismo vectorial & (ver diagrama anterior) é con-
tinuo em virtude de E/ Kerp ser separado e de dimensao 1 e isto
implica que ¢ é continua.

b) Basta ter em conta que @~ é continua (mesmo que ¢ nao o
seja). m

1.2 — Conjuntos convexos e absolutamente convexos.
Espacos localmente convexos

Seja E um espaco vectorial. Se z,y € E, designa-se por [z,y] o
segmento de extremos z e y, isto é, o conjunto dos pontost z+(1~t) y
em que 0 < t < 1; estes pontos podem-se escrever também com
a forma az + fy, em que o, > 0 e a+ f = 1, e chamam-se
combinagées convexas de z e y. De um modo geral se zy,...,z, € £
e ay,..., 0, 520 ntimeros reais > 0 e com soma ) a; = 1, o ponto
o1 Ty + ... + o T,, diz-se uma combinagdo convexa de xy,..., Tn.

Um conjunto A C E chama-se convexo se para quaisquer z,y € A
o segmento [z,y] C A, ousejaaz+fy€ Asea,f>0ea+ =1
Esta condigao pode-se exprimir pela relacdo a A + B A C A, para
quaisquer a, § > 0 tais que a+0 = 1 ou ainda, a A+0 A C (a+8) A,
para quaisquer «,§ > 0.

Se A é convexo, A contém todas as combinagbes convexas de
quaisquer pontos rj,...,Z, € A (se n = 1,2, resulta da definicdo e o
caso geral estabelece-se facilmente por indugéo).

Um conjunto A C E chama-se absolutamente convexo se é equili-
brado e convexo. Verifica-se facilmente que A é absolutamente con-
vexosse a A+8 A C A, para quaisquer a, 8 € K tais que |a|+|8| < 1,
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ou mais.explicitamente: A contém com cada par de pontos z, y, as
combinagdes oz + fy tais que || + |F] < 1.

Por indugdo prova-se, facilmente, que se A é absolutamente con-
vexo, A contém com quaisquer pontos zy, ..., T, todas as combinagoes
oy Ty + ... + Qn T, tais que |y + ... + |a,| < 1, que se chamam com-
binacoes absolutamente convexas de xy,..., Zn.

1.2.1 Teorema.

a) Se A é um conjunto convexo num espago vectorial E ea € E,
a + A é convexo;

b) A imagem directa ou inversa de um conjunto convexo (resp.
absolutamente convexo) por uma aplicagdo linear é convexa
(resp. absolutamente convexa);

¢) Se (A;) é uma familia de conjuntos convexos (resp. absolu-
tamente convexos) num espago vectorial E, (; A; é também
convexa (resp. absolutamente convexa);

d) Se (E;) é uma familia de espagos vectoriais e, para cada 1, A;
é um conjunto convexo (resp. absolutamente convexo) de E;,
o produto []; A; é um conjunto convexo (resp. absolutamente
convexo) do espago produto [1; E;;

e) Se A é um conjunto convexo (resp. absolutamente convexo)
num e.v.t., 0 mesmo acontece com A. s

Todas estas propriedades sao ficeis de demonstrar; deixamo-las
como exercicio.

Se M C E chama-se envélucro convexo de M e representa-se
por ¢(M) a interseccao de todos os subconjuntos convexos de E que
contém M. Verifica-se facilmente que c(M) é o conjunto de todas as
combinagbes convexas de pontos de M. De mode anélogo se define
o envélucro absolutamente convexo ac{M) de M: ¢ a intersecgao de
todos os subconjuntos de E absolutamente convexos que contém M
e & constituide por todas as combinagdes absolutamente convexas
de elementos de M. 8¢ E é um e.v.t. define-se ainda o envélucro
convexo (resp. absolutamente convexo) fechado de M como sendo a
interseccio de todos os conjuntos de E fechados e convexos (resp.
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absolutamente convexos) que contém M e vé-se sem dificuldade que
é idéntico a ¢(M) (resp. ac(M)).

Exemplos: 1. Se ay,...,a, sao pontos de E tais que a; — aq,
—ey @ — @ sao linearmente independentes, o envélucro convexo de
{ag, ..., an} é 0 n-simplex de vértices ag, ...,a,. Sen = 1 é o segmento
de recta [ag, a,].

2. Num e.v.t. E todo o conjunto convexo é conexo. Em particular,
em R um conjunto é convexo sse é um intervalo.

3. Num espac¢o normado E as bolas fechadas B|0, p| com centro
na origem sao absolutamente convexas. Com efeito, se z,y € B|0, p]
tem-se, para |o] + 8] < 1, [laz + Byl| < |a [lz] + 18] ]l < (ol +
18]) p < p e portanto az + By € B[0,p]. De modo andlogo se vé que
as bolas abertas de centro em 0 sao absolutamente convexas.

4. Se A, B sao conjuntos convexos (resp. absolutamente convexos)
num espago vectorial E, o envélucro convexo (resp. absolutamente
convexo) de AU B é formado pelas combinagdes convexas (resp.
absolutamente convexas) dos pares (z,y) € A X B.

A. Espacos localmente convexos

Chama-se espago localmente convexo, abreviatura e.l.c., a um
e.v.t. F tal que a origem tem um sistema fundamental de vizinhancgas
absolutamente convexas. Verifica-se facilmente que isto equivale a
admitir que a origem (ou qualquer ponto de E) tem um sistema
fundamental de vizinhangas convexas.

Exemplos: 1. Todo o espago normado £ (com a topologia dada
pela norma) é um e.l.c..

2. Se (E,) é uma familia de e.l.cs., o produto [], E, é também
um e.l.c.. Em particular, se E é um e.l.c. ¢ X um conjunto qualquer,
o espago das funcoes f: X — F com a topologia da convergéncia
simples é um e.l.c..

3.Se E é ume.l.c. e H é subespacode E, E | H é um e.l.c..
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4. Todo o subespago vectorial de um e.l.c. com a topologia in-
duzida é um e.l.c.. Se F é um e.l.c., todo o e.v.t. isomorfo a E é
também e.l.c..

Se F é um espago localmente convexo, a topologia de E diz-se
localmente convexa. O teorema que segue d4 um processo simples
de obter topologias localmente convexas.

1.2.2 Teorema. Seja E um espaco vectorial e B uma base de
filtro sobre E tal que:

1) Todos os conjuntos de B sao absolutamente convexos e
absorventes;

2) B é invariante para as homotetias de razao p > 0, isto é, se
UeBep>0,pUc B.

Existe entao uma topologia localmente convexa 7 sobre E e uma
50 tal que B é um sistema fundamental de vizinhancas de zero para
T.

Dem.: Se existir uma topologia nestas condigoes ela é tnica, pois
que, paracadaa € F,a+B = {a+U: U € B} é sistema fundamental
de vizinhancas de a. Para ver que existe, vamos ver em primeiro
lugar que héa efectivamente uma topologia 7 sobre E tal que, Va € E,
a+ B é sistema fundamental de vizinhancas de a. Para isso, tendo em
conta o modo como se define uma topologia por meio de vizinhangas,
bastard mostrar que, para cada a ¢ E e cada U ¢ B, existe W ¢ B
tal que a 4+ U é vizinhanca de qualquer £ € a + W. Ora tomando
W = ; U, o que é legitimo em virtude de 2), vem, atendendo a que U
é convexo, x+W C a+W +W = a+% U+% U C a+U. Teremos agora
de provar que a topologia 7 assim definida é localmente convexa.
Tendo em conta a condigdo 1) bastard provar que E munido de 7
é um e.v.t. ou seja que as aplicagdes (z,y) — =+ y de E x E em
E e (Az) > Az de K x E em E sio continuas. Para a primeira
basta ver que se tem para cada par (a,b) € E x FE e cada U € B,
(@+ 3U)+ (b+3U) - (a+b)+U. Para a segunda vamos ver
que se uma rede (),,z,),cs em K x E converge para (A, z) também
Az, » Arouseja A, z; Az — 0. Tem-se a seguinte identidade
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facil de verificar
MNzi-Az=(X - Nz -x)+A(z; -z)+(}; - Az

Basta provar que cada uma das parcelas do segundo membro tende
para zero (note que ji provamos que a adi¢do é continua). Tome-se
UeB. Comoz; ~z = 0eldj — A — 0, pode-se tomar jo € J
de modo que para j > Jo, ¢; — x € U e |A; — A| < 1, entdo como
U é equilibrado, (A; — A)(z; — z) € U, para 7 > jo, e, portanto,
(A; = A) (zj — =) — 0. Vejamos que A (z; - £) — 0. Tomando p > (A]
e Jo € J de modo que, para j > jo, T, - T € %U, vem, para estes
valores de j, A(z; — z) = %p(a;j - z) € %U  U. Resta ver que
(A; = A)z — 0. Ora como U é absorvente, existe r > 0 tal que
z € rU, entdo tomando j, € J pela condicao |A; - A| < %, para

7> o vem (A - A)z=r(A - NlizeU.n

1.3 - Subnormas e seminormas

Seja E um espago vectorial. Chama-se subnorma sobre E a uma
fungao real ndo negativa p definida em E com as propriedades:

(S1) (positivamente homogénea): p(pz) = pp(z), Vz € E e
Vp >0

(S2) (subaditiva): p(z + y) < p(z) + ply), Vz,y € E.
Se em vez de (S1) se verifica a condigao mais forte:

(S'1) (absolutamente homogénea): p(Az) = |A|p(z), Vz € E e
Vie K,

diz-se que p é uma seminorma sobre E.

Vé-se imediatamente que p é seminorma sse é subnorma e p(8 x)
= p(x), para qualquer § € K tal que |6|=1. Tem-se, em particular,
p(-—z) = p(z); combinando esta condi¢ao com (S2) deduz-se facil-
mente que p(z - y) > |p(z) - p(y)], Vz,y € E (esta propriedade nao
é valida para as subnormas).

Se p é subnorma sobre E da defini¢ao resulta que p(0) = O; se,
inversamente, p(z) - 0 > =z - 0, diz-se que p é separante. Uma
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seminorma separante é uma norma. Se a € F e p > 0, o conjunto
Byla,p] = {z: p(z — a) < p} (resp. By(a,p) = {z: p(z — a) < p})
chama-se bola fechada (resp. aberta) de centro a e raio p, relativa a
p. Tem-se Bya,p] = a + B,[0,p] e B,[0,p] = p B,[0,1]; se p e ¢ sdo
subnormas tais que p < ¢, By[a, p] C B,|a, p]. De modo anilogo para
as bolas abertas.

Facilmente se prova que:

1.3.1 Teorema.

a) Se p é uma subnorma (resp. seminorma) sobre E as bolas aber-
tas ou fechadas de centro na origem, relativas a p, sao convexas
(resp. absolutamente convexas) e absorventes.

b) Sepy, ..., pn 580 subnormas (resp. seminormas) sobre E as com-
binagdes lineares Ay p; + ...+ A, p,, de coeficientes Aq,...,A, >0
e sup(pi, ..., pn) sS40 também subnormas (resp. seminormas)
sobre E. u

Considere-se agora um conjunto A C FE absorvente; chama-se
funcdo de Minkowski de A & fungdo ps: E — R assim definida:

pa(z) = inf{p >0:z€ pA} )

1.3.2 Teorema.

a) Se A é convexo (resp. absolutamente convexo) e absorvente, ps
¢é uma subnorma (resp. seminorma) sobre E que se diz definida
por A e tem-se:

B,,(0,1) c AC B,,[0,1] ;

b) Se p é subnorma sobre E e A é um conjunto convexo tal que
B,(0,1) C A C B,[0,1] (portanto, absorvente) tem-se p = p4.

Deste teorema resulta que a correspondéncia A — p, determina
uma aplicagao da classe dos subconjuntos de E convexos (resp. abso-
lutamente convexos) e absorventes sobre o conjunto das subnormas
(resp. seminormas) sobre E. Esta aplicacdo ndo é injectiva: uma
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subnorma p é determinada por qualquer conjuntoc convexo A tal que
B,(0,1) C A C B,[0,1].

Dem.: a) Suponhamos que A4 é convexo e absorvente. Se z,y €
E, para qualquer § > 0, existem ndmeros p,p' > 0 tais que p <
palz)+6/2,0 <paly)+6/2exz€pA,ycp A assimz+y€pA+
o' AC (p+p') Adonde pa(z+y) < p+p' < palz)+paly)+6 ecomo
6 & arbitrério > 0, segue-se que pa(z+y) < pa(z) +pa(y). Se X >0,
da relagdo z € p A em que p > 0, deduz-se Az € Ap A, pa(Az) < Ap
e, portanto, pa(Az) < Apa(z) donde resulta a desigualdade oposta
pa(Az) > Apa(z). Assim ps é subnorma. Se A é absolutamente
convexo de 8§ A = A, para |0] = 1, deduz-se facilmente py(f z) =
p(z), e portanto que p4 é seminorma. Tem-se, evidentemente, A C
B,,[0,1]. Vejamos que B,,(0,1) C A. Orase z € B,,(0,1) existe
um ntmero positivo A < 1 tal que z € A A ou seja %x € A; como T
pertence ao segmento [0,% z] e A é convexo, segue-se que z € A.

b) Se z € p A em que p > 0, da relagio A C B,[0,1] vem p(z) < p
e desta deduz-se p(z) < pa(z); a desigualdade oposta deduz-se de
modo analogo da relagdo B,y(0,1) C A. «

1.3.3 Teorema. Se E é um e.v.t., para qualquer subnorma p
sobre E sdo equivalentes:

a) p é continua;

b) p é continua no ponto zero;

c) p é majorada numa vizinhanga de zero;

d) B,(0,1) é vizinhanca aberta de zero;

e) B,[0,1] é vizinhanca fechada de zero.

Dem.: a)=-b) é imediata. b)=>a) Se p é continua no ponto
zero, da relacao (ficil de estabelecer), |p(z) — p(a)| < max{p(z — a),
pla — z)} deduz-se imediatamente que p é continua em qualquer
a € E. A implicagio b)=>c) é 6bvia. ¢)=>b) Seja U vizinhanga de
zero e M > 0 tais que p(z) < M, Vz € U. Entao, dado 6 > 0,

tem-se, para cada z da vizinhanga % U, p(x) < §, o que é suficiente
para garantir a continuidade de p visto que p(z) >0, Vz € E. Para
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acabar a demonstracdo bastard agora provar que a)=>d), a)=>e),
d)=>c) e e)=>c), o que é imediato. a

Corolério 1. Uma forma linear ¢ sobre um e.v.t. é continua sse
|| é majorada numa vizinhanca de zero.
Basta ter em conta que |p(z)| é uma seminorma sobre E. u

Corolario 2. Se p e ¢ sdo subnormas sobre um e.v.t. E e existe
k > 0 tal que p(z) < kq(z), Vz € E, entdo se q é continua p é
continua. n

Coroléario 8. Se U é vizinhanga de zero convexa num e.v.t. E,
a subnorma py é continua em F; tem-se, além disso,

(2) Bpy(0,1) =U e B,[0,1]=T.

Em particular, se U é aberta, U = B,,(0,1), se U é fechada,
U = B,,[0,1]. A continuidade de py resulta de 1.3.3 c). Para esta-
belecer as relages (a) basta provar (tendo em conta 1.3.2 a), 1.3.3 d)
e 1.3.3 ¢)) que U C B,,(0,1) e B,,[0,1] C U. Orasez € U, U é
vizinhanga de x e da continuidade da aplicacdo p — pz de R em E,
para p = 1, resulta que existe p > 1 tal que pz € U, o que implica
p(z) < 1. Para a segunda inclusio, basta provar que z € U se
pu(z) = 1; ora se esta condicao se verifica, para cada inteiro n > 0,
existe p, tal que 1 < p, < 1+ ez € p,U. Assim ;’:x eUe

tomando o limite vem z € U. u

1.3.4 Teorema. Seja A um conjunto convexo num e.v.t. E. Se
a € A ebe A, os pontos do segmento semiaberto [a,b] = [a,b] ~ {b}
sao todos interiores a A.

Dem.: Usando uma translac¢do pode-se supor a = 0. Assim, A
¢ vizinhanga convexa de zero e, portanto, p4 é subnorma continua
em E. Orase ¢ € [a,b]= [0,b], c = tbcom 0 <t < 1, e como
pA(b) <1, pA(c) = tpA(b) <lm=

-]
Corolério 1. Se A é um convexo num e.v.t. E, A é convexo. n



TOPOLOGIAS DEFINIDAS POR SEMINORMAS 17

(o]
Coroldrio 2. Se A é um convexo num e.v.t. ¢ A # 0 entdo

Aziez-—-zal

Deixamos a demonstragao destes coroldrios como exercicio.

1.4 — Topologias definidas por seminormas

Seja E um espaco vectorial e S um conjunto de seminormas sobre
E. O conjunto B formado pelas bolas By[0,p| tais quep€ S e p >0
e as suas intersecg¢des finitas é uma base de filtro sobre E que verifica
as condicoes 1 e 2 de 1.2.2.. Existe entao uma topologia localmente
convexa 7 sobre E e uma 86 tal que B é um sistema fundamental de
vizinhancas de zero para 7; esta topologia diz-se gerada ou definida
por S (ou pelas seminormas € S). As bolas abertas B, (0, p), tais
que p € S e p > 0 e as suas intersecgoes finitas constituem também
um sistema fundamental de vizinhangas de zero para 7.

Em particular, uma seminorma p sobre E define uma topologia
localmente convexa: as bolas fechadas B,|0, p] (e também as abertas)
constituem um sistema fundamental de vizinhangas de zero.

Inversamente, para qualquer e.l.c. E existe um sistema de semi-
normas sobre E que gera a sua topologia. Se B é um sistema funda-
mental de vizinhangas de zero absolutamente convexas, o conjunto
das funcoes de Minkowski py das vizinhangas U € B é um sistema
nestas condigdes. Com efeito, cada bola B,,[0,p| é vizinhanca de
zero em E (pois B,,[0,p] D pU) e para qualquer vizinhanga V de
zero em E existe U € B tal que V O U = B,,[0,1].

Se S é um sistema de seminormas sobre um espago vectorial F,
cada seminorma p € S é continua para a topologia definida por §
(pois as bolas B,[0, 1] sdo vizinhangas de zero). Se T é outro sistema
de seminormas sobre F, diz-se que T é equivalente a S se define a
mesma. topologia que S§. Uma condigado necesséaria e suficiente para
que isto se verifique é que toda a seminorma de um qualquer dos sis-
temas, S, T seja continua para a topologia definida pelo outro. Daqui
resulta imediatamente que em qualquer espago localmente convexo E
existe um sistema de seminormas méximo que define a sua topologia:
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o sistema de todas as seminormas continuas sobre E.

Um sistema S de seminormas sobre um espaco vectorial E diz-se
filtrante se para quaisquer p,q € S, existe r € S tal que p(z) < r(z)
e ¢(z) < r(z), Vz € F (isto implica que toda a familia finita de semi-
normas de S é majorada por uma seminorma de S). Se S é filtrante
as bolas B,[0,p], em que p € S e p > 0, constituem um sistema
fundamental de vizinhancas de zero, pois toda a intersecgao finita
By, [0,p1] N ...\ By, [0, pnls P1y ooy Pn € S € p1,y.cey pp > 0, contém uma -
bola B,[0, p] tal que p é uma seminorma de S que majora py, ..., p, €
p = inf{pla ooy pn}-

Para qualquer sistema de seminormas S sobre E, existe sempre
um sistema de seminormas filtrante S’ sobre E equivalente a S. Por
exemplo, §' = {sup{py,...,Pn}; P1,--,Pn € S} 0u §' = {p1 + ... + p,:
P1y.-sPn € S}, etc..

1.4.1 Teorema. Seja E ume.l.c. e S um sistema de seminormas
que gera a topologia de E. Entao:
a) Uma rede z; — 0 em E sse p(z;) — 0,Vp€ S;

b) E é separado sse para cada = # 0 em E, existe p € S tal que
p(z) # 0;

c) Se H é subespago de E, as restrigoes p | H das seminormas
p € S a H geram a topologia induzida por £ em H;

d) Se F é outro espago localmente convexo e T é um sistema de
seminormas que define a topologia de F, uma aplicacao linear
f: E — F é continua sse para qualquer ¢ € T existe uma
familia finita p,,...,p, € S e um nimero M > 0 tais que

(1) df@)] < Msup{pi(c),pn(a)}, VzEE.

Se S é filtrante, esta condigdo exprime-se do seguinte modo
mais simples:

(2) VgeT IpeS e M>0 tais que ¢[f(z)] < M p(z), Vz€E.

Dem.: a) Como cada p € S é continua, z; — 0 = p(z,;) — 0,
inversamente, se p(z;) — 0, Vp € S, dada uma familia finita
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DisesPn € S € p1y.eeypn > 0, existe um indice 5, tal que 7 > 7
= pi(z;) < pk, Vb =1,...,n = 2; € Nicren Bp. [0, £r}, € portanto
Z; — 0.

b) Basta ter em conta que E é separado sse a intersecgao de todas
as bolas B,[0,p], p € S e p > 0 (que é idéntica a intersecgao de todas
as vizinhangas de zero) se reduz a {0}.

c) Como as seminormas p | H sdo continuas para a topologia
induzida, basta ver que se uma rede z; em H é tal que Vp € S
p| H(z;) = p(x;) — 0, z; — 0 para esta topologia, o que é imediato.

d) Basta considerar o caso em que S ¢é filtrante. Ora se (2) se
verifica, para cada rede z; — 0 em E, f(z;) — 0 em F. Inversa-
mente, se f é continua, para cada ¢ € T existem p € S e r > 0 tais
que ¢q[f(u)] < 1, para u € B,[0,r]. Entao, se x € E, para qualquer
p > p(z), u = r/pz € B,|0,r] e, portanto, ¢[f(x)] = 2 ¢[f(u)] < &
mas isto implica (dada a arbitrariedade de p) ¢[f(z)] < 1p(z). =

Tem-se como consequéncia de 1.4.1 ¢):

Corolario 1. Se F é um elc. e S é um sistema filtrante de
seminormas sobre E que gera a sua topologia, uma forma linear ¢
sobre E é continua sse existe uma seminorma p € S e um niimero
r > 0 tais que |p(z)| < rp(z), Vz € E. Isto significa também que
uma forma linear © sobre E é continua sse é continua para uma das
seminormas do sistema S. &

De 1.4.1 d) deduz-se também uma condigao para que dois sistemas
S e T de seminormas sobre um espaco vectorial E sejam equivalentes.
Para o caso em que S e T sio filtrantes tem-se: S e T séo equivalentes
sse para toda a seminorma p de um qualquer dos sistemas, existe uma
seminorma q no outro e um nimero M > 0 tais que p(z) < M ¢(z),
Vze€ E. :

Em particular duas seminormas p e ¢ sobre E sao equivalentes sse
existem M >0 e N > O tais que N p(z) < ¢(z) < M p(z),Vz € E.

Se E é um espaco vectorial e H é um subespago de F, para qual-
quer seminorma p sobre E, a fun¢do p: E/H — R assim definida:

(&) = inf{p(z): z€ €}, €€ E/H,
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é uma seminorma sobre £ /H que se diz obtida de p por passagem
ao quociente. Verifica-se facilmente que:

1.4.2 Teorema. Se F é um e.l.c. e H é um subespaco vectorial
de E, para qualquer sistema S de seminormas filtrante que gera a
topologia de E, S = {p: p € S} gera a topologia (quociente) de
E/H.u

Prova-se, ainda, sem dificuldade, que se (E;);c; é uma familia de
espagos localmente convexos e para cada ¢+ € I, S; é um sistema
de seminormas que define a topologia de E;, a topologia do espago
produto E = []; E; é gerada pelo conjunto de seminormas {q o pr;:
1€ 1 eqe€ S;} em que pr; é a projec¢io E — E;. Em particular:

1.4.3 Teorema. Se E é um espa¢o normado e X é um conjunto
qualquer, a topologia da convergéncia simples (ou pontual) no espago
EX das funcées f : X — E é definida pelas seminormas p,(f) =
If(2)],ze X.n

1.5 — Teorema de Hann-Banach

Alguns teoremas que seguem referem-se a espagos vectoriais reais;
mas aplicam-se também a qualquer espaco vectorial complexo F con-
siderando a estrutura de espago vectorial sobre R que resulta de res-
tringir a multiplicagdo (A,z) —» Az a R x E. Para ndo duplicar os
enunciados continuamos como até agora a considerar espagos vecto-
riais indistintamente reais ou complexos, indicando as nogoes rela-
tivas & estrutura do espago sobre R com o adjectivo “real”; assim,
uma forma linear real sobre F é uma aplicagao ¢: EF — R tal que
plaz+ By) = ap(z) +Be(y), Va,B € R; um subespago real H de
E é uma parte nao vazia de F tal que o H+fH C H,Va,B € R,
etc..

Seja £ um espago complexo. Se g é uma forma linear sobre F, a
sua parte real Reg é uma forma linear real sobre E, como se verifica
facilmente. Inversamente, dada uma forma linear real ¢ sobre E,
existe uma tnica forma linear g sobre E tal que ¢ = Reg; a forma ¢
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é dada por
(1) g9(z) = p(z) —ip(iz), Vzelk.

A demonstracao é um exercicio simples que deixamos ao leitor.
Vé-se assim que a relagdo o = Reg ou a equivalente férmula (1)
determina uma correspondéncia biunivoca entre as formas lineares
g sobre E e as formas lineares reais ¢ sobre E, e é ébvio que g €
continua sse ¢ é continua.

1.5.1 Teorema de Hahn-Banach (Forma analitica). Seja E
um espaco vectorial, p uma subnormasobre E e H um subespago real
de F. Entao, para qualquer forma linear ¢ sobre H que é majorada.
por p em H, ou seja, tal que p(z) < p(z), Vz € H, existe uma forma
linear real $ sobre E que prolonga ¢ e é majorada por p em E, isto
é,

p(z) = p(z), Yz H, e @z)<p(z), Vze€kE.

Dem.: a) Considere-se primeiro o caso em que H é um hiper-
plano real de E. Tomando em E um elemento a ¢ H, toda a forma
linear real { sobre E que prolonga ¢ fica determinada pelo seu valor
em a, @ = (p(a), pois que cada z € E representa-se (de um tdnico
modo) pela expresséo z = £a+ h, em que £ € Reh € H, e
p(x) = o(h) + € . Para a forma ( que se procura tem-se, ainda,
P(z) < p(z), portanto,

(1) eh)+ta<p(la+h), VEECR e VheH.

Assim, para provar que existe uma forma @ nas condigdes do enun-
ciado bastard mostrar que existe um ndmero real a que verifica (1).
Ora esta relagao, para £ > 0, é equivalente a

(2) a<pla+h)-ph), VReH,

e para £ < 0 é equivalente a

(3) a> -pl-a+h)+ph"), VR EH.
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Basta entao mostrar que —p{—a + k") + (k") < pla + &') — @(h'),
VA k" € H. Oratem-se p(h"+h') < p(h"+h') = p(—a+h"+a+h') <
p(—a + h") + p(a + k') donde o resultado.

b) Para o caso geral teremos de usar o lema de Zorn: todo o
conjunto ordenado X tal que toda a parte totalmente ordenada é
majorada em X tem um elemento maximal.

Considere-se entao o conjunto A constituido pelos pares (M, )
em que M é subespaco real de E que contém H e 9 é uma forma
linear real sobre M que prolonga © e é majorada por p em M, e
ordenemos A do seguinte modo (M,¥) < (M',¢') sse M C M' e ¢/
prolonga 1. Verifica-se facilmente que todo o subconjunto totalmente
ordenado de A tem um majorante em A e, portanto, em virtude do
lema de Zorn, A tem um elemento maximal (N,6). Vamos ver que
N = E, o que demonstra o teorema. Com efeito se fosse N # E,
tomando em E um elemento a ¢ N, N seria hiperplano de N' =
N + R a, mas em virtude de a), § prolonga-se numa forma linear real
¢ sobre N' tal que 8'(z) < p(x) em N'. Assim, (N',0') € A e (N,¥6)
nao seria maximal €m A.»

Do teorema anterior deduz-se o seguinte teorema de extensao
para formas lineares reais ou complexas que muitos autores chamam
também teorema de Hahn-Banach:

1.5.2 Teorema. Seja E um espago vectorial e p uma seminorma
sobre E. Entio, qualquer forma linear ¢ sobre um subespago H de
E tal que |p(z)| < p(z), Vz € H, prolonga-se numa forma linear
sobre E tal que se tem também |(z)| < p(z), Vz € E.

Dem.: a) No caso em que E é real, é consequéncia imediata de
1.5.1, tendo em conta que, sendo p uma seminorma, para qualquer
forma linear g sobre um subespaco de E, a relagdo |g(z)| < p(z) é
equivalente a g(z) < p(z).

b) Suponhamos que E é complexo e seja h = Rep; h € uma
forma linear real sobre H e verifica h(z) < p(z), Vz € E. Em
virtude de 1.5.1, h estende-se numa forma linear real g sobre E tal
que g{z) < p(z), Vz € E. Considere-se a forma linear complexa



TEOREMA DE HANN-BANACH 23

¢ sobre E tal que g = Re® ou seja ¢(z) = g(x) —1g(1x). Vé-se
imediatamente que 1 prolonga ; resta entao ver que |¢(x)| < p(z),
Vz € E. Ora para cada x € E existe um nimero complexo w tal
que |w| = 1 e |[¢(z)] = ¥(z) - w = ¢Y(wz). Assim, tem-se (visto que

[¥(z)| é real) | (z)| = Y wz) = g(wz) < plwz) = p(z). =

Deste teorema resultam os seguintes corolarios bastante impor-
tantes nas aplicacoes:

Corolario 1. Se E é um espaco vectorial e p uma seminorma
sobre E, para cada zo € E existe uma forma linear ¢ sobre E tal
que

p(zo) = p(zo) e o) <p(z), Vz€E.

Dem.: No subespaco H = K z; define-se uma forma linear ¢
pondo #(Azo) = Ap(zo), VA € K; tem-se [0(Azo)| = |A[p(xo) =
p(A zo). Assim, por 1.5.2, § estende-se numa forma linear ¢ sobre £
que verifica as condigoes do enunciado. &

Coroldrio 2. Se E é um espago localmente convexo separado
néo nulo, existe pelo menos uma forma linear continua sobre E nao
nula (por outras palavras, o dual topoldgico E' de E nao é nulo).

Dem.: Considere-se em F um ponto zo # 0. Como FE é separado,
existe uma seminorma continua p sobre E tal que p(zo) # 0 mas
pelo corolério anterior existe uma forma linear ¢ sobre E tal que
©o(zo) = p(xo) # 0 e |p(z)] < p(z), Yz € E, e que é, portanto,
continua. =

Corolario 8. Se E é um espaco localmente convexo, toda a
forma linear continua ¢ sobre um subespaco H de E estende-se numa
forma linear continua sobre E.

Dem.: Como as restricoes a H das seminormas continuas so-
bre E geram a topologia de H (1.4.2 c)), existe uma seminorma p
continua sobre E tal que |p(z)| < p(z), Vz € H, e, em virtude de
1.5.2,  estende-se a todo o espago E como forma linear continua. &
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A. Teorema de Hahn-Banach na forma geométrica.
Separacio de conjuntos convexos

Para o que segue convém recordar a nogao de variedade linear.
Seja £ um espaco vectorial. Chama-se variedade linear ou afim
de F a um conjunto M = a + H que é imagem por meio de uma
translaccao £ — a + z, @ € E, de um subespaco vectorial H de
E. O subespago H é univocamente determinado por M, enquanto
que o ponto a pode ser escolhido arbitrariamente em M. Chama-se
dimensdo (resp. codimensdo) de M & dimenséao (resp. codimensio)
de H. Se cod(M) = 1, M diz-se um hiperplano afim ou somente
hiperplano se nao hé receio de confusdao. Neste caso, existe uma
forma linear ¢ sobre E, nao nula, tal que M = a + Ker ¢ de modo
que M é definida pela equagdao p(x) = a em que a = p(a), isto
é, M = {x € E: p(z) = a}. De acordo com as convengdes ji
feitas, uma variedade linear real de F é uma variedade linear para a
estrutura de espago vectorial real de E; é, portanto, um conjunto da
forma M = a + H em que H é subespacorealde E ea € E.

1.5.8 Teorema de Hahn-Banach (Forma geométrica). Seja
E um e.v.t.. Se A é um conjunto convexo aberto nao vazio de E e
L é uma variedade linear real de E tal que LN A = §, existe em E
um hiperplano real afim M, fechado, tal que LC M e ANM = 0.

Dem.: Usando uma translacgdo se for necessirio pode-se supor
que 0 € A. Assim, A é vizinhanca convexa aberta de zero e, portanto,
a funcao de Minkowski p4 é uma subnorma continua sobre E. Note-
-se ainda que, como A é aberto, A=B,,(0,1)={z€ E: ps(z) <1}.

Posto isto, tome-se um ponto a € L e seja Ly o subespago (real)
de F tal que L = a + Lp; Ly é um hiperplanoem N = L, + Ra e
existe, portanto, uma forma linear real o sobre N tal que Ly = Ker ¢;
como p(a) # 0 (pois a ¢ Ly) pode-se supor ¢ escolhida de modo que

w(a) = 1.
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Assim, L é definido pela equagéo @(z) = 1. Vamos ver que, para
cada £ € N, p(z) < pa(z). Orase z € N, tem-se x = {5+ £a com
by € Ly e £ € R, de modo que p(z) = £ Se £ < 0 é 6bvio que
e(z) < palz); se & > 0, pode-se escrever pu(z) = épr(% b+ a) e
como %EO +a € N ep>1em L segue-se que py(x) > €. Nes-
tas condigoes, pelo teorema de Hahn-Banach na forma analitica,
1.5.1, pode-se estender ¢ numa forma linear ¢ sobre F tal que
P(x) < pa(z), Yz. O hiperplano M definido por ¢(z) = 1 veri-
fica. as condigdes do teorema. Com efeito, L C M como é 6bvio,
M néo encontra A4, pois, para cada v € M, pa(z) > (x) =1, e é
fechado visto que ¢ é continua (por ser majorada por p,). &

Corolario. Se um conjunto convexo aberto A num e.v.t. £ nao
contém a origem, existe uma forma linear ¢ : K — R, continua, tal
que p(x) >0,Vz € A

Dewmn.: Pelo teorema anterior, existe em F um hiperplano real
fechado H tal que 0 € H e AN H = . Se 1 é uma forma linear real
tal que H = Ker¢ (portanto, continua), como ¥(4) é um intervalo
de R e 0¢ ¢(A), tem-se ¥(z) >0,Vz € A, ou ¢(z) <0,Vz € A e,
portanto, a condi¢io verifica~se com p =Y ou p = —¢). &

Considere-se num e.v.t. £ um hiperplano (afim) real e fechado H
de equagdo p(z) = a (@ é portanto uma forma linear real continua
nao nulae o € R). Os conjuntos convexos F* == {x € E: p(z) > o},
Fo={z€cE: p(z)<a},G*={z€ E: p(z) >aleG,={z€ E:
©(z) < a} chamam-se semiespagos de E determinados por H. Os
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semiespagos F'* e F, sao fechados enquanto que G* e G, sdo abertos;
é facil ver que todos eles tém por fronteira o hiperplano H e que,
portanto, G¢ é o interior de F'* ¢ G, o interior de F,.

Dados dois conjuntos nao vazios A, B C E, diz-se que A e B sao
separados por H se “p{z) < a < p(y), Vz € AeVy € B” ou
“oly) < a < p(z),Vz € A e Vy € B”; equivale a dizer que A4 estd
contido num dos semiespagos fechados F*, F, e B estd contido no
outro. Se “p(z)<a<p(y), Vz€A e Vye B’ ou “p(y) < a<p(z),
Vr e AeVy € B” diz-se que A e B sao estritamente separados por
H; equivale a dizer que A estd contido num dos semiespagos abertos
G%, G, e B esta contido no outro.

No que segue vamos estudar alguns teoremas relativos a separagao
de conjuntos convexos.

1.5.4 Teorema (12 Teorema de separagdo). Se A e B sdo
conjuntos convexos nao vazios e disjuntos num e.v.t. £ e A é aberto,
existe em E um hiperplano real fechado H que separa A e B. Se A
e B sao ambos abertos, a separacao é estrita.

Dem.: A— B é convexo e aberto e como 0 ¢ A— B, pelo corolério
de 1.5.3, existe uma forma linear continua ¢: E — R que é positiva
em A — B de modo que se tem p(z) < p(y), Vo € BeVy € A.
Assim o« = sup,.p ¢(z) é finito e o hiperplano H = {z: p(z) = a}
separa A de B. Note-se que B fica no semiespaco fechado F, e A
em F*; mas como A é aberto e o semiespago aberto G* = int(F?),
A C G%. Se B é também aberto, pela mesma razao, B C G, e a
separacao ¢é estrita. m
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1.5.6 Teorema (22 Teorema de separagdo). Se A e B sao
conjuntos convexos nao vazios e disjuntos num espago localmente
convexo I, A é fechado e B é compacto, existe em E um hiperplano
real fechado H que separa estritamente A e B.

Dem.: Facilmente se verifica que A — B é fechado; como 0 ¢
A — B, existe uma vizinhang¢a absolutamente convexa e aberta U de
zero em E tal que (A — B) N (U + U) = 0. Desta relagéo deduz-se
facilmente que (A + U) N (B + U) = 0. Entao, como A+ U e B+ U
s40 convexos e abertos, do teorema anterior resulta que existe um
hiperplano real fechado A que separa estritamente A+U e B+ U e,
portanto, Ae B. &

Em particular, num espago localmente convexo E qualquer con-
junto convexo fechado A # § pode ser estritamente separado de
qualquer ponto a ¢ A por um hiperplano real fechado.

Corolario. Num espaco localmente convexo E todo o conjunto
convexo fechado A é a interseccao dos semiespacos fechados de E
que contém A.

Dem.: Seja A' = N{S: S ésemiespaco fechado de £ que contém
A} I ébvio que A C A'. Inversamente se = ¢ A, como z é separado
de A por um hiperplano real fechado H, um dos semiespacos fechados
determinados por H contém A e nio contém z, de modo que z ¢ A4'. =

Observacgio. Deste Coroldrio resulta que os convexos fechados
de um e.l.c. E dependem somente das formas lineares continuas sobre
E ou seja do dual topolégico E'. Assim se F é um espago vectorial e
71 e 72 topologias localmente convexas sobre E tais que E(ry) e E(r3)
tém o mesmo dual topolégico, os conjuntos convexos fechados para
71 S840 08 INESIMOS que para Ta.

1.6 — Conjuntos limitados

Se E é um espago vectorial e A, B sdo subconjuntos de E, diz-se
que B absorve A se existe p >0 tal que ACrB,Vr > p.
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Se B é equilibrado, para que B absorva A basta que exista p > 0
tal que A C p B, pois sendo assim, tem-se parar > p, A C pB =
r£B CrB. ’

Um conjunto B C E absorvente, no sentido que temos usado, é
um conjunto que absorve qualquer ponto de F.

1.6.1 Teorema. Seja E um espa¢o localmente convexo e S um
sistema de seminormas que define a topologia de E. Entao, para
qualquer A C FE, sdo equivalentes:

1) Toda a vizinhanca de zero absorve A;

2) Toda a seminorma p € S é majorada em A, isto é, para cada
p € S existe um ndimero p > 0 tal que p(z) < p, Vz € A;

3) Para qualquer sucessio r,, de pontos de A, % x, — 0.

Dem.: 1)=>2) Se 1) se verifica, tomando p € S, a bola B,[0,1]
absorve A, e existe, portanto, p > 0 tal que A C p B,[0,1] = B,[0, p]
o que mostra que p(z) < p, Vz € A.

2)=>3) é imediat:.o, porque para cada p € S, p(2 z,) = 1 p(z.) <
p/n — 0.

3)=>1) Vamos provar a contrareciproca. Ora se 1) nao se verifica,
existe uma vizinhanga V de zero equilibrada que nao absorve A e por-
tanto A ndo estd contido em nenhum dos conjuntos V, 2V, ...,nV,....
Assim, existe uma sucessao r,, de pontos de 4 tal que z,, ¢ nV ou
seja ! z, ¢ V; portanto, ! z,, ndo tende para zero e 3) também ndo
se verifica. m

Num espago localmente convexo F, um conjunto A diz-se limitado
se verifica uma qualquer das condigdes (equivalentes) do teorema
1.6.1.

Convém notar que esta nogao de conjunto limitado depende so-
mente da topologia de E.

Se a topologia de E é definida por uma norma ||-||, A C E é limi-
tado sse existe p > 0 tal que ||z|| < p, Vz € A, ou seja A estd contido
numa bola. A nogao coincide portanto com a que conheciamos da
teoria dos espacos normados.
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1.6.2 Teorema. Se E é um espago localmente convexo, entéo:
a) Se A C E é limitado, todo o conjunto B C A é limitado;

b) Toda a reuniao finita A; U ...U A, de conjuntos limitadoes em
E é um conjunto limitado em E;

¢) Toda a parte finita de E € limitada;
d) Se A é limitado em E, o mesmo acontece com A, ac(A) eac(A);

)
)

e

f

Todo o conjunto compacto de E é limitado;

Se E é o produto [[; E; de uma familia de espagos localmente
convexos e, para cada i, A; é parte limitada de E;, A = []; A;
é limitado em F;

g) Toda a sucessio ., convergente em E é limitada (é falso para
as redes em geral);

h) Toda a aplicagdo linear continua f de E noutro espago local-
mente convexo F transforma limitados em limitados.
Dem.: a) é imediata.

b) resulta de que se uma seminorma é majorada em cada um dos
conjuntos Aj, ..., A,, é majorada na sua reuniao.

c) resulta de b) e de que todo o conjunto reduzido a um ponto é
limitado (é absorvido pelas vizinhangas de zero).

d) Basta ver que sendo A limitado ac(A) é também limitado.
Ora toda a vizinhanca de zero absolutamente convexa e fechada,
absorvendo A absorve também ac(A).

e) Toda a seminorma continua sobre E ¢ limitada em qualquer
compacto.

f) Seja z,, uma sucessao de pontos de 4; como cada A; é limitado,
pry( z,) — 0, o que implica 1z, 0.

g) Para qualquer seminorma continua p, p(z») é convergente em
R e, portanto, limitada.

h) Seja A limitado em E. Se y, é uma sucessao de pontos de
f(A) existe z,, em A tal que y, = f(z,); assim Lya=f(}z) — 0.
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Se a topologia de um e.l.c. E é definida por uma dnica seminorma
p, hé vizinhangas de zero em E limitadas: as bolas B,[0,p|. Vamos
ver que, inversamente,

1.6.3 Teorema. Se um e.l.c. E tem uma vizinhanga de zero
limitada, a topologia de E é definivel por uma unica seminorma.

Dem.: Seja V uma vizinhanca de zero limitada. Pode-se supor
que V é absolutamente convexa e fechada. Vamos ver que sendo
p a fun¢ao de Minkowski de V', a topologia de E é definida por p.
Como as bolas B,[0, p| sdo vizinhangas de zero bastard mostrar que
toda a vizinhanca W de zero contém uma delas. Ora V = B,[0,1]
e como é absorvida por W, 3r > 0, tal que B,[0,1] C rW ou seja

W D B,[0,1]. »

Um espago localmente convexo E diz-se normdvel se existe uma
norma sobre E que defina a sua topologia. Do que precede resulta:

Coroldrio. Um espaco localmente convexo E é normadvel sse é
separado e tem uma vizinhanca de zero limitada. w

1.7 — Espacos localmente convexos metrizaveis

Um espaco topolégico E diz-se metrizdvel se existe uma distancia
d sobre E que defina a sua topologia. Se E é metrizdvel, E é se-
parado e todo o ponto a € E possui um sistema fundamental de
vizinhangas de zero numeravel (por exemplo, as bolas de centro a
eraio 2, n € Ny, {z € E: d(z,a) < }}). A reciproca ndo ¢
em geral verdadeira; ela verifica-se porém na categoria dos espagos
localmente convexos(!), como vamos ver em seguida. Antes disso,
porém, convém introduzir a seguinte definicao:

Seja E um espago vectorial; uma distincia d sobre E diz-se in-

variante com as translacgbes se d(z,y) = d(z+a,y+a),Vz,y,a € E.
Isto equivale a dizer que as translacgdes £ — a +  sao isometrias do

(!) E também valida na categoria dos e.v.t. e mais geralmente na categoria
dos grupos topolégicos.
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espago F(d) sobre si préprio e, portanto, homeomorfismos. Nestas
condi¢bes uma rede z; — a em E(d) sse x; — a converge para zero.

A distancia definida por uma norma sobre E, d(z,y) = ||z —y|| €
invariante com as translacgdes, como é ébvio.

1.7.1 Teorema. Se E é um espaco localmente convexo separado,
as condicoes seguintes sao equivalentes:

a) E tem um sistema fundamental de vizinhangas de zero nu-
meravel;

b) Existe uma sucessio crescente de seminormas sobre E,
p1 < .. < pp < ..., que define a topologia de E;

c) Existe uma distdncia d sobre E invariante com as translaccoes
que define a topologia de E.

Assim, um espago localmente convexo E é metrizavel sse é se-
parado e tem um sistema fundamental de vizinhangas de zero nu-
merdvel. Além disso, a topologia de um e.l.c. metrizavel pode ser
definida sempre por uma distincia invariante com as translacgoes.

Dem.: E ébvio que ¢)=-a); basta entdo provar que a)=b) e
b)=>c).

a)=>b) Por hipétese, existe em E um sistema fundamental de
vizinhancas de zero Wiy, ...,W,,, ... que podemos supor serem absolu-
tamente convexas e fechadas. A partir deste sistema podemos for-
mar outro decrescente V; D Vo O ... D V, D ... pondo Vi = Wy,
=Wy N Wy, ..., Vo = WiN...NW,, .... As fungdes de Minkowski
P1 = Pvys ey Pn = PV,, -.- fOTmMam uma sucessao crescente de semi-
normas que define a topologia de F.

b)=>c) Suponhamos que a topologia de E ¢ definida por um sis-
tema crescente de seminormas p; < pg < ... < pp < .... Para cada
z € E a série 3 2—1,, . ;ﬁ{-'i();) é convergente, pois é majorada por 3. 51,;;
designemos por |z| a sua soma

o o= g 2L

no1 2" 1+ pn(z)
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A fungdo |z| assim definida em E é nio negativa e tem as pro-
priedades:

(2) lz| = sse £ =0;
(3) lz|=|—2z|, VzeFE;
(4) [z +yl <l|el+ v, VzyekE.

As propriedades (2) e (3) sdo imediatas. Para estabelecer (4), ve-
Jamos em primeiro lugar que se tem para quaisquer a,b,c¢ > 0 tais
quec<a-+b

(5)

Se ¢ = 0 é imediato, pode-se entdo supor ¢ > 0 e também, é claro,

a+b> 0. Assim,
c 1y-1
— = (1+4= 1+ ——— + :
1+c¢ (+c) * a+b a+b+1 " 14+a 1+5b
Agora, usando a relagdo que acabamos de estabelecer e tendo em
conta que p,(z + y) < pu(z) + pr(y), obtém-se imediatamente (4).
Posto isto, ponhamos para cada par z,y € E

c < a + b
1+¢ " 14+a 14b°

( 1 )—1:: a+b < a b

d(xay) = "T—yl .

De (2), (3) e (4) resulta imediatamente que d é uma distancia sobre
E e é ébvio que é invariante para as translac¢bes. Resta entdo ver
que a topologia definida por d é idéntica a topologia de E. Para isso
basta provar que uma rede z; — a em E(d) sse 2; — a em E ou seja

d(zj,a) - 0 ¢é equivalente a Vn > 1, Pn(zi —a) = 0.
Como

(6) d(zj0) =Y 1 _Pa(z; —a)

2" 1+ pa(z; —a) ’

se d(z;,a) — 0, cada um dos termos da série (sendo < d(z;,a)) tende
para zero e isto implica p,(z; —a) — 0, Vn > 1. Inversamente,
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suponhamos que esta relagao se verifica. Dado 6 > 0, como a série
do segundo membro de (6) é majorada por }:-23; pode-se fixar um
inteiro m > 1 de modo que a soma dos termos de indice > m seja
majorada por §/2; assim

Dr “’J a) 6
.’1: , 4 < 4=,
’ 1<§;m 2" 14 pa(zj —a) 2

e como a soma do segundo membro tem um nimero finito de parcelas
— 0 ela fica < §/2 a partir de certo indice jy. ®

1.8 — Espacgos completos

A. Redes e filtros de Cauchy

Recordemos que num espago normado E(|| - ||) uma sucessdo z,,
diz-se uma sucessao de Cauchy se Y4 > 0 existe um inteiro ng tal
que m,n > ng = ||z, — z,|| < 6; esta definicdo pode pdr-se do
seguinte modo: para cada bola B[0,6] existe um inteiro ngy tal que
m,n > ng = T, — T, € B[0,6] e, é claro, em vez de bolas podemos
usar vizinhancas de zero quaisquer. E sob esta forma que vamos
generalizar esta nogao para os espacgos localmente convexos. Porém,
em vez de sucessoes convém considerar mais geralmente redes; o
formalismo é andlogo.

Seja E um espago localmente convexo. Uma rede (z;);cs em E
diz-se uma rede de Cauchy se para cada vizinhanga U de zero, existe
um indice jo € J tal que

£,7 2 5 = .’Cj—IIIgEU.

Se considerarmos a rede dupla (:cj —Zq) (G.)EeTxJT indiciadaem J x J
(a ordem em J x J é a ordem produto e em relagdo a ela J x J é
filtrante & direita como o é J), vé-se imediatamente que (z;) é rede
de Cauchy em E sse z; — x; — 0 em E.

Se p é uma seminorma sobre E, (z;) diz-se, naturalmente, uma
rede de Cauchy em relacio a pse V6§ > 0 dj € J tal que 5,£ > 5
= p(z; — x¢) < 6. E facil ver que:
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1.8.1 Teorema. Se S é um sistema de seminormas que define
a topologia de E, uma rede (z;) em E é de Cauchy sse é rede de
Cauchy relativamente a qualquer pc S. m

1.8.2 Teorema. Se F é um e.l.c. entio:

a) Toda a rede convergente em E é de Cauchy (a reciproca é
falsa);

b) Se z; é rede de Cauchy em E e tem um ponto aderente a,
i — a;

¢) Se x,, é sucessdo de Cauchy em E, z,, é limitada (é falso para
as redes em geral);

d) Toda a aplicagdo linear continua f de E num e.l.c. F trans-
forma qualquer rede z; de Cauchy em E numa rede f(z;) de
Cauchy em F.

Dem.: a) Se z; — a em E, tomando uma vizinhanca U de zero
absolutamente convexa, existe j, € J tal que T; —a € 1U para
J > J0. Entao se],é 2 Jos T — Te = (x; —a) — (z¢— a) € 1U+ 1U =
U. (Pode-se também demonstrar do seguinte modo: se z; — a,
T;— g — a—a=0).

b) Como z; é de Cauchy, dada uma vizinhanca U de zero abso-
lutamente convexa, tem-se a partir de certo j, € J, z; -z € 1U
e como a adere a (z;), pode-se supor que z, — a € 1U Assun,
xjma—(xj—ze)-k(xe—a)e1U+1U U.

c¢) Basta provar que, para qualquer seminorma p continua em
E, p(x,) é limitada. Ora tomando um ntmero § > 0, existe um
inteiro ng tal que para n > ng, p(z, — Tn,) < 6 €, portanto, p(z,) <
p(zn,) + 6. Assim, os termos p(z,) tais que n > ny formam um
conjunto limitado e os restantes s3o em nimero finito.

d) Basta ver que f(z;) — f(z¢) = f(z; — z;) — 0. u

Recordemos agora que a cada rede (z;);jes em E corresponde uma
base de filtro sobre E (a qual se diz associada i rede) e que é formada
pelos conjuntos X, = {z,: £ > j}, j € J; de acordo com a definicao
(z;) é rede de Cauchy sse para cada vizinhanga U de zero existe
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7o € J tal que
on -—on cU,

(note que X, — Xj, = {z¢—x;: £,5 2 50})-

A definicao posta desta maneira estende-se imediatamente aos
filtros: Um filtro (ou base de filtro) B sobre E diz-se de Cauchy se
para cada vizinhanca U de zero existe M € B tal que M — M C U.

A relacago M — M C U exprime-se dizendo que M é pequeno
da ordem de U. Assim, B é filiro de Cauchy sse contém conjuntos
pequenos da ordem de qualquer vizinhanga de zero.

Observagdes. 1. Do que precede resulta que (z;) é rede de
Cauchy sse a base de filtro associada é de Cauchy.

2. Seja B uma base de filtro sobre £. Ordenando B pela relagao
> (isto é, A < B significa A D B), B fica um conjunto filtrante a
direita. Se associarmos a cada 4 € B um ponto z4 € A, forma-se
uma rede (z4)aep que se diz extraida de B. E facil ver que se B é
base de filtro de Cauchy, toda a rede extraida de B é rede de Cauchy.

As propriedades relativas a redes de Cauchy estendem-se aos fil-
tros.

1.8.2 Teorema. Se E é um e.l.c. entao:

a) Todo o filtro convergente em E é filtro de Cauchy;

b) Se F é filtro de Cauchy em E e tem um ponto aderente a,
F — a;

¢) Toda a aplicagdo linear continua de E num e.l.c. F' transforma
qualquer base de filtro de Cauchy em E numa base de filtro de
Cauchy em F. &

A demonstragio é um exercicio simples que deixamos ao leitor.

B. Espacos completos

Um conjunto X num el.c. E diz-se completo se toda a rede de
Cauchy (z;) de pontos de X converge para um ponto de X. Em
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particular, E é completo sse toda a rede de Cauchy de pontos de E
‘converge em E. A nogao de conjunto completo pode por-se por meio
de filtros.

1.8.3 Teorema. Se E é um e.l.c., para qualquer X C E sao
equivalentes:

a) X é completo;

b) Toda a base B de filtro de Cauchy sobre X converge para um
ponto de X.

Dem.: E imediato que b)=>a). Vejamos que a)=>b). Suponha-
“mos entao que X é completo e seja B uma base de filtro de Cauchy
sobre X. Considere-se uma rede (z4)scs extraida de B (Obs. 2 de B),
(z4) é rede de Cauchy e converge portanto para um ponto zo € X.
Vamos ver que o ponto zp adere a B o que termina a demonstragao
em virtude de 1.8.2 b). Ora dado um conjunto qualquer M € B, a
sub-rede formada pelos £, tais que A C M converge para Tp € como
é formada de pontos de M, =, adere a M. =

1.8.4 Teorema.

a) Todo o subconjunto fechado X de um e.l.c. E completo é com-
pleto;

b) Num e.l.c. separado E todo o subconjunto completo X de E é
fechado;

c¢) Todo o produto E = I[, E, de espacos localmente convexos
completos é completo;

d) Todo o espago F isomorfo a um espago localmente convexo E
completo é completo.

Dem.: a) Se (z;) é uma rede de Cauchy de pontos de X, z;
converge para um ponto a € E, mas como X é fechado, a € X.

b) Seja (x;) uma rede de pontos de X convergente para um ponto
a € E; z; é rede de Cauchy e converge, portanto, para um ponto
b € X, visto que X é completo. Mas como E é separado a = b, o
que prova que X é fechado.
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c) Se (x;) é rede de Cauchy em E, para cada indice a, pr,(z;) é
rede de Cauchy em E; e converge, portanto, para um ponto y, € E,.
Assim (z;) — y = (y.) € E.

d) Seja ¢ um isomorfismo de E sobre F. Tomando uma rede de
Cauchy (y;) em F, z; = ¢ '(y;) é rede de Cauchy em E. Entao
z; +zem Eey; = p(z;) >y=p(z)em F.u

Tem-se o seguinte resultado mais geral que d) e que se prova de
modo anédlogo: se E e F sao espacos localmente convexos e ¢ um
isomorfismo de E sobre F, para qualquer X C E completo, p(X) é
completo em F. Isto, no entanto, é falso se ¢ é uma aplicacao linear
continua £ — F qualquer.

C. Espacos semicompletos

Um conjunto X num espago localmente convexo E (em particular
X = E) diz-se semicompleto ou sequencialmente completo se toda a
sucessio de Cauchy (z,) de pontos de X converge para um ponto de
X. Se X é completo é semicompleto, como é ébvio; a reciproca é em
geral falsa, mas verifica-se no caso em que E tem um sistema fun-
damental de vizinhancas de zero numerével, como se vé no teorema
seguinte.

1.8.5 Teorema. Se E é um espaco localmente convexo com um
sistema fundamental de vizinhancgas de zero numerdvel, para qual-
quer X C E sao equivalentes:

a) X é completo;
b) X é semicompleto.
Dem.: Basta provar que b)=>a). Em virtude da hipétese pode-

-se determinar em FE uma sucessao decrescente de vizinhangas de
zero absolutamente convexas

Vio...oVeD ..,

constituindo um sistema fundamental Como X é semicompleto,
qualquer sucessao de Cauchy de pontos de X converge em X, vamos
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ver que isto implica que toda a base de filtro B de Cauchy sobre
X converge também para um ponto de X. A cada inteiro n € N,
corresponde um conjunto B, € B tal que B, — B, C %Vn e existe,
portanto, uma sucessao z, de pontos de X tal que z,, € B,, Vn €
N;. Vamos ver que (z,) é sucessao de Cauchy. Com efeito, dada
uma vizinhanca V, e n,m > p, tome-se um ponto y na intersecgao
B, N B,, N B, que nao é vazia, visto B ser base de filtro). Tem-se
entao

Ty~ Zm = (Zn —Y) + (Y — ) € (Bn — Bn) + (Bm — Bn)

1 1
C EVn'f‘EVm C Vp,

o que prova que (z,) é de Cauchy. Assim z, — a € X. Vamos ver
que também B — a o que terminard a demonstracdo. Ora dado V),
existe n > p tal que z, —a € %Vp; entao, se y € B,,

1

1
2Vn+5Vp cV,,

1
y—a=(y—z,)+(zn—a) € (Bn_Bn)'*'EVp C

o que mostra que B,, C a + V, e que, portanto, B — a.n
O teorema anterior generaliza-se do seguinte modo:

1.8.5' Teorema. Seja J um conjunto ordenado filtrante & direi-
ta. Se um espaco localmente convexo E tem um sistema fundamental
de vizinhancgas de zero (V;);ey, indiciado em J, decrescente, isto é,
J < €=V, CV; entao para qualquer X C E sdo equivalentes:

a) X é completo;
b) Toda a rede de Cauchy (z;);c; de pontos de X converge em
X.u

A demonstragao é a mesma que a de 1.8.5; basta substituir N,
por J.

Observacdes: 1. Pode-se exprimir a condi¢do b) dizendo que
X é J-completo; assim ser sequencialmente completo é o mesmo que
ser Nj-completo.
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2. Para todo o espacgo localmente convexo E pode-se fixar uimn
conjunto J nas condicbes de 1.8.5'. Se V é um sistema fundamental
de vizinhancas de zero em F pode-se tomar J = V ordenado pela
relagdo D e para aplicagdo j — V; a identidade. Vé-se assim que,
para um espago localmente convexo ser completo, basta que sejam
convergentes as redes de Cauchy indiciadas num sistema fundamental
de vizinhangas de zero.

De 1.8.5 resulta:

Corolaric. Num e.l.c. metrizdvel um conjunto X é completo sse
toda a sucessao de Cauchy (z,) de pontos de X converge em X. u

Em particular, um espago normado E é completo sse toda a
sucessao de Cauchy é convergente. :

O espago K" (n inteiro > 0) é completo; K é completo como
se sabe e K" é o produto de n espagos idénticos a K. Daqui re-
sulta também que qualquer e.v.t. F separado de dimensao finita é
completo, pois é isomorfo a K".

Se E é um e.l.c. metrizdvel e d uma distdncia sobre E invariante
com as translac¢oes que define a sua topologia, é facil ver que as
sucessoes de Cauchy em FE s&o as mesmas que as que sao dadas
pela distancia d, isto é, (z,) é sucessao de Cauchy em E sse Vp > 0
dp € N tal que m,n > p = d(zmn, z,) < p. Assim, um conjunto X C
E é completo sse é completo como espago métrico com a disténcia
induzida por d.

D. Extensio de aplicagdes lineares continuas:

Uma questao que surge frequentemente em Andlise é a seguinte:
sao dados dois espagos localmente convexos E, F e uma aplicacao
linear continua f de um subespago H de E em F e procura-se saber
se existe uma aplicacao linear continua g: E — F que prolonga f
ou seja tal que f(z) = g(z), Vz € H.

O problema pode néo ter solucao e sendo possivel pode admitir
mais do que uma solugdo. Tem-se, no entanto, o resultado seguinte:
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1.8.6 Teorema. Se H é denso em E, isto é, H = E e F ¢
completo e separado, toda a aplicagdo linear continua f: H — F
prolonga-se numa tnica aplicagdo linear continuag: E — F.

Dem.: A unicidade da extensao de f resulta do seguinte principio
geral(*): se duas aplicagbes continuas g;,¢,: E — F coincidem numa
parte densa H de E elas coincidem em todo o espago E. Na verdade,
como H = E, para cada z € E existe em H uma rede (z;) — z e
como g;(z) = g2(z), VJj, tem-se, passando ao limite e atendendo a
que F é separado, ¢:(z) = ga2(x).

Para provar que g existe, vamos usar a hipétese de F ser completo.

Considere-se um sistema fundamental de vizinhangas de zero em
E, (V;)jes, com J ordenado filtrante e Vy C V; se j < £ (como em
1.8.5').

Para cada z € E, hé uma rede (z;);c; em H que converge para x
(basta tomar cada z; na intersecgao (v+V;)NH que ndo é vazia); tal
rede produz uma rede de Cauchy f(z;) em F, convergente visto que
F é completo; o lim f(z;) depende s6 de z, pois tomando outra rede
(z;) em H convergente para z, =; — x; — 0, portanto f(zi)~f(=5)—0
e lim f(z;) = lim f(z}) (visto F ser separado). Assim pode-se definir
uma aplica¢ido ¢: E — F pondo

g(z) = lim f(z;), VzeFE,

e é 6bvio que g(z) = f(z), quando = € H. Resta entdo provar que g
é linear e continua.

A linearidade é imediata: se a,8 € K e z,y € E, tornando em
H redes (z;);es — = e (y;j)jes — ¥, das relagdes f(az; + fy;) =
o f(z;) + B f(y;) vem, passando ao limite, g(az + By) = ag(z) +
B g(y). Para ver que g é continua, tome-se uma seminorma g sobre E,
continua; como f é linear continua, de 1.4.1 d) resulta que existem
uma seminorma continua p sobre £ e um nimero p > O tais que
qlf(z)] < pp(z), Yz € H; mas esta relagao estende-se a E, pois se
z € E, tomando em H uma rede (z,)jes — . tem-se ¢{f(z;)] <
pp(z;), Vj € J, e passando ao limite vem g{g(z)] < pp(z). »

(') E vilido para espagos topolégicos quaisquer E, F, com F separado e cha
mna-se, por veses, principio de prolongamento por continuidade das identidades.
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Tomando F = K no teorema anterior, obtém-se o seguinte coro-
lario:

Corolario 1. Se E é um e.l.c. e H é um subespago denso em E,
toda a forma linear continua sobre H prolonga-se numa tnica forma
linear continua sobre E. »

Outra consequéncia importante é a seguinte:

Corolério 2. Se E, E' sio e.l.c. completos e separados e H, H'
subespacos de E e E' tais que H = E e H' = E', todo o isomorfismo
f: H — H' prolonga-se num tnico isomorfismo g: E — E'.

De modo mais abreviado, dois espagos localmente convexos com-
pletos e separados com subespagos densos isomorfos sao isomorfos.

Dem.: f tem um prolongamento linear continuo g: E — E'e
o isomorfismo inverso f': H' — H tem também um prolongamentc
linear continuo ¢': E' — E. Das relagdes f'of =idH e fof =id H'
vem, atendendo a que id H e id H' se prolongam em id E' e id E',
¢g'og=IidE e gog' = id E', o que prova que g e ¢' sdo isomorfismos
inversos um do outro. m

Tem-se um resultado analogo ao do corolério 1 de 1.8.6 para semi-
normas:

1.8.7 Teorema. Se E é um e.l.c. e H é um subespago denso
em E, toda a seminorma continua p sobre H estende-se numa tnica
seminorma continua sobre E. n

A demonstragio é andloga a de 1.8.6 e fica como exercicio.
Deste teorema resulta o seguinte corolario:

Coroldrio. Se H é um subespago denso num e.l.c. E e B é um
sistema fundamental de vizinhangas de zero em H, as aderéncias U
dos conjuntos U € B constituem um sistema fundamental de vizi-
nhancas de zero em E. o

Dem.: Como toda a vizinhanga fechada de zero em E contém
ama, vizinhanca U € B e portanto U, basta provar que para qualquer
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U € B, U é vizinhanca de zero em E. Sem perda de generalidade,
pode-se supor que U é absolutamente convexa. Seja py a fungao de
Minkowski de U {(em H). Em virtude de 1.8.7, py prolonga-se numa
seminorma continua Py sobre E. Vamos ver que U D By (0,1) e
portanto que U é vizinhanga de zero em E. Com efeito, se Py(z) < 1,
existe uma rede (z;) em H tal que z; — z e py(z;) < 1, Vj; assim.

os pontos z; € U e como U é fechado também z € U. »

E. Completacao de espacos localmente convexos

Seja E um espago localmente convexo e separado; chama-se com-
pletado de E a qualquer espago localmente convexo completo e se-
parado F tal que E é subespaco de F'(!), denso em F. Do corolario
2 de 1.8.6 resulta:

1.8.9 Teorema. Dois completados de um e.l.c. separado E sao
isomorfos; mais precisamente, se Fy e Fy sao completados de E, existe
um isomorfismo ¢ : F, — F; que conserva os elementos de E, isto é,
plr) =z,Vz € E.n

1.8.10 Teorema. Todo o espago localmente convexo separado
E tem um completado E (que em virtude de 1.8.9 é definido a menos
de um isomorfismo). »

1.9 - Limites projectivos e indutivos de espacos localmente
€convexos

Antes de entrar propriamente no assunto deste nimero, vamos es-
tudar dois processos de definir topologias localmente convexas sobre
um espago vectorial £. O primeiro é dado pelo teorema seguinte:

1.9.1 Teorema. Seja {9, : E — E,}aca uma famfilia de
aplicacoes lineares de E em espagos localmente convexos E,. Existe
entao, no conjunto das topologias sobre E (localmente convexas ou

(') Subentende-se que a topologia de E é induzida pela de F.
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nao) que tornam as aplicagoes g, continuas uma topologia 7 menos
fina que as outras. Esta topologia é localmente convexa e tem um
sistema fundamental de vizinhancas de zero constituido pelos con-
juntos da forma

(1) M g2 (Va)

a€EH

em que H é parte finita de A eV, é vizinhanca de zero absolutamente
convexa no espaco E,.

Dem.: Vé-se imediatamente, tendo em conta 1.2.2, que os con-
juntos da forma (1) constituem um sistema fundamental de vizi-
nhancas de zero para uma topologia localmente convexa 7 sobre E e
é também imediato que tomando em F esta topologia as aplicagoes
g ficam continuas. Resta entao ver que se uma topologia ¢ so-
bre E torna as g, continuas, ¢ é mais fina que 7. Para isso basta
provar que se uma rede z; — z em E(0), também z; — z em
E(r). Considere-se uma vizinhanga de zero em E(r) com a forma
(1), W = Naen 95" (V,). Paracada a € H, g,(z;) — gol(z) em E, e,
portanto, g,(z; —z) — 0, visto que g, é linear: como H é finitc pode-
-se fixar um indice jo tal que para 7 > joe Vo € H, go(z; — 2} € Vg,
mas isto é equivalente a z; — z € W, o que prova que z; — = em

E(r).n

A topologia 7 assim definida chama-se topologia inicial(!) do sis-
tema {Eq4,¢,} ou, mais abreviadamente, das aplicagdes ¢g,. Ela tem
as propriedades seguintes, cuja demonstragao é um exercicio simples:

1.9.2 Teorema.
a) Uma rede z; — 0 em E(7) sse go(z;) — 0 em cada E,;

b) Uma aplica¢do f de um espago topoldgico F' em E(r) é conti-
nua sse todas as aplicacbes g, 0 f: F — E, sao continuas. a

(*) De um modo geral, dado um conjunto E e uma familia {g,: E — E,}
de aplicacGes de E em espagos topolégicos E,, chama-se topologia inicial das
aplicagdes g, & menos fina das topologias sobre £ gue tornam as g, continuas.
Tal topologia existe sempre; tem uma base de abertos formada pelos g * (U, ), em
que U, é aberto em E,, e suas intersecgoes finitas.



44 ESPACOS LOCALMENTE CONVEXOS

Exemplos: 1. A topologia de um produto E = [], E, de espagos
localmente convexos é a topologia inicial das projeccoes E — E,,.

2. Se {Ta}taca é uma familia de topologias localmente convexas
sobre um espago vectorial E, o seu limite superior, ou seja, a menos
fina das topologias sobre E mais finas que as 7,, é a topologia ini-
cial das aplicagoes identidade E — E(7,) e é, portanto, localmente
convexa.

Se E é um espago localmente convexo e S é um sistema de semi-
normas que define a sua topologia, esta é o limite superior das topolo-
gias definidas pelas seminormas p € S.

O segundo processo é dual do anterior e é dado pelo teorema
seguinte.

1.9.3 Teorema. Seja {ho: Eq — E}aca uma familia de apli-
cacoes lineares de espagos localmente convexos E, em E. Existe
entiao no conjunto das topologias localmente convexas sobre E que
tornam as aplicacbes h,, continuas uma topologia ' mais fina que as
outras. O conjunto B das partes U de IV absolutamente convexas e
absorventes tais que h;*(U) é vizinhanga de zero em E,, Va € A, é
um sistema fundamental de vizinhancas de zero para 7'.

Dem.: Vé-se imediatamente que B verifica as condigoes de 1.2.2
e é, portanto, um sistema fundamental de vizinhangas de zero para
uma topologia localmente convexa 7' sobre E. Por outro lado é fécil
ver que uma topologia localmente convexa o sobre E torna as hq
continuas sse toda a vizinhanc¢a de zero absolutamente convexa para
o pertence a B. ®

A topologia 7' definida pelo teorema anterior chama-se topologia
localmente convexa final do sistema {F,, ho} ou das aplicagoes h,.

Observacdo: Ao contrario do que sucede com a topologia ini-
cial a topologia localmente convexa final das aplicagoes h, nao é,
em geral, a mais fina das topologias (localmente convexas ou nao)
que tornam as h, continuas; tal topologia existe sempre e chama-se
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topologia final das aplicacoes h,(!). Por exemplo, a topologia final
da aplicacdo nula de um espaco localmente convexo F' num espago
vectorial E # 0 é a topologia discreta que nido é localmente convexa.

Exemplos: 3. Se E é um e.l.c. e H é um subespago de E, a
topologia quociente em F/H é a topologia localmente convexa final
da aplicagao canénica j: E — E/H; excepcionalmente, neste caso,
esta topologia é também a topologia final de j.

4. Toda a familia {7,} de topologias localmente convexas sobre
um espago vectorial E tem um limite inferior 7' no conjunto de todas
as topologias localmente convexas sobre E e um limite inferior 7" no
conjunto de todas as topologias sobre F; 7' é a topologia localmente
convexa final das aplicagdes identidade E(7,) — E e 7" a topologia
final destas aplicagoes. Em geral 7' # 7.

1.9.4 Teorema. Seja ' a topologia localmente convexa final
de uma familia de aplicac¢des lineares {hy: E, — E}qca de espagos
localmente convexos E, num espago vectorial E. Entao:

a) Uma aplicagdo linear f de E(r') num espago localmente con-
vexo F é continua sseVa € A, fohy: E, — F é continua.

b) Uma seminorma p sobre E é continua para 7' sse Vo € A,
p o h, é uma seminorma continua sobre E,. a

A demonstragdo é um exercicio simples que fica ao cuidado do
leitor.

Note-se que 1.9.4 a) é dual de 1.9.2 b) mas na categoria dos
espagos localmente convexos. A dual deste Gltimo para os espagos
topolégicos é valida mas para a topologia final " das g,.

A. Limites projectivos

Considere-se um conjunto parcialmente ordenado A filtrante a
direita (a,8 € A = 37 € A, a < v e f# < ) e suponhamos que

(!) Os conjuntos abertos para a topologia final das h, sio os {1 C E tais que
h,'(02) é abertc em E,. va € A.
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a cada a € A corresponde um espaco localmente convexo E, e &
cada par o, € A tal que a < 8 corresponde uma aplicacao lineas
continua gop: Eg — E, de modo que se verificam as condigoes:

1) goa = dE,,Va € A;
2) gay = ap © 9py, Para quaisquer a < § < vy em A.

Diz-se entao que os espagos E, constituem um espectro projectivo
em relagao as aplicacGes g5 0 qual se notard {Ey,, g.p}a-

Considere-se o produto S = [ ¢4 Fq; 0s elementos £ = (24)aca
de S que verificam a condigao

(1) Ta = gap(Ts) 0u  Pra(z) = gap(prs(z))

para quaisquer o <  em A, constituem um subespago vectorial F de
S; E com a topologia induzida pela de S (ou seja pela topologia pro-
duto dos E,) chama-se limite projectivo dos espagos E, em relagao as

aplicagdes g,p e representa-se por imua{Fy,gap} ou s6 lima{Ey} ().

Para cada o € A, a restri¢do a E = lim E, da projecgao pr,: S — E,
representa-se por go; de (1) resulta imediatamente que se tem, para
quaisquer a < f em F,

(2) 9o = Gap © 95

ou seja, os diagramas

sao comutativos.
Da definigao resulta imediatamente que a topologia do limite pro-

jectivo E = lim E, é a topologia inicial das projec¢des g,: E — E,.

(*) Pode-se também nio indicar o conjunto dos indices A desde que niio haja
risco de confusao.
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De 1.9.2 resulta:

1.0.5 Teorema. Uma aplicacio f de um espaco topolégico F

no limite projective E = lim E, é continua sse todas as aplicacoes
goo f: F — E,, a € A, sao continuas. s

1.9.6 Teorema. Se os espacos E, sao separados, o limite projec-

tivo E = lim E, é separado e é fechado no espago produto S =[], E,.

Dem.: A separaciao de F é ébvia. Vejamos que é fechado em
S. Seja ' = () uma rede em E convergente para um ponto z =
(z,) € S. Para quaisquer o < § em A, tem-se 27, = gap(z3) € como
as gap sao continuas e os E, separados vem, passando ao limite,
Ty = gop(Tp) 0 que prova que z € E. 8

Corolédrio. Se os espagos E, sio separados e completos, o limite

projectivo E = lim E, é também separado e completo. m
Pois, neste caso, S é completo e E é fechado em 5.

Caracterizacdo axiomatica. Seja {Eq4,dqsp}4 um espectro pro-
jectivo de espagos localmente convexos; se F' é um espago localmente
convexo, uma familia de aplicagdes {fo: F — FE,}aca diz-se com-
pativel (ou que comuta) com as gup se fo = gop © fp, Para quaisquer
o < B em A, ou seja se os diagramas seguintes sdo comutativos:

fo

E

(2) fﬁ

E,

gaﬁ
Ep
Por exemplo, as projeccdes g, : E — E, formam uma familia

nestas condigoes.

1.9.7 Teorema.

a) O limite projectivo E = lim{ E4,gop} tem a seguinte pro-
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priedade universal:

(U) Para qualquer e.l.c. F e qualquer familia de aplica¢ées linea-
res continuas {f,: F — E,}aca compativel com as g,5 existe
uma aplicacao linear continua f: F — FE e uma s6 tal que
os diagramas seguintes sao comutativos

g Je

f

E,

Jo
E

ou seja f, = g0 f, Va € A.

b) Se um e.l.c. E munido de aplicacoes lineares continuas @, :
E — Ea, o € A, compativeis com as ¢qp, verifica a propriedade (U)
(com E em vez de E e §, em vez de ga) E é isomorfo a E, mais
precisamente, existe um isomorfismo x: E — E tal que go © X = §a,
Vo€ A. n

A demonstragao nao oferece dificuldade e fica como exercicio. A
propriedade b) mostra que o limite projectivo im{E,, g,5} € ca-
racterizado a menos de um isomorfismo pela propriedade universal
(U). Isto permite dar uma defini¢do axiomética do limite projectivo

lim{E,,g,s} como sendo um espago localmente convexo E munido
de aplicagdes lineares continuas ¢g,: F — F, que comutam com as
aplicagbes g,5 e que verifica a propriedade universal (U). Com tal
definicao um espectro projectivo {E,,gsp} tem uma infinidade de
limites projectivos isomorfos entre si; o que definimos é um mode-
lo desta axiomaética bastante cémodo pela maneira como esté rela-
cionado com o produto dos espagos E,,.

Espectros equivalentes. Considere-se um espectro projectivo
{Ea,9ap}a em que o conjunto A é ordenado e filtrante & direita como
sempre temos suposto. Seja B C A cofinal com A, isto é, Va € A,
3B € B tal que o < f; B com a ordem induzida por A é também
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filtrante & direita e pode-se portanto definir a restri¢ao do espectro
a B, {E,, 94} (0s indices o e B neste espectro variam s6 em B).
Tem-se:

1.9.8 Teorema. Se B C A é cofinal com A, os limites projectivos
E =limu{E,} e E' = limg{E,} sdo isomorfos.

Dem.: Designemos por g, a projeccao F — E,, o € A, e por
g;, a projeccao E' — E,, o € B. Como as g, comutam com as gag
existe uma aplicagao linear continua e uma sé, §: E — E’, tal que
g, 00 = go, Va € B (Teorema 1.9.7, propriedade (U)); isto equivale a
associar a cada familia (z,)aca em E, a restrigdo (z4)qcp. Notemos
agora que os ¢/, estao definidos s6 para os a € B, mas podemos defini-
-los para qualquer o € A4, pondo g}, = gqp gp, sendo § um elemento
de B tal que § > «; é facil ver que ¢!, ndo depende do elemento 8
escolhido. Claro que os g, comutam com 0s g,s € novamente pela
propriedade (U) de 1.9.7 existe uma tnica aplicacdo linear continua
n: E' — F tal que g, 0n = ¢, Yoo € A. Agora é ficil provar que
fon=idE' eno®=id E, o que prova que 7 e  sao isomorfismos
inversos um do outro. =

Exprime-se esta propriedade dizendo que os espectros {Eqa, gas}a
e {E,4,9ap}B 880 equivalentes.

Exemplos: 1. Considere-se o conjunto C dos compactos de
R ordenado por inclusdo; C é filtrante a direita. Para cada com-
pacto K de R designemos por C(K) o espago das fung¢des complexas
continuas em K com a norma || f||x = sup,cx |f(z)]; C(K) com esta
norma é um espago de Banach. Para cada par de compactos K C K'
de R, considere-se a aplicagdo pgg : C(K') — C(K) que associa
a cada f € C(K') a sua restricdo f | K a K. Estas aplicagoes sao
lineares e continuas, pois que se tem ||pxx:(f)||x < ||f||lx, K C K'
e f € C(K'). K f4cil ver que os espagos C (K) formam um espec-
tro projectivo em relagdo 3s restrigdes pxx:. O limite projectivo
deste espectro é constituido pelas familias (fx)xec tais que fx =
exr(fr) = fryx, para quaisquer compactos K C K', e podem-se
identificar de modo ébvio com as fungdes continuas f: R — C
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Tem-se assim C(R) = lim¢; C(K), tomando em C(R) a topologia do
limite projectivo. Verifica-se facilmente que esta topologia é definida
pelas seminormas px(f) = sup,ck |f(z)|; uma rede f; — O sse f;
converge para zero uniformemente sobre cada compacto de R. Por
isso se chama a esta topologia a topologia da convergéncia uniforme
nos compactos ou, mais abreviadamente, topologia da convergéncia
compacta. Como os espagos C(K) sdo separados e completos segue-
-se que C(R) com a topologia da convergéncia compacta é também
separado e completo. Notemos agora que os intervalos compactos
de R formam um sistema cofinal em C e que portanto C(R) com a
topologia da convergéncia compacta se exprime também como limite
projectivo dos espagos C(I), I intervalo compacto de R, em relagdo
as restricoes. Pode-se ainda tomar outros espectros equivalentes,
como por exemplo o que é indiciado sobre os intervalos [—n,n], n
inteiro > 0. Deixamos como exercicio o estudo de exemplos anélogos
em que em vez de R se considera o espaco R” ou um espaco local-
mente compacto qualquer.

2. Limites projectivos canénicos. Um espectro projectivo de
espagos localmente convexos {E,, gog}s diz-se candnico se para quais-
quer & < # em A, Eg é subespago vectorial de E, e gop: Eg — E,
é a aplicagéo de inclusdo gos(z) = z. No entanto nao se exige que a
topologia de Fj seja a induzida pela de E,; ela é mais fina em geral.

Neste caso, cada elemento (z,) do limite projectivo E = lim E, tem
as coordenadas todas iguais, pois quaisquer que sejam o, € A,
existe v € A tal que a < v e f < v e portanto =, = g, {(z,) =z, €
Tg = gp,(z4) = z,. Assim E como espago vectorial pode ser identi-
ficado com a interseccao de todos os espagos E,;

E=1mE, = () E,;
a€A

a topologia é o limite superior das topologias induzidas pelos E,.
Note-se ainda que se a topologia de cada um dos espagos E, é definida
por uma seminorma p,, a topologia de E é definida pelas restrigoes
destas seminormas a F.

Em particular, todo o espago localmente convexo E(7) é limite
projectivo candénico dos espagos (E(7p))pcs em que S € um sistema
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de seminormas filtrante que defina 7 e, paracadap € 5, 7, é a
topologia definida por p.

3. Seja I = [a,b], a < b, um intervalo compacto de R e considere-
-se a sucessao de espagos

cy=c(I)>Cc{I)>..oC™I)D...,
em que C™(I) é o espago das fungdes de classe C™ em I com a norma

I£II™ = max{sup|f(z)], ..., sup | D™ f(z)|} -
z€l ze]

Verifica-se facilmente que estes espagos formam um espectro projec-
tivo canénico; o limite projectivo é o espago C®(I) = Nyen C™(I)
formado pelas fungdes indefinidamente diferencidveis em I, com a
topologia 7 definida pelas normas || f||™ (restringidas, claro, a C°(I)).
Note-se que esta topologia é definida também pelas seminormas
sup.cr |[D™f(z)], m € N, e que portanto uma rede f; — 0 na topolo-
gia 7 sse todas as derivadas D™ f; — 0 uniformemente sobre I. Por
isso se diz também que 7 é a topologia da convergéncia uniforme
em cada derivada. Prova-se facilmente que os espagos C™(I) com
as normas || f||™ sdo espagos de Banach e, portanto, que C*(I)(r) é
completo. E além disso metrizdvel, mas, como se verd adiante, nao
é normavel.

B. Limites indutivos

Suponhamos agora que a cada elemento o de um conjunto A
parcialmente ordenado filtrante & direita estd associado um espago
localmente convexo E, e a cada par o < § de elementos de A estd
associada uma aplicagao linear continua g.5: E, — Eg de modo que
se tem.:

1) goo = id E,, Va € A;
2) Gay = Gpy © Gaps e @ < B < .

Diz-se entao que os espagos E, constituem um espectro indutivo em
relacao s aplicacGes g, e representa-se por {E,,gas}a (como se
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vé, a nogao difere da de espectro projectivo somente no sentido das
aplicagGes).

Considere-se o conjunto S formado pelos pares (z, o) tais que o €
A e z € E,; neste conjunto defina-se uma relagio de equivaléncia do
seguinte modo: (z,a) ~ (y,08) sse v > a, B tal que goy(z) = gp(¥)-
Seja E o conjunto das classes de equivaléncia ou seja o quociente
S/ ~; para cada a € A, defina-se uma aplicagéo g, : E, — E
associando a cada z € E, a classe [z, o do par (z, a):

go(z) = [z, 0] .

Pode-se dizer de um modo um tanto sugestivo que se obtém E
identificando os elementos dos diferentes espagos E, com as suas
imagens pelas aplicagdes gqp.

As aplicagbes g, comutam com as aplicagdes g,4, isto é, tem-se
para a < § em A:

(1) . Ja = 98 ©Gap »

ou seja, os diagramas

sao comutativos.

Existe em E uma estrutura de espago vectorial e uma sé que torna
as aplicagoes g, : E, — FE lineares; a adicao e a multiplica¢ao por
escalares sao definidas do seguinte modo: se ¢,n € E, existem a € 4,
z,y € E, tais que ¢ = [z,0] = ga(x), n = [y, 0] = ga(y) e tem-se,
entdo, £+n = [z+y,a], A€ = [Az,a], A € K. E um exercicio simples
verificar que as operagdes assim definidas ndo dependem dos pares
escolhidos ¢ definem uma estrutura vectorial sobre E que, como é
6bvio, é a tnica que torna as aplicacdes g, lineares.

O espago vectorial E assim definido, munido da topologia local-
mente convexa final das aplicagdes go: E, — E, chama-se o limite
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indutivo dos espagos F, em relagao as aplicagoes g,g; representa-se
por lima{Eq4, gas} ou 86 limy E,.

Do que vimos sobre topologias localmente convexas finais resulta:

1.9.10 Teorema.

a) Obtém-se um sistema fundamental de vizinhangas de zero no

limite indutivo E = lim E, tomando os conjuntos U C E
absolutamente convexos e absorventes tais que Vo € A a ima-
gem inversa g (U) é vizinhanga de zero em E,.

b) Uma aplicacdo linear f de E num espago localmente convexo
F é continua sse todas as aplicagées f o g, : E, — F sdo
continuas. n

A propriedade b) é, de certo modo, dual de 1.9.5; tém-se as
seguintes propriedades andlogas as de 1.9.7 e que se demonstram
do mesmo modo:

1.9.11 Teorema.

a) O limite indutivo E = lim{E,,g.s} tem a seguinte propriedade
universal:

(U) Para qualquer e.l.c. F e qualquer familia de aplicagoes li-
neares continuas {fy : Eo — F}sca que comuta(*)com as
aplicagdes g,p, existe uma aplicagdo linear continua f: E — F
e uma 56 tal que os diagramas seguintes sao comutativos

(*) A compatibilidade ou comutagio de { f,} com as aplicagbes gop exprime-se
do mesmo modo que nos espectros projectivos mas invertendo o sentido das setas:

Ey ™ ,_ig_,__, F

Gap
o

Ep
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9o

E, E

fa

ouseja fo, = fog,, Va € A.

b) Se um e.l.c. E munido de aplicagoes lineares continuas ga :
E, — E o € A, compativeis com as g,g, verifica a propriedade U, E
é isomorfo a E; mais precisamente existe um isomorfismo x: E — E
tal que X 0 gy = Gu, VO E A. B

Tal como acontece com os hmltes projectivos, a proprledade b)

mostra que o limite indutivo llm{Ea,gap} é caracterizado a menos
de um isomorfismo pela propriedade universal (U). Isto permite dar

uma definigao axiomdtica de lim{E,, g,5} como sendo um espago lo-
calmente convexo F munido de uma familia de aplicacdes lineares
continuas g, : E, — E compativel com as g,s e que verifica a pro-
priedade universal (U). Com esta definigdo, um espectro indutivo
tem uma infinidade de limites indutivos isomorfos entre si; o que
definimos é um dos modelos possiveis.

O teorema 1.9.8 tem também um correspondente para os limites
indutivos:

1.9.12 Teorema. Se B C A é cofinal com A, os limites indutivos
lims{E,} e limp{E,} sdo isomorfos.

A demonstragao é anédloga e fica como exercicio.

Convém notar que o coroldrio de 1.9.6 nao se verifica para os
limites indutivos; um limite indutivo de espagos separados pode néo
ser separado bem como um limite indutivo de espagos completos
pode nao ser completo.

Tal como para os espectros projectivos, um espectro indutivo
{E4,94p} de espagos localmente convexos diz-se candnico se para
quaisquer a < em A, E, é subespago vectorial de Ejs e gos: E,— Ep
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é a aplicacao de inclusao g,4(z) = z, Vz € E,. A topologia de cada
E, é mais fina que a induzida pelos Ej, § > «; se for igual diz-se que
o espectro indutivo é estrito (assim, neste caso, cada E, é subespago
vectorial e topolégico de qualquer Eg, tal que 8 > a).

Se {E4, gap} é um espectro indutivo canénico, a relagao de equiva-
léncia que define o limite indutivo E tem a seguinte particularidade:
(z,0) ~ (y,0) sse z = y (de facto (x,) ~ (y,) se existe v > o, 3
tal que go4(z) = gg,(y), mas isto é o mesmo que z = y). Assim,
cada elemento (classe de equivaléncia) ¢ € E pode ser identificado
com um elemento de um espaco E, e portanto pode-se considerar E
como sendo a reuniao destes espagos:

Com esta identificacao é ébvio que as aplicacoes g,: F, — F sao as
inclusées E, — E, ou seja, g,(z) =z, Vz € E,.

Em resumo, dar um espectro indutivo canénico de espacos lo-
calmente convexos indiciado em A é o mesmo que dar uma famflia
{E4}aca de subespagos vectoriais de um espago vectorial E, sendo
cada um dos espagos E, munido de uma topologia 7, de modo que:

1) E=U, E,;

2) Sea < B, E, C Ej4 e a topologia 7, é mais fina que a induzida
por 75 em E,; se for igual o espectro é estrito.

O limite indutivo lim E, é entao o espaco E com a topologia
localmente convexa 7 mais fina que induz em cada E, uma topologia
menos fina que 7,, e tem-se como consequéncia de 1.9.10:

1.9.10' Teorema.

a) Os conjuntos U C E absolutamente convexos e absorventes
tais que U N E, é vizinhanga de zero para 7, Va € A, formam
um sistema fundamental de vizinhangas de zero em E(r).

b) Uma aplicagio linear f de E(r) num espago localmente con-
vexo F é continua sse as suas restri¢cées f | E, sao contfnuas
para as topologias 7,. ®
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Convém notar que mesmo que o espectro seja estrito a topologia
induzida em cada E, pela topologia v do limite indutivo pode nao
ser igual a 7,. Por outras palavras, mesmo que cada E,(7,) seja
subespago vectorial e topolégico de Eg(75), a < B, ele pode nao ser
subespaco topolégico de E(7).

No caso em que A = N (com a ordem usual) o espectro é definido
pPoOr uma sucessao crescente

E,Cc..CcE,C ..

de subespagos vectoriais de E com reuniao igual a E e cada um deles
com uma topologia localmente convexa mais fina que a induzida pelo
seguinte, etc..

Exemplo: Considere-se um espago topolégico X e um compacto
K de X e seja A o conjunto das vizinhangas abertas de K ordenado
pela relacao D ou seja 1 < ' significa que {1 D 2. Este conjunto é
evidentemente filtrante a direita. Associemos a cada {1 € A o espago
C(9) das fungdes continuas ! — C e a cada par (2 D ' a aplicagio
paa' 1 C(N1) — C(N) que associe a cada fungdo f € C(f1) a sua
restricao a (). Suponhamos ainda cada C(f1) munido da topologia
da convergéncia compacta (exemplo 1 de B). Vé-se imediatamente
que as aplicagoes poqr sao lineares continuas e que os espacos C(f1)
formam um espectro indutivo em relagao a elas. Considere-se o limi-

te indutivo C(K) = lim4{C(Q), paa:}; os seus elementos chamam-
-se germes de fungao continua sobre K. A relagao de equivaléncia
que usamos para definir o limite indutivo traduz-se neste caso por
(f,92) ~ (g,0)) sse existe uma vizinhanca aberta U de K tal que
J|U =g | U. Assim cada germe de funcdo continua sobre K
pode-se considerar como a classe formada por uma fungao continua
f numa vizinhanga aberta de K e todas aquelas que coincidem com
f numa vizinhanca aberta de K.



2. Espacos de Funcgoes. Dualidade

2.1 — Espagos de fungoes

A. M-topologias

No que segue vamos definir uma classe importante de topologias
no espago F'Z das fungdes definidas num dado conjunto E e com
valores num espago localmente convexo F'.

2.1.1 Teorema. Para cada conjunto M de partes de E, existe
uma topologia 7 sobre FE, e uma s6, tal que uma rede i —= f
em FZ(r) sse [; tende para f uniformemente sobre cada conjunto
M € M, isto é, para cada M € M e cada vizinhanca U de zero em
F existe um indice jo tal que

(1) file) - f(z) €U, VzeM e Vj2jo.

Dem.: E ébvio que s6 pode existir uma topologia 7 sobre FF
nestas condi¢oes. Para ver que existe, notemos em primeiro lugar
que se pode supor M filtrante a direita para a relagao C, pois, se ndo
for assim, podemos substituir M pelo conjunto M' formado pelas
reunioes finitas de conjuntos de M visto que, como é 6bvio, uma
rede f; — f uniformemente sobre os conjuntos M € M' sse f; — f
uniformemente sobre os conjuntos M € M. Por outro lado, a condi-
¢ao do teorema é equivalente & conjungao das duas seguintes, como
se verifica facilmente:

a) 7 é invariante para as translacgdes;
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b) Uma rede f; — 0 em FZ(r) sse f; converge uniformemente
para zero sobre todo o0 M € M ou seja, para cada vizinhanga
U de zero em F e cada M € M existe um indice jp tal que

(2) fitMycU, Vj2>jo.
Posto isto, consideremos os conjuntos
(3) F(M,U) = {feFE: f(M)cU},

em que M € M e U é vizinhanca de zero em F. A condigéo (2)
exprime-se entdo por f; € F(M,U), Vi > jo, e é facil ver que estes
conjuntos constituemn um sistema fundamental de vizinhangas de zero
para uma topologia 7 sobre F'¥ invariante para as translac¢des. m

A topologia 7 que acabamos de definir representa-se por 7y e
chama-se M-topologia sobre F¥ ou topologia da convergéncia uni-
forme sobre os conjuntos de M.

Exemplos e observagfes: 1. Como vimos a topologia 7y
é idéntica a topologia da convergéncia uniforme sobre todas as re-
unides finitas de conjuntos de M; ela é também idéntica & topologia
da convergéncia uniforme sebre todos os subconjuntos de conjuntos
de M, pois que se f; — 0 uniformemente sobre M, f; — 0 uniforme-
mente sobre qualquer M’ C M.

2. Se M € o conjunto das partes de £ com um s6 elemento, 7y é
a topologia da convergéncia pontual, ou seja, a topologia do espacgo
produto F¥; chama-se também topologia da convergéncia simples
e representa-se por 7,. Uma rede f; — 0 em F#(r,) sse fi(z) — G,
Vz € E. Note-se ainda que 7, é a topologia da convergéncia uniforme
sobre as partes finitas de E. Os conjuntos ¥(4,U) em que A é
parte finita de F e U vizinhanga de zero em F, formam um sistems
fundamental de vizinhancas de zero para 7,.

3. Se M tem um Unico conjunto M C F, 7y = 75y chama-se
J » T M

topologia da convergéncia uniforme sobre M; é idéntica & topologia

da convergéncia uniforme sobre todos os subconjuntos de M,
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4. Se F é um espago topoldgico, tem interesse especial a topologia
da convergéncia uniforme sobre os compactos de F que se representa
por 7.; se F é separado, esta topologia é idéntica & topologia da
convergéncia uniforme sobre os conjuntos relativamente compactos.
Claro que se F é compacto 7. = 7g.

5. Se F é um espago localmente convexo, tém ainda interesse a
topologia da convergéncia uniforme sobre os conjuntos précompactos,
que se representa por 7o, ¢ a da convergéncia uniforme sobre as partes
limitadas de E, ry. Se E é completo 7, = 7o, e se é de dimensao finita
Te = Tor = Tg.

6. Se M ¢ M’ é ébvio que 7y é menos fina que 7y. Assim, 7g
(topologia da convergéncia uniforme sobre ) é a mais fina das M-
-topologias e 7, é a menos fina das M-topologias tais que UM = E.
Vé-se ainda que se E é localmente convexo 7. C 1o C 75.

Vejamos agora algumas propriedades das M-topologias sobre F'Z,

2.1.2 Teorema.

a) A topologia Ty sobre FF torna continuas a adicao f + ¢ € as
homotetias f — A f, A € K.

b) A topologia Ty sobre FE tem um sistema fundamental de vizi-
nhangas de zero absolutamente convexas e fechadas, invariante
para as homotetias.

c) A topologia 7y sobre FE é localmente convexa sse todas as
fungées f: E — F sao limitadas em qualquer conjunto M € M,
istoé,Vfe FE eVM € M, f(M) é limitado em F.

d) Se F é separado e UM = E, 7y é separada.

e) Se F' é completo e UM = E, F¥ com a topologia v é um
espaco completo.

Dem.: a) Tendo em conta que 7y é invariante com as translac-
¢bes bastard provar que se (f;)jes € (9)jes sdo redes em F¥ uni-
formemente convergentes para zero sobre cada M € M, o mesmo
acontece com f; + g; e A f;, o que é imediato.
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b) Supondo M filtrante & direita, o que é sempre possivel, os con-
juntos F(M,U), em que M € M e U é vizinhanca absolutamente
convexa fechada de zero em F, constituem um sistema fundamen-
tal de vizinhangas de zero para 7y. Basta entdo provar que estes
conjuntos sao absolutamente convexos, fechados e que para qualquer
A#0,AF(M,U) = F(M,\U). Orase f,g € F(M,U) e|a]+|0] <1,
a,B € K, das relagdes f(M) C U, ¢(M) C U vem

(af +Bg)(M) Caf(M)+Bg(M)CaU+BUCU,

o que prova que F(M,U) é absolutamente convexo. Vejamos que é
fechado. Trata-se de provar que se uma rede f; — f em FZ(ry) e as
func¢oes f; € F(M,U), também f € F(M,U). Ora existe um indice
Jo tal que paraj > joe x € M, f;(z) € U, mas como U é fechado, isto
implica f(z) € U, Vz € M. Para a tltima relagio bastara provar
que A F(M,U) C ¥(M,AU) o que é imediato.

¢) Em virtude de b) e de 1.2.2, a topologia 7y é localmente con-
vexa sse os conjuntos ¥ (M, U) forem absorventes. Ora se para cada
M € M e cada vizinhanga U de zero em F, #(M,U) é absorvente,
tomando f € F¥, existe p > 0 tal que f € p F(M,U) = F(M,pU),
mas esta condigdo é equivalente a f(M) C pU o que prova que f(M)
é limitado em F. De modo andlogo se prova a reciproca.

d) Em virtude de b) o espago F¥ com a topologia 7y é regular;
basta entao provar que sendo F separado a interseccio de todas
as vizinhangas ¥(M,U) sé contém a funcao nula. Seja entdo f €
NF(M,U); como M cobre E, para cada z € F existe um M € M
tal que x € M; assim, f(z) € U qualquer que seja a vizinhanca U e
portanto f(z) = 0, visto F ser separado.

e) Como os espagos FP(ry) nao sio em geral localmente con-
vexos esta propriedade exige definicoes prévias de rede de Cauchy e
de espago completo. Elas sdo andlogas as dadas para os espagos lo-
calmente convexos. Assim uma rede f; em FZ(ry) diz-se de Cauchy
se para qualquer vizinhanga de zero W existe um indice j, tal que
fi—fe€ W,Vj,£> j. Uma parte X de F¥(ry), diz-se completa se
toda a rede de Cauchy em X converge para uma funcgaoc f € X.

Posto isto, considere-se uma rede de Cauchy f; em F¥(ry); existe
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entio para cada vizinhanga U de zero em F, que se pode supor
fechada, e cada M € M um indice j; tal que f; — fo € F(M,U) para
3, > jo ou seja

(3) f,-(a:)—fg(a:)eU, VICEM, V],e?__]o

Assim, para cada z € E, f;(z) é rede de Cauchy em F e como
este espago é completo ela tem um limite f(z). Define-se assim
uma funcgdo f € FF e de (3) vem, atendendo a que U é fechado,
f(z) — fo(z) € U, VL > jo, donde se conclui que f; — f na topologia
Tm. 8

Observagdes: 1. Note-se que para as topologias 7y em F Ea
aplicagio A — A f do corpo de escalares K em F E em geral nao
é continua; a continuidade desta aplicagdo, para cada f € F E ¢
como se verifica facilmente (cf. 2.1.2) equivalente a condigao de as

vizinhancas de zero serem absorventes.

2. Prova-se facilmente, o que deixamos como exercicio, que se E
é um conjunto infinito e F é separado, e ndo é nulo, a topologia da
convergéncia uniforme sobre £ nao é localmente convexa.

3. Da propriedade c¢) do teorema anterior resulta imediatamente
que a topologia da convergéncia pontual 7; sobre F E ¢ localmente
convexa o que j era conhecido.

O teorema seguinte generaliza a propriedade c¢) e demonstra-se
do mesmo modo:

2.1.3 Teorema. Se H é um subespagco vectorial de F¥, a topolo-
gia 7y sobre H (ou seja a topologia induzida por 7y em H) é local-
mente convexa sse cada funcio f € H é limitada sobre cada conjunto
MeM w

Se E é um espago topolégico, designa-se por C(E, F') o subespago
de FE formado pelas aplicagdes continuas de F em F. Tem-se como
corolario:

Corolério. O espago C(E,F) com a topologia da convergéncia
compacta é um espaco localmente convexo. ®
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Verifica-se ainda facilmente

2.1.4 Teorema. Se H é um subespago vectorial de FZ tal que
cada fungio f € H é limitada sobre cada conjunto M € M, e S é
um sistema de seminormas que define a topologia de F, a topologia
7m sobre H é definida pelas seminormas

pM(f)=::Ar;p(f(x)), PES, MeM e fEH.»

Por exemplo, se F é um espaco normado e E um espaco topolégico
a topologia da convergéncia compacta sobre C(E, F) é definida pelas
seminormas || f||a = sup,., || f(z)|lF, em que A é compacto de E. No
caso particular em que E é compacto a topologia 7. sobre C(E, F)
(que é idéntica A topologia da convergéncia uniforme sobre E) é
definida pela norma || f]| = sup,cg || f()lF.

Recorde-se que uma sucessao de compactos Aj,...,A,,... num
espago topolégico E se diz exaustiva se é crescente, isto é, A, C...C
A, C... e cada compacto de E esta contido num dos A,,. Um espago
localmente compacto separado com uma base numeravel de abertos
(em particular, todo o aberto de R") tem uma sucessao exaustiva de
compactos. Tem-se:

2.1.5 Teorema. Se F é um espaco localmente convexo metri-
zavel e E é um espaco topoldgico com uma sucessao exaustiva de
compactos, C(E,F) com a topologia da convergéncia compacta é
também um espaco localmente convexo metrizdvel. »

Com efeito, se py,...,Ppn,... € uma sucessao de seminormas que
define a topologia de F e A; C ... C A,, C ... é uma sucessao
exaustiva de compactos de F, a topologia 7, sobre C(FE, F) é definida
pelas seminormas

pn,m(f) = _sup pn(f(x)) ’ n,me Nl ’
F127:%

pois formam um sistema equivalente ao das seminorinas p, 2 (f) =
Sup,ca Pu(f(z)), em que A percorre o conjunto de todos os cous-
pactos de F.
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Em particular, se {1 é um aberto de R", o espago das fungoes
continuas C(f1, K) (reais ou complexas conforme K = R ou C) com
a topologia da convergéncia compacta é metrizdvel.

Para terminar este estudo dos espagos C(E, F) vamos provar:

2.1.6 Teorema. Seja F um espago localmente convexo e £ um
espago topoldgico. Entao:

a) Se uma rede de fungbes continuas f;: E — F converge uni-
formemente sobre um conjunto M C FE para uma fungao
f: E— F, arestrigio f | M: M — F é continua.

b) Se E é localmente compacto, C(E, F) é fechado em F* para
a topologia da convergéncia compacta.

¢) Se E é localmente compacto e F é completo, C(E,F) com a
topologia da convergéncia compacta é também completo.

Dem.: a)(') Considere-se um ponto z, € M. Dada uma vizi-
nhanca U de zero absolutamente convexa em F existe um indice j,
tal que

(@) file) = flz)e U, Vji>j e VzeM.

Como f;, é continua em zo, existe uma vizinhanga V' deste ponto em
E tal que

(8) fis(z) = fip(20) € ;U, VeeV.
Assim de (a) e (B) vem, paraz € V N M,

(=) = f(m0) = f(=) — fio(2) + fio(2) = fio (o) + fis () — f(0)
clusluilu=u,

o que prova que f | M é continua em x,.

(*) A propriedade a) generaliza um resultado conhecido: todo o limite uni-
forme de fungdes contfnuas reais ou complexas sobre um espago X ¢ uma funcio
~ontinua.
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b) Considere-se uma rede f; em C(E,F) convergente para uma
funcao f: E — F na topologia 7.. Como E é localmente compacto,
cada ponto z de F tem uma vizinhanca V, compacta e de a) resulta
que as restrigdes de f a estas vizinhancas sao continuas. Isto é su-
ficiente para concluir que f € C(E,F) e que, portanto, C(E,F) é
fechado em F¥(r,).

c) Resulta imediatamente de b) e de que F¥ é completo para a
topologia 7.. u

Observacdo: Note-se que C(E, F) nao é em geral fechado em
FEZ para a topologia 7, da convergéncia simples: se uma rede de
fungoes continuas f;: £ — F converge pontualmente para f: £ — F,
f ndo é em geral continua (é um caso bem conhecido). O mesmo
acontece com outras M-topologias e mesmo com 7. quando E nao é
localmente compacto.

Corolario. Se F é um espaco localmente convexo completo e
E um espago compacto, C(E,F) com a topologia da convergéncia
uniforme sobre E é também completo. %

B. Partes equicontinuas de F?. Teoremas de Ascoli

No que se segue supoe-se sempre que F é um espago localmente
convexo e que F é um espago topolégico.

Um conjunto de fungbes ¢ C F¥ diz-se equicontinuo num ponto
zg € F se para cada vizinhanga I/ de zero em F, existe uma vizi-
nhanca V de z,; emn F tal que se tem

f(g) = f(zo) €U, VzeV e Vfice.

No caso em que F' é normado esta condigao traduz-se por: para
cada 6 > 0, existe uma vizinhanca V de z¢ eni F tal que

Wf(z) — flzo)]| <&, VzeV e ¥feg.

O conjunto ¢ diz-se equicontinuo se é equicontinuo em cada ponto
de K. Da defini¢io resulta imediatamente gue se ¢ & equicontinue
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num ponto xy, todas as fungoes f € ¢ sao continuas em z,. Assim,
se ¢ é equicontinuo, todas as fungdes de ¢ sao continuas (em E). Por
outras palavras, todas as partes equicontinuas de F¥ estao contidas
em C(E,F). Note-se ainda que a propriedade de um conjunto ¢ ¢
FF ser equicontinuo depende s6 das topologias de E e F.

Facilmente se verifica que toda a parte finita de C (X, F) ¢ equi-
continua; se ¢, ¢ sdo partes equicontinuas de C(E,F), o mesmo
acontece com ¢+ e Ap, VA € K.

2.1.7 Teorema (12 teorema de Ascoli). Se ¢ é uma parte
equicontinua de F¥ (ou o que dd no mesmo de C(E,F)), a sua
aderéncia ¢ para a topologia da convergéncia simples € equicontinua.

Dem.: Vamos provar mais geralmente que se ¢ é equicontinuo
num ponto z, € E, ¢ é equicontinuo no mesmo ponto. Tome-se uma
vizinhanga U de zero em F absolutamente convexa e seja V uma
vizinhanga de xo em F tal que

(@) f(:z;)——f(xo)E;U, VeeV e Vfedo.

Para cada ¢ € ¢, existe uma rede f; em ¢ tal que f; -~ g pon-
tualmente e pode-se associar, portanto, a cada z € V um indice
j de modo que se tem ao mesmo tempo, g(z) — fi(z) € iU e
g(z0) - fi(xo) € JU. Desta relagao e de () vem

g(z) — g(z0) = (9(2) - fi(z)) + (fi(2) = fi(20)) + (fi(z0) — g(0))

1 1 1
e-U+ _U+:U=U,
: 30 13

3
0 que prova que ¢ é equicontinuo em zy. n

Coroldrio 1. Se ¢ C F¥ é equicontinuo, a aderéncia de ¢ para a
topologia da convergéncia simples em ¥ é a mesma que a aderéncia
de ¢ para a topologia da convergéncia simples sobre C(E,F).n

Pois que ¢ sendo equicontinuo estd contido em C(E, F).

Corolario 2. Se uma rede de fungées continuas f;: E — F é
equicontinua e converge pontualmente para uma funcao f: E — F,
f é continua. =
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O coroléario anterior d4 um critério para que o limite pontual de
func¢oes continuas em F seja uma fungao continua em E, distinto do
da convergéncia uniforme sobre E. Uma rede f; de funcoes continuas
pode convergir uniformemente sobre E e nao ser equicontinua e,
inversamente, pode ser equicontinua e convergir pontualmente sem
que convirja uniformemente sobre £ (no entanto neste caso converge
uniformermente sobre os compactos de E, como se vé no teorema
seguinte). '

2.1.8 Teorema (2° teorema de Ascoli). Se ¢ é um conjunto
equicontinuo de fun¢oes E — F, as topologias 7, da convergéncia
simples e 7. da convergéncia compacta sobre ¢ sao idénticas. m

Este teorema é consequéncia do seguinte, um tanto mais geral.

2.1.8' Teorema. Se ¢ C FE é equicontinuo ¢ E, é uma parte
densa de E a topologia 7, da convergéncia pontual(') nos pontos de
E, e a topologia da convergéncia compacta sobre ¢ sao idénticas.

Dem.: Como 7, é menos fina que 7., bastard provar que 7, é
também mais fina que 7. (sobre ¢) ou, o que é equivalente, se uma
rede f; € ¢ — f € ¢ nos pontos de Ey, f; — [ uniformemente
sobre cada compacto A de E. Seja U uma vizinhanga de zero em F,
absolutamente convexa; a cada = € F corresponde uma vizinhanga
aberta V, de r em F tal que as fungoes h € ¢ verificam h(y) — h(z) €
;U, Vy € V, e, em particular,

fily) - fi(z) € ‘fl;U
(@) L v VyEVs, Vi
fly) - f(z) € U

Considere-se um compacto A de E. Existe em A um nimero
finito de pontos z,,...,z, tal que A é coberto pelas vizinhangas
Vzises Va,,. Como E; é denso em FE, existe em cada V,, um ponto

(!} Melhor seria dizer “da convergéncia uniforme sobre os pontos de Ey”, mas
¢ hdbito. quando se trata de conjuntos reduzidos a um ponto, usar o adjectivo
“pontual” em vez de “uniforme”
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y; € Eo, @ = 1,...,n. Assim, como para cada v, fi(yi) —~ f(w),
pode-se determinar um indice jo tal que se tem

(B) S - Fw) €U, Vi=Tlm Vi

Posto isto, dado um ponto qualquer y € A, y pertence a uma
vizinhanga V,,; decompondo f;(y) — f(y) do seguinte modo, com

7 Z jOa

£i(y) = fw) = (Fi(w) = fi(za) + (fi(z:) = fi(wi)) + (fi(ws) — T (i)
+ (fly) = flz)) + (f(z) - fy)) -

Cada uma das parcelas do segundo membro verifica (¢) ou () e estd
portanto em %U. Tem-se entdo: f;(y)—f(y) €U,Vj=>joeVy€A,
o que prova que f; — f uniformemente sobre A. nm

Corolario 1. Se uma rede equicontinua f; € C(E,F) — [ €
C(E, F) nos pontos de uma parte densa Ey de E, f; — [ uniforme-
mente sobre cada compacto de F.n

Basta aplicar o teorema ao conjunto formado por f e pelos f; que
é evidentemente equicontinuo.

Note-se que se E = E; nao é necessario supor que a fungao limite
f é continua, isso é consequéncia de (f;) ser equicontinua (corol. de
2.1.7). Porém, se Fy # E podem existir redes f; equicontinuas que
convirjam em cada ponto de Ey para uma fung¢ao nao continua.

Coroldrio 2. Para qualquer conjunto equicontinuo ¢ C F¥ sao
equivalentes: ¢ é compacto para 7,; ¢ é compacto para 7.. s

2.1.9 Teorema (32 teorema de Ascoli). Se F' é separado, qual-
quer conjunto ¢ de fungoes E — F que verifica as condigoes,
a) ¢ é equicontinuo,

b) Para cada z € E, ¢é(x) = {f(z): f € ¢} é relativamente

compacto em F,

é relativamente compacto em C(FE, F) para a topologia 7.



68 ESPACOS DE FUNQOES. DUALIDADE

Dem.: Da relagio ¢ C [l #(z), deduz-se que a condigio b) é
equivalente a ¢ ser relativamente compacto para 7, em FZ. Como ¢ é
equicontinuo e compacto para 7, do corolario 2 do teorema anterior
vem o resultado. =

Note-se que este teorema, que é conhecido também sé por teorema
de Ascoli, pode ser enunciado do seguinte modo:

2.1.9' Teorema. Se F é um e.l.c. separado, E é um espago
topoldgico qualquer e ¢ C C(E, F), entéo

¢ equicontinuo e relativamente compacto para 7, ==>

=> ¢ relativamente compacto para 7. em C(E,F). n

Pois que a condicao ¢(z) relativamente compacto em F,Vz € E,
equivale a ¢ ser relativamente compacto para 7.

Observacdo: Prova-se, o que deixamos como exercicio, que o
reciproco do 3° teorema de Ascoli, ou o que d4 no mesmo, de 2.1.9',
é valido se E é localmente compacto.

Coroldrio 1. Se F é um e.l.c. metrizdvel e E é um espaco
topolégico com uma sucessdo exaustiva de compactos, para cada
sucessao de fungbes continuas f,: E — F tal que

a) é equicontinua,

b) para cada z € E, {f.(z): n € N,} é relativamente compacto
emF,

existe uma subsucessdo f,, e uma fungao continua f: E — F tal
que f,, — f uniformemente sobre cada compacto de E. m

Basta ter em conta que neste caso o espago C(E, F) com a topolo-
gia 7. é metrizdvel (Teorema 2.1.5).

Se F é de dimensao finita e separado, em particular F = K, a
condicao b) equivale a {f,(x)} ser limitado em E, para cada = €
E; tem-se assim, para sucessoes equicontinuas de fungdes reais ou
complexas:
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Coroldrio 2. Se E é um espago topoldgico com uma sucessao e-
xaustiva de compactos, de toda a sucessédo f,: £ — K equicontinua
e limitada em cada ponto x € E ({f.(z)} limitado) pode-se ex-
trair uma subsucessdo f,, que converge para uma funcado continua
f: E — K uniformemente sobre cada compacto de E. m

Os corolarios 1 e 2 valem no caso particular em que E é um aberto
ou compacto de R". No caso em que F é compacto, o corolério 2
é conhecido na Anilise com o nome de teorema de Arzela ou de
Ascoli-Arzela.

Vejamos algumas aplicagdes dos teoremas precedentes.

C. Espacgos de fungdes holomorfas. Teorema de Montel

Considere-se um aberto {} de C e seja H(1) o espago das fungoes
holomorfas f: @ — C; H({l) é um subespago do espago C(f1) =
C(0); C) das fung¢des complexas continuas e definidas em 2. Como se
sabe, {1 tem uma sucessao exaustiva de compactos A;C...C A, C...
e a topologia da convergéncia compacta sobre C((1) é definida pelas
seminormas:

I flla. = sup |f(2)] ;
2EAL

a topologia da convergéncia compacta em H(1) é definida pelas res-
trigbes a H({l) destas seminormas.

2.1.10 Teorema. H(() é fechado em C(f) para a topologia da
convergéncia compacta.

Dem.: Como C(fl) é metrizdvel (com a topologia 7.) basta
mostrar que se uma sucessdo de fungdes holomorfas f,: {1 — C con-
verge uniformemente sobre cada compacto A de {1 para uma fungao
continua(’) f: 1 — C, f é holomorfa. Pelo teorema de Morera basta
mostrar que para qualquer linha fechada L (seccionalmente C') con-
tida numa bola aberia B(z,R) C 0, [, f(2)dz = 0. Ora tem-se,
para cada n, [}, f.(2) dz = 0, mas como f, — f uniformemente sobre
L, [, f(z)dz =lim [, fo(2)dz =0. &

(!} N3o é preciso supor que f é continua, porque C(f2) é fechado em C”
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Corolério. H(f1) com a topologia da convergéncia compacta é
um espago metrizdvel e completo (portanto, um espago de Fréchet).u

Porque assim é C({1) com a topologia 7.
O teorema anterior é uma parte do conhecido teorema de
Weierstrass(!) para as fungoes holomorfas:

Se uma sucessdo de fungées holomorfas f, : @ — C tende
uniformemente sobre cada compacto A C ) para uma fungéo f :
1 = C, f é holomorfa e as derivadas f convergem para a derivada
J' também uniformemente sobre cada compacto de 1.

A segunda parte deste teorema mostra que:

2.1.11 Teorema. Supondo H(l) com a topologia da con-
vergéncia compacta o operador de derivagio D : H(Q1) — H(Q)
é linear continuo. =

Um dos teoremas mais profundos da Anélise Complexa é o se-
guinte teorema de Montel:

2.1.12 Teorema (Montel). Se uma sucessio de fungdes holo-
morfas f,: 1 — C é limitada sobre cada compacto de (1, isto é, para
cada compacto A C §1, existe um nimero Lp > 0 tal que

[fa(2)] < La, VYz€A, YRneN;,

existe uma subsucessao (f,,) de (f,) e uma fungdo holomorfa f :
1 — C, tais que f,, — f uniformemente sobre cada compacto de 0.

Dem.: Notemos que a condigéo de limitagdo para f, implica
em particular que f,(2) é limitada em cada ponto z € f; entdo
em virtude do Corolério 2 do 3° teorema de Ascoli bastard mostrar
que (f,) é equicontinua, pois sendo assim ela tem uma subsucessdo
[, uniformemente convergente sobre cada compacto de 1 para uma
fungdo continua f: 1 — C, a qual é holomorfa em virtude de 2.1.10.

(*) Ver, por exemplo, “Anélise Superior”, Sebastiso e Silva.
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Seja entao 2o € {l. Considere-se uma bola fechada A = Bz, R] ¢
1, R > 0 e seja v a fronteira orientada no sentido directo (cir
cunferéncia de raio R e centro ). Tome-se um nimero § > 0 «
considere-se uma bola B[z, 7| com r < R. Pela fé6rmula integral de
Cauchy vem, para qualquer n e qualquer z € Bz, r]:

2 — 2

fule) = fuleo) = g3 [ Sola) du

u— 2) (u — 2)
usando a férmula de majoragao do integral e tendo em conta que
sobre v, |fo(u)| < La e Ju — 2|,|u — 20| > R —r, vem

T

'fn(z) - fn(ZO)‘ S RLA _(—R_—:;.—);

e, portanto, |f.(2) — fu(20)] < 6, desde que se tome r pela condigdo
‘(R':—rﬁ < §/RLa, o que é sempre possivel visto que r/(R — r)* — 0
quando r — 0. Provamos assim que f, é equicontinua em qualquer
2o € {1, 0 que termina a demonstracio. m

Note-se que a condi¢ao de limitagao imposta a f, no teorema é a
condicao para que f, seja limitada no espago localmente convexo que
se obtém munindo H () com a topologia da convergéncia compacta.
Na verdade ela é equivalente a ||f,||a ser limitada para cada com-
pacto A C . Tendo em conta que H (1) é metrizivel vé-se entao
que o teorema de Montel é equivalente ao seguinte:

2.1.13 Teorema. No espago H(fl) (com a topologia da con-
vergéncia compacta) todo o conjunto limitado é relativamente com-
pacto. m

Como os relativamente compactos sao limitados, pode-se dizes
que em H (1) sdo equivalentes as nogoes de limitado e de relativa-
mente compacto.
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2.2 - Espacos de aplicagdes lineares contfnuas

Vamos agora considerar dois espagos localmente convexos EF e
F. O espago das aplicagbes lineares de E em F designa-se por
Hom(E, F) e o das aplicagdes lineares continuas de E em F, por
L(E, F).

Note-se que Hom(E, K) é o dual algébrico E* de E e L(E,K) é
o dual topolégico E'.

De 2.1.3 resulta:

2.2.1 Teorema. Se M é um conjunto de partes limitadas de E,
a M-topologia sobre L(E, F) é localmente convexa. m

Com efeito, toda a aplicagao linear continua v : E — F trans-
forma limitados de E em limitados de F.

Note-se que, em geral, uma M-topologia sobre Hom(E, F) nao é
localmente convexa mesmo que os conjuntos de M sejam limitados.

Estamos particularmente interessados no estudo das M-topologias
sobre L(E, F) em que M é formado de partes limitadas de E; como
acabamos de ver, estas topologias sao localmente convexas. De entre
elas hé a destacar a topologia 7,(!) da convergéncia simples, 7. da con-
vergéncia compacta, 7, da convergéncia uniforme nos précompactos
e a mais fina de todas: a topologia 75 da convergéncia uniforme nos
limitados de E. De acordo com 2.1.4, se S é um sistema de semi-
normas que define a topologia de F, a topologia 7y sobre L(E, F) é
definida pelas seminormas

(1) pu(u) = :glgp(u(w)), PES, Me M.

Como vimos uma M-topologia nao muda se substituirmos M pelo
conjunto das reunioes finitas de elementos de M, o que permite supor
M filtrante & direita, e nao muda também se em vez de M se considera
a classe de todos os subconjuntos de conjuntos de M. Para o caso
do espago L(E, F) tem-se ainda:

(*) Como temos feito até agora, continuamos a designar pelo mesmo sfmbolo
uma M-topologia sobre F¥ e a que ela induz em L(E, F), salvo se houver risco de
confusio.
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2.2.2 Teorema. Se M e M' sdo conjuntos de partes limitadas
de E as topologias 7y e Ty sobre L{E, F) sao idénticas nos seguintes
casos:

a) M' é o conjunto dos homotéticos de razao > 0 dos conjuntos

de M: M'={pM: p>0eM e M};

b) M’ é o conjunto das aderéncias dos conjuntos de M: M' = {M:
M e M};

c) M' é o conjunto dos envélucros absolutamente convexos dos
Me M: M'={ac(M): M € M};

d) M’ é o conjunto dos envdlucros absolutamente convexos fecha-
dos dos conjuntos de M: M' = {ac(M): M € M}.

Dem.: Note-se que d) é consequéncia de b) e ¢). Pode-se provar
a), b) e ¢) mostrando que se S é um sistema de seminormas que
define a topologia de F, em cada caso, os sistemas de seminormas
{pPrmIrempes € {Prr}mrem pes 880 equivalentes. Para isso, bastard
provar que, para qualquer M cC E, limitado, p,p = ppm, p > 0,
PRE = PM € Pac(M) = PM, O que deixamos como exercicio. ®

Em virtude de 2.2.2 d), se M é um conjunto de partes de E tal que
UM = E e F é separado, a topologia 7y sobre L(E, F) (e também
sobre Hom(E, F)) é separada.

2.2.3 Teorema. Se I é separado, toda a rede de aplicagbes
lineares uj: E — F que converge pontualmente tem por limite uma
aplicagao linearu: E — F.

Dem.: Com efeito, se o, € K e z,y € E, tem-se, para cada j,
u;(az + By) = auj(z) + Pu;(y), donde vem, passando ao limite e
tendo em conta que F' é separado, u(az + fy) = au(z) + Bu(y). =

Coroldrio. Se UM = E e F é separado, Hom(E, F) é fechado
em FF para a topologia Ty ; se além disso, F é completo, Hom(E, F)
com Ty é completo. n

Com efeito, em virtude do teorema anterior, Hom(E, F) é fechado
em F? para 7, e portanto, para 7y (que é mais fina que 7,). A dltima
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parte resulta de 2.1.2 e).

Note-se que, em geral, L(E, F) nao é fechado em F* para as M-
-topologias mesmo que os conjuntos M € M sejam limitados, cubram
E e F seja separado. Em certos casos porém L(E, F) é fechado para
a topologia 73 da convergéncia uniforme em todos os limitados de E.
Para estudar esta questao, introduzimos a seguinte definigao:

Um espago localmente convexo E diz-se bornolégico se todo o
conjunto absolutamente convexo que absorve todas as partes limi-
tadas é vizinhancga de zero.

2.2.4 Teorema. Todo o espago localmente convexo metrizdvel
é bornologico.

Em particular, os espagos normados sao bornolégicos.

Dem.: Seja U; D ... D U, D ... um sistema fundamental de
vizinhancas de zero em F absolutamente convexas e A C E absolu-
tamente convexo que absorve todas as partes limitadas.

Vamos ver que existe um inteiro n tal que 4 O n~1U,, o que
demonstra o teorema. Ora se nao fosse assim, existiria uma sucessao
z, € Uy, ..., xz, € U,, ..., portanto, z, — 0 e por consequéncia
limitada, tal que n™ 'z, ¢ A, Vn, o que é absurdo visto que A
absorve {z,}. =

2.2.5 Teorema. Se E é bornoldgico e F localmente convexo,
toda a aplicacao linear w: E — F que transforma os limitados de E
em limitados de F é continua.

Dem.: Se V é vizinhanga de zero absolutamente convexa em
F, v (V) é um conjunto absolutamente convexo em E e absorve
qualquer limitado M de F. Com efeito, pela hipétese do teorema.
u(M) é limitado em F, portanto, é absorvido por V', mas isto implica
que M é absorvido por u }(V). Como E é bornolégico, u (V) é
vizinhanca de zero em F e u é, portanto, continua. =

Voltemos a questao que estivamos tratando:
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2.2.6 Teorema. Se E é bornolégico e F é separado, L(E, F)
é fechado em F® para a topologia 73 da convergéncia uniforme nas
partes limitadas de E.

Dem.: Basta provar que se uma rede de aplicagoes lineares
continuas u; : £ — F converge uniformemente sobre cada M €
M(') para uma funcdo v : E — F, a fungéo v é limitada so-
bre cada M € M. Pois que, sendo assim, como v é linear (2.2.3
Coroldrio) é continua, visto E ser bornolégico. Seja p uma semi-
norma continua sobre F e M € M. Dado § > 0, existe um indice j
tal que p(u;(z) — u(z)) < 6, Vz € M; como u; é limitada sobre M,
existe também L > 0 tal que p(u;(z)) < L,Vz € M. Destas relagdes
vem

p(u(z)) < p(u(z) - us(x)) + p(us(z)) < L+6,

V& M, o que prova que u € limitada sobre M. &

Coroldrio 1. Se E é bornoldgico (em particular, metrizdvel) e
F é separado e completo, L(E, F) com a topologia 75 é completo. &

No caso em que F é Banach e F normado obtém-se:

Corolério 2. Se F é um espago normado e F é um espaco de
Banach, o espago L(E, F) com a norma (usual)

Jull = sup |lu(z)|lr

z]l e <1
¢ um espaco de Banach.

Pois esta norma define a topologia 75 sobre L(E, F).

A. Conjuntos limitados em L(E, F)(ru)

2.2.7 Teorema. Se M é um conjunto de partes limitadas de E,
para qualquer conjunto ¢ de aplicagbes lineares continuas de £ em
F, sao equivalentes:

(*) M designa aqui o conjunto de todas as partes limitadas de E.
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a) ¢ é limitado para a topologia Ty;

b) Para cada vizinhanca V de zero em F e cada M € M, existe
p > 0 tal que u(M) C pV,Vu € ¢;

c) Se S é um sistema de seminormas que define a topologia de
F, para cada p € S e cada M € M, existe p > 0 tal que
plu(z)| < p,VZEMeVu€g;

d) Para cada M € M, o conjunto dos u(z), tais que v € ¢ e
z € M, é limitado em F’;

e) Para cada vizinhanga V de zero em F, o conjunto N,e4su (V)
absorve todos os M € M.

Dem.: A condi¢do b) resulta imediatamente de exprimir que
cada vizinhanca de zero para 7y, F(M,V)NL(E,F) = {u € L(E,F):
u(M) C V} absorve ¢. Por sua vez c) resulta de exprimir que as
seminormas ppr(u) = sup,ep plu(z)], M € M e p € S, que definem
a topologia 7y, sdo limitadas sobre ¢. A equivaléncia de d) e b) é
imediata. Resta ver que e)<>b). Ora a condigao u(M) C pV ou seja
M C u(pV) = pu~!(V), Vu € ¢, é equivalente a

Mc (Neu ' (V)=p[Nu'(V).»
u€d u€¢

Observacdo: Exprime-se a condi¢do b) (ou c)) dizendo que
¢ é uniformemente limitado sobre cada M € M. Note-se que as
condigoes b), ¢}, d) caracterizam os limitados de qualquer subespago
localmente convexo de F¥(ry); no entanto a condigao e) s6 é valida
se ¢ é formado por aplicacoes lineares de E em F. Ela desempenhara
um papel importante no que segue.

Recordemos que se chama tonel num espago localmente convexo
E a qualquer conjunto T C E absolutamente convexo, fechado e
absorvente e que E se diz tonelado se todo o tonel é vizinhanca de
zero. Recorde-se ainda que todo o espago metrizavel completo (em
particular, Banach) é tonelado.

Um conjunto ¢ C L(E, F) diz-se simplesmente limitado se é limi-
tado para a topologia da convergéncia simples 7,; equivale a diger, em
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virtude de c) que, para cada z € E, o conjunto ¢(z) = {u(z): u € ¢}
é limitado em F. De 2.2.7 e) resulta

2.2.8 Teorema. Um conjunto ¢ C L(E,F) é simplesmente
limitado sse para cada vizinhanca V de zero fechada e absolutamente
convexa em F, N,es v (V) é um tonel em E. u

Pois que sendo V absolutamente convexa e fechada, os conjuntos
u~1(V) sdo também absolutamente convexos e fechados, e em virtude
de e) a condigdo de ¢ ser limitado é equivalente & de (¢, u ™" (V) ser
absorvente.

Corolario 1. Se E é um espaco tonelado e M é um conjunto de
partes limitadas de E, todo o conjunto ¢ C L(E,F) simplesmente
limitado é limitado para 7). ®

Com efeito, para cada vizinhanga V' de zero em F' absolutamente
convexa e fechada, Nyes v (V), sendo um tonel, é vizinhanga de
zero em F e absor‘{e portanto qualquer M € M.

O corolério 1 pode-se enunciar dizendo que se E é tonelado, todo
o conjunto ¢ C L(E, F) simplesmente limitado é uniformemente li-
mitado sobre cada parte limitada M de E.

Tem-se, em particular, o seguinte resultado cléssico da teoria dos
espagos normados que se chama teorema da limitagdo uniforme.

Coroldrio 2 (Teorema da limitagdo uniforme). Se E é um
espaco de Banach e F' é um espago normado, todo o conjunto ¢ de
aplicagoes lineares continuas de F em F que é simplesmente limitado
. é uniformemente limitado sobre a bola de raio 1 de E. u

Por outras palavras, se para cada = € F, sup,¢, ||u(z)]| < +oo,
também supyey 4<1 llu(z) || < +o00.

Como um conjunto limitado numa topologia é também limitado
nas topologias menos finas, do Corolério 1 resulta que se E é tonelado,
os limitados de L(E, F) sdo os mesmos para todas as M-topologias
tais que UM = E.

Esta propriedade em geral é falsa; ela no entanto é verdadeira
se F é separado e quase completo. Um espago localmente convexo
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E diz-se quase completo se toda a parte limitada e fechada de E é
completa.
Facilmente se verifica que um espago localmente convexo metri-
zével (em particular, normado) que é quase completo é completo.
Para estabelecer este resultado vamos demonstrar o seguinte teo-
rema;:

2.2.9 Teorema. Se E é separado e M é um conjunto de partes
limitadas de E absolutamente convexas e sequencialmente completas,
todo o conjunto ¢ C L(E, F) simplesmente limitado é limitado para
M. B

Como, para cada vizinhanca V de zero em F, absolutamente con-
vexa e fechada, Nyey ©w (V) é um tonel (Teorema 2.2.8), bastara
provar o seguinte lema:

2.2.10 Lema. Se E é um espaco localmente convexo separado,
todo o tonel T de E absorve qualquer parte M de E absolutamente
convexa limitada e sequencialmente completa.

Dem.: Considere-se o subespago vectorial Eyp; de E gerado por
M; é ficil ver que M é absorvente em Ep. Assim, a fungio de
Minkowski, ||z||ar = inf{p > 0: z € pPM}, x € Epy, é uma seminorma
sobre Enr e como M é limitado é uma norma (verificacdo imediata).
Vamos supor Ej, munido desta norma. Note-se que se tem, para
cada p > 0,

By 1(0,p) € pM C By [0, 0] ,
de modo que os conjuntos pM formam um sistema fundamental de
vizinhangas de zero em Ejs. Posto isto vamos ver que
a) En é um espago de Banach, portanto, tonelado; e
B) a topologia de Ej; é mais fina que a induzida por E.

Vamos provar primeiro B). OraseV é vizinhanca de zero em
E, como M é limitado, existe p > 0 tal que V D pM e, portanto,
VN Em D pM, o que prova que V N E) é vizinhanca de zero em
Ey.

Para provar o) considere-se uma sucessio de Cauchy z, em Ejs;
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como z,, é limitada, existe r > 0 tal que [[®2|]p; < 1; e, portanto,
Zn € M, Vn. Mas em virtude de f3), = é sucessao de Cauchy em E,
e como M é sequencialmente completo, segue-se que #* converge para
um ponto £ € M, ha topologia de E. Para acabar a demonstragao de
a), vamos ver que z, — z (note-se que z € F)jy) na topologia de Ej.
Ora, para cada 6 >0, existe p tal que ||z,~z,||lar <8, Vn,m > p; mas
desta condicao vem £ — #m ¢ M; tomando o limite em £ com m
fixo e tendo em conta que M é sequencialmente fechado em F, vem
£ — 2w c Mouz—z, €6M e, portanto, ||z — Twllm <6, Vm > p.

Agora é ficil estabelecer o lema: dado um tonel T em E, de f)
resulta que 7' N Ejs é tonel em Fjr; mas como Ejpy € tonelado, M é
absorvido por T' N Ey, e, portanto, por I'. &

Do teorema 2.2.9 resulta imediatamente:

Coroldrio 1. Se F é separado, os conjuntos limitados em
L(E,F) sao os mesmos para todas as topologias 7y tais que M é
um conjunto de partes limitadas de F/ absolutamente convexas e se-
quencialmente completas e UM = E. n

Dagqui vem também o resultado ji anunciado:

Corolario 2. Se E é separado e quase completo, os conjuntos
limitados em L(F, F) sdo os mesmos para todas as topologias 7y em
que M é umn conjunto de partes limitadas de F tal que | JM = F.

Dem.: DBasta ver que 7y = 7y em que M' é formado pelos
envélucros convexos fechados dos conjuntos de M e que tais conjun-
tos sao completos, visto serem limitados e fechados e E ser quase
completo. =

B. Conjuntos equicontinuos em L(F,F)

Vamos comegar por estabelecer a seguinte caracterizagao para os
conjuntos equicontinuos de aplicacoes lineares continuas de £ em F:

2.2.11 Teorema. Para qualquer conjunto ¢ C L(E,F) sédo
equivalentes:
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a) ¢ é equicontinuo;
b) ¢ é equicontinuo no ponto zero;

¢) Para qualquer vizinhanca V de zero em F, o conjunto
Nueg v (V) é vizinhanga de zero em E.

Dem.: a)=b). Imediato; b)=>a). A condigdo b) é equivalente
a existir para cada vizinhanca V de zero em F, uma vizinhanga
W de zerc em E tal que u(W) C V, Yu € ¢; tomando um ponto
qualquer =, € E, e tendo em conta que u é linear, da condicio
anterior vem u(zo + W) = u(xo) + u(W) C u(zo) + V, o que prova
que ¢ € equicontinuo em zo. Para a equivaléncia b)<>c), basta ver que
a condigao u(W) C V, ou seja W C u}(V), Vu € ¢, é equivalente a
W CNuegu (V). n

Da condigao c) e de 2.2.7 ) resulta imediatamente:

Corolédrio 1. Se M é um conjunto de partes limitadas de E,
toda a parte equicontinua de L(FE,F) é limitada para a topologia
TM.- &

A reciproca é falsa; tem-se, no entanto,

Coroldrio 2. Se E é tonelado, todo o conjunto ¢ de aplicagbes
lineares continuas de E em F que é simplesmente limitado é equi-
continuo. =

Com efeito, para cada vizinhanca V de zero em I absolutamente
convexa e fechada, Nyey v~ !(V') € um tonel em E e é, portanto, vizi-
nhanga de zero.

Dos corolérios 1 e 2 resulta que, se F é toneladoe M é um conjunto
de partes limitadas de E tal que UM = E, siao equivalentes, para
qualquer ¢ C L(E, F): ¢ é equicontinuo, ¢ é limitado para 7).

Recordemos que, pelo primeiro teorema de Ascoli, se ¢ C L(E, F)
é equicontinuo, a sua aderéncia ¢ em FF para a topologia da con-
vergéncia simples é equicontinua; se além disto F é separado, de 2.2.3
resulta que ¢ C L(E, F). Tem-se assim:

2.2.12 Teorema. Se ¢ C L(E, F) é equicontinuo, a sua aderéncia
para a topologia da convergéncia simples em L(E, F) é equicontinua
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e coincide com a aderéncia de ¢ para a topologia da convergéncia
simples em F¥ se F é separado. u

Recordemos ainda que em virtude do segundo teorema de Ascoli,
2.1.8,se ¢ C L(E, F) é equicontinuo, coincidem em ¢ as topologias
da convergéncia simples e da convergéncia compacta e também da
précompacta. Combinando com os resultados anteriores, obtém-se o
seguinte teorema bastante importante nas aplicagdes & Analise Fun-
cional:

2.2.13 Teorema (Banach-Steinhaus). Suponhamos que E é
tonelado e F' é separado e seja u, uma sucessao de aplicacoes lineares
continuas de £ em F que converge simplesmente para uma funcao
u: E — F. Entéo:

a) u é linear e continua;

b) v, — u uniformemente sobre cada compacto ou précompacto
de E.

Dem.: Como, para cada z € E, u,(z) — u(z), u,(x) é limitada
em F e portanto {u,} é simplesmente limitada. Do coroldrio 2 de
2.2.11 resulta que {u,} é equicontinuo; como u pertence & aderéncia
{u,} de {u,} em F¥ parar, e {u,} C L(E, F), visto que F é separado
basta aplicar o segundo teorema de Ascoli a {u,} que é um conjunto
equicontinuo. B

Observacdo: O Teorema de Banach-Steinhaus é falso para re-
des de aplicagoes lineares continuas simplesmente convergentes em
FE: é no entanto verdadeiro com a hipétese adicional de a rede ser
simplesmente limitada.

Para terminar este estudo sobre partes equicontinuas de L(E, F)
vamos estabelecer o seguinte resultado que serd usado adiante:

2.2.14 Teorema. Se F é quase completo e separadoe M é um
conjunto de partes limitadas de E tal que|J M = E, entao, no espago
L(E, F)(ryx) todo o conjunto ¢ equicontinuo e fechado é completo.
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Dem.: Considere-se uma rede de Cauchy u; em ¢ para a topolo-
gia 7). Como 7y é mais fina que 7,, u; é também rede de Cauchy
para 7, e, portanto, para cada ¢ € FE, u;(z) é rede de Cauchy em
F. Como ¢ é limitado para 7, visto ser equicontinuo, o conjunto
#(z) = {ulz): u € ¢} é limitado em F, a sua aderéncia é portanto
um conjunto completo, ¢ como contém os pontos u;(z) segue-se que
u;(z) — u(z) em F. Define-se assim uma funcao u: E — F que
é linear continua, pois estd na aderéncia de ¢ para a topologia da
convergéncia simples, que como jé vimos estd contida em L(E, F).
Resta agora provar que u; — u em L(E, F)(ry), pois sendo assim,
u € ¢, visto ¢ ser fechado neste espago. Ora dada uma vizinhanga
V de zero fechada em F e um conjunto M & M, existe um indice jo
tal que

u;(z) ~u{z) €V, V35 l>3j, VZEM,

e tomando o limite com j fixo vem u;(z) —u(z) € V, V5 > g e
V€ M, o que prova que u; — u uniformemente sobre M. n

2.3 — Sistemas duais. Topologias fracas

Sejam F e F espacos vectoriais e considere-se uma forma bilinear
(z,y) sobre E x F, isto é, uma aplicagdo E x F' — K tal que, para
cada y fixado em F, z — (z,y) é uma forma linear sobre F e, para
cada z fixado em E, y — (z,y) é uma forma linear sobre F. Diz-se
que E e F estao em dualidade ou que constituem um sistema dual
(E,F) (em relagao a (z,y)) se as condigbes seguintes sio verificadas:

(D1) Para cada y # 0 em F, existe x € E tal que (z,y) # 0;
(D2) Para cada = # 0 em E, existe y € F tal que (x,y) # C.

Exemplos: 1. Se F é um espago vectorial e E* o seu dual
algébrico (espago das formas lineares sobre E), define-se um sistema
dual (E, E*) em relagdo & forma bilinear canénica sobre E x E™:
(z,y) = y(z),Vz € E e Vy € E*. Com efeito, (D1) é verificada por
definicdo de forma linear # 0; quanto a (DZ) note-se que qualquer
T # 0 pertence a uma base de E e existe, portanto, y € E* tal que

y(z) =1#0.
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2. Um espago localmente convexo separado E e o seu dual topolé-
gico E' (espago das formas lineares continuas sobre E) constituem
um sistema dual (E, E') em relagéo A restri¢ido a E x E' da forma
bilinear canénica sobre E x E*: (z,y) = y(z) (D1} é verificada como
no caso anterior e (D2) resulta do teorema de Hahn-Banach (Corol.
de 1.5.2).

Note-se que se E nao é separado (D2) ndo é verificada e portanto
E e E' nao constituem um sistema dual no sentido que definimos.

Se (E,F) é um sistema dual, associando a cada y € F a forma
linear x — (z,y) sobre E, obtém-se uma aplicagdo linear de F' em E”
que é injectiva, em virtude de (D1), o que permite identificar F' com
um subespago de E*. Com esta identificagdo, tem-se (z,y) = y(z),
Vz € E eVy € F, isto é, a forma bilinear que define a dualidade
passa a ser a restri¢ao a £/ x F da forma bilinear candnica sobre E'x E*
(Exemplo 1). De modo andlogo, fazendo corresponder a cada z € E
a forma linear y — (z,y) sobre F, obtém-se uma aplicagao linear
E — F* que é injectiva em virtude de (D2) e permite identificar E
com um subespaco de F*; com tal identificagio tem-se (z,y) = =z(y),
Ve EeVy€F.

No que segue vamos usar muitas vezes estas identificagoes, que
consistem portanto em considerar cada um dos espagos de um sis-
tema dual (E,F) como espago de formas lineares sobre o outro.
Note-se ainda que em virtude da simetria de (E, F) as definicdes e
teoremas relativos a um dos espagos E, F convertem-se em definigoes
e teoremas relativos ao outro pela simples troca de E com F.

A. Topologias fracas

Considere-se um sistema dual (E, F); a menos fina das topolo-
gias sobre E que tornam continuas as formas lineares y € F (ou
seja as formas lineares £ — (z,y), y € F) chama-se topologia fraca
sobre E (definida pela dualidade) e representa-se por o(E, F). Do
mesmo modo se define a topologia fraca o(F, E) (é a menos fina das
topologias sobre F que tornam continuas as formas lineares z € E).
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As propriedades relativas as topologias fracas sao muitas vezes
indicadas com os qualificativos “fraco” ou “fracamente”. Assim z, —
0 fracamente em E significa que z; — 0 para a topologia o(E, F).

A cada y € F corresponde uma seminorma £ — |(z,y)| sobre
E e é facil ver que a topologia fraca o(E, F) é idéntica a topologia
localmente convexa sobre E definida por estas seminormas. Desta
propriedade resulta imediatamente que o (E, F') é idéntica a topologia
da convergéncia pontual (E como subespago de F*) ou, o que dé
no mesmo, o(E,F) é a topologia induzida em E pela do espago
produto K¥. Como esta topologia é separada segue-se que o(E, F)
é também separada. Pode-se também obter esta propriedade como
consequéncia directa de (D2): para cada z # 0 existe y € F tal que
|{z,y)| # O (a seminorma definida por y néo se anula em z).

Observacoes: 1. Se E é um e.l.c. separado, a topologia fraca
o(E, E') é menos fina que a topologia de E. A topologia fraca sobre
E' = L(E,K) é a topologia da convergéncia pontual e o mesmo
acontece, claro, com o(E’, E), tomando E como espago de formas
lineares sobre E' (z; — O fracamente em E sse Vu € E', z;(u) =
u(z;) — 0).

2. Se E é um espago vectorial, o(E, E*) torna continuas todas as
formas lineares sobre E, de modo que E* é o dual topolégico de E
munido de o(E, E*).

3. Se (E,F) é um sistema dual e F} é subespago de F' em dua-
lidade com E relativamente 3 restrigdo de (z,y) a E x Fj, vé-se

imediatamente que o(E, Fy) é menos fina que o(E,F) e o(F},E) é
a topologia induzida em F, por o(F, E).

2.3.1 Teorema. Se (E,F) é um sistema dual, uma forma linear
¢ sobre E é continua para o(E,F) sse o € F (ou seja, sse existe
y € F tal que p(z) = (z,y), Ve € E).

Isto significa que F é o dual topolégico de E[o(E, F)] e também
(trocando E com F) que E é o dual topolégico de Flo(F, E)]. Por
outras palavras, cada um dos espagos de um sistema dual qualquer
é o dual topoldgico do outro com a respectiva topologia fraca.
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Dem.: Da defini¢ho resulta imediatamente que se o € F, ¢ é
fracamente continua. Inversamente, se  é continua para o(F, F) de
1.4.1 d) resulta que existem y1,...,y, € F e M > 0 tais que

lo(z)] < M sup |yj(z)|], VzekE.

1<ise

Tem-se assim p(z) = 0, quando y;(z) = ... = y,(z) = 0. Vamos
ver que isto implica que ¢ é combinagdo linear de yi,...,y, e que,
portanto, ¢ € F. Pode-se supor sem perda de generalidade que
as formas y,...,y, sao linearmente independentes. Considere-se a
aplicagdo linear ¢: E — KP*! assim definida:

$(2) = (11(2), - vp(2), () -

¢ nao é sobrejectiva, pois de contrério existiria z € F tal que y;(z) =

.= Y(xz) = 0 e p(z) = 1, 0 que é contra a hipétese. Existe
entdo um hiperplano de K**! que contém ¢(E). Este hiperplano é
representado por uma equagao da forma oy &1 + ... + apt1 &p1 = O,
em que ay,...,0py1 € K e nao sao todos nulos. Assim, tem-se, para
cada z € E, oy y1(x) + ... + 0 Yp(2) + apt1 0(z) = 0, 0 que mostra
que Y1, ...,Yp, P sao linearmente dependentes. m

Tem-se como consequéncias deste teorema

Corolario 1. Se (E, F) é um sistema dual e F; é um subespaco
préprio de F em dualidade com E (para a restricdo de (z,y) a Ex Fy),
o(E, Fy) é estritamente menos fina que o(E,F). »

Com efeito o (F, F;) é menos fina que o(E, F) (Obs. 3) e se fosse
igual, ter-se-ia F; = F.

Coroldrio 2. Se F é um e.l.c. separado, uma forma linear u
sobre E' é continua para o(E', E) sse é definida por um elemento de
E (ou seja, sse existe z € E tal que u(p) = p(z), Vo € E'). n
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Note-se que do teorema anterior também resulta que uma forma
linear sobre um e.l.c. separado F é continua sse é fracamente conti-
nua, mas isto é consequéncia imediata da definigao de topologia fraca,
(Obs. 1).

Tem-se ainda o seguinte resultado:

2.3.2 Teorema. Se E é um espaco localmente convexo separadc
um conjunto convexo A C E é fechado sse é fracamente fechado.

Resulta imediatamente do que precede e da observagao ao Corol.
de 1.5.5.

B. Polares

Se (E,F) é um sistema dual e A C E, chama-se polar de A e
representa-se por A° o conjunto dos y € F' que verificam a relagao
{z,y)| < 1, Vz € A. De modo andlogo se define o polar de uma
parte A de F'. Da definigdo resultam imediatamente as propriedades
seguintes:

1) AC B= A° > B°;
2) Se X é um escalar # 0, (AA4)° = A71A°%;
3) Se (4;) é uma familia de partes de E, (U; 4:)° = N; 4;.

Da definicido resulta também que, para cada z € E, {z}° é a
bola fechada de raio 1 para a seminorma y — |(z,y)| sobre F e é,
portanto, um conjunto absolutamente convexo e fracamente fechado
em F.

Em geral:

7

4) Para qualquer A C E, A° é absolutamente convexo e fraca-
mente fechado em F.

Pois, em virtude de 3), A° = MNc4{z}".
Chama-se bipolar de um conjunto A C E, ao conjunto A°° =
(A°)° (ou seja, o polar do polar de A). Vé-se imediatamente que

AC A .



SISTEMAS DUAIS. TOPOLOGIAS FRACAS 87

2.3.3 Teorema dos bipolares. Se (E,F) é um sistema dual,
para qualquer parte nao vazia A de E, A°® é o envdlucro absoluta-
mente convexo fechado para o(E, F) de A.

Dem.: Designemos por A' o envélucro absolutamente convexo
fracamente fechado de A em E. De 4) resulta imediatamente que
A' C A°°. Resta entdo provar que A°° C A' ou, o que é equivalente,
que para cada zo € E, o ¢ A' = zy ¢ A°. Ora se 2o ¢ A,
em virtude de 1.5.5 existe em F um hiperplano real H fracamente
fechado que separa zp e A'. Em virtude de 2.3.1, H é definido por
uma equacao da forma Rey(z) = Re(z,y) = 1, em que y € F, e
pode-se supor a forma linear y escolhida de modo que se verifiquem
as condigoes:

i) Re(zo,y) > 1;
ii) Re(z,y) < 1,Vz e A"

A cada z € A' pode-se associar um escalar w, tal que |w,| =1
e (z,y)| = ws(z,y) = Re{w, z,y); como w,z € A, visto que A’ é
equilibrado, de ii) vem |(z,y)| <1, donde se conclui que y& A’ C A°.
Mas em virtude de i), [(zo,y)| > 1 e, portanto, zo ¢ A°°. &

Corolario 1. Se A C E é absolutamente convexo, A°® é a
aderéncia de A para o(E,F); Se A C E é absolutamente convexo e
fechado para o(E,F), A = A. =

Corolario 2. Se (A;) é uma familia de conjuntos absolutamente
convexos fracamente fechados em E, ((; Ai)° é o envdlucro absolu-
tamente convexo e fracamente fechado em F de |J; A;. »

Tem-se, com efeito, M; 4; = ; A° = (U; A?)° em virtude de 3),
donde (N; A:)° = (U; A7)°°.

Se (E, F) ¢ um sistema dual, dois elementos z € E ey € F dizem-
-se ortogonais se (z,y)=0. Se M C E, o conjunto {y € F: (z,y) =0,
Vz € M} é um subespago de F que se chama ortogonal de M e se
representa por M.

Se M é um subespaco de E, tem-se M* = M° e, portanto, M+
é um subespaco de F fracamente fechado. Com efeito, é ébvio que
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Mt c M, inversamente, se y € M°, tem-se Vz € M e para qual-
quer inteiro n > 0, |(nz,y)| < 1 ou [(z,y)| < L donde, dada a
arbitrariedade de n, (z, y) = 0 0 que prova que y € M*.

Assim, de 2.3.3, corolério 1, resulta:

Se M é subespago de E, o biortogonal M+ é a aderéncia de
M para o(E,F); se M é subespago de E fechado para o(E,F),
M = ML,

C. Transposta de uma aplicacio linear

Se E e E) sao espagos vectoriais e f: E — Ej é linear, associando
a cada forma linear u: E, — K a forma linear u o f: E — K obtém-
-se uma aplicagdo linear *f : E} — E* que se chama transposta de

f:
(1) “flu) =uof
ou, mais explicitamente,

(2) ‘flu)(z) = u[f(z)], VzeE e Vue Ej .

2.3.4 Teorema. Se (E,F) e (E,, F,) sao sistemas duais, para
qualquer aplicagdo linear f: E — Ey sio equivalentes:

a) 'f(Fy) C F ou seja, para caday € F,yo f € F;
b) f é fracamente continua, isto é, é continua para as topologias
fracas o(E,F) e o(E, Fy).

Dem.: b)=>a). Com efeito, se f é fracamente continua, como
cada y € F; é fracamente continuo o mesmo acontece com yo f e,
portanto, y o f € F em virtude de 2.3.1; a)=>b). Se a) se verifica,
de (2) deduz-se que, para cada ye€ Fyecadaz e E:

(3) (f(=),w) = (=, f(y)) .

Assim se uma rede z, — 0 fracamente em E, f{z;) — O fraca-
mente em F;. n
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Notemos agora que a condigio a) significa que a restri¢ao de'f a
Fy é uma aplicagio linear de F; em F; esta aplicagao chama-se trans-
posta de f em relagéo as dualidades (E, F) e (Ey, F}) e representa-se
também por *f se nao houver risco de confusao.

Vé-se assim que a transposta de uma aplica¢do linear f: E — E,
em relagdo a dualidades (E, F) e (Ey, F}) existe sse f é fracamente
continua. Note-se ainda que 'f é definida por (3).

Tem-se, como consequéncia de 2.3.4:

Corolario. Se E e E, sao espag¢os localmente convexos sepa-
rados, qualquer aplicacao linear continua f: E — E, é fracamente
continua e tem portanto transposta®f: E; — E'. u

Com efeito neste caso a) verifica-se, pois que se y: E; — K ¢é
uma forma linear continua o mesmo acontece com yo f: E — K.

No teorema que segue consideram-se sistemas duais (E,F),
(E1, Fy), (Eq, Fy) e aplicagGes lineares f: E — Ey, g: E; — Ey,
fracamente continuas.

2.3.5 Teorema.

&

) 'f: Fy — F é fracamente continua e ‘(*f) = f;

b) (g0 f) ='f o';

c) Para qualquer A C E, f(A)° ="*f"1(A°);

d) Para qualquer A C El, absolutamente convexo e fracamente

fechado, tf(A°) = |f~*(A)]° (a aderéncia tomada em relagdo a
o(F,E)).
e) Ker(*f) = (Im f)* e Im(tf) = (Ker f)*
Dem.: a) Tomando uma rede y; — 0 fracamente em F}, tem-se,
para qualquer z € E, (z,'f(y;)) = (f(z),y;) — 0, o que mostra

que *f(y;) — O fracamente em F e que, portanto, *f é fracamente
continua. Assim, *(*f) existe e é 6bvio que coincide com f.

b) E imediato.

c) Se y € f(A)° tem-se, para qualquer z € A, |(f(z),y)| <1 ou
l{z,tf(y))| < 1 e, portanto, tf(y) € A° ousejay € *f71(A°). De
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modo andlogo se vé que y € 'f71(4°) = y € f(4°).

d) Tem-se em virtude de ¢) e a) *f(4°)° = f71(4°°) = f~!(A)
visto que, sendo A absolutamente convexo e fracamente fechado,
A = A*°. Da relagio anterior vem *f(A4°)°° = f~1(A4)° ou seja, visto
que ' f(A°) é absolutamente convexo, tf(A°) = [f~1(4)]°.

e) £ consequéncia imediata de ¢) e d).

2.4 — Topologias de convergéncia uniforme numa dualidade

No que se segue considera-se um sistema dual (E, F) de espagos
vectoriais e designa-se por E, (resp. F,) o espago E (resp. F') com
a topologia fraca ¢(E,F) (resp. o(F,E)). Como vimos, 2.3.1, F
identifica-se com o dual de F, e F com o dual de F,

F = (B,) = L(E,,K), E=(F,) =L(F,,K).

Assim, a cada conjunto M de partes de E fracamente limitadas
corresponde uma topologia 7y sobre F (topologia da convergéncia
uniforme nos conjuntos M € M); como vimos em 2.1 esta topologia
é localmente convexa e é definida pelas seminormas | - |ps:

(1) Iy|M=Sé1AI;'<$,y)!, MeMeyeF.

A topologia fraca o(E, F) é uma destas topologias, justamente
a da convergéncia simples. De modo andlogo a cada conjunto M
de partes de F' fracamente limitadas corresponde uma topologia 7y
sobre E = (Fy)'.

Em muitas questdes interessa considerar o sistema dual (E, E")
formado por um espaco localmente convexo E separado e o seu dual
E'; neste caso tem-se E' = (E,)', E = (E.,)', havendo a considerar
topologias 7y sobre E' (resp. sobre E) em que M é um conjunto de
partes de E (resp. E') fracamente limitadas. H4 aqui no entanto que
distinguir cuidadosamente as propriedades que se referem a topolo-
gia dada em FE, que se chama também topologia inicial, das que se
referem & topologia fraca ¢(E, E'). No entanto, como se verd adi-
ante, os conjuntos limitados sao os mesmos para as duas topologias.
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Note-se ainda que um sistema dual de espagos vectoriais (E, F) se
reduz a este caso, tomando para topologia inicial a topologia fraca
o(E,F).

No estudo que vamos fazer vamos aplicar os resultados de 2.2, mas
convém reformular alguns deles. Nesta ordem de ideias notemos ji
que, dados um sistema dual (E, F) e um conjunto M de partes de E
fracamente limitadas, para cada M € M o polar M”° é a bola de raio
1 relativa & seminorma | - |as:

M° = {y € F: sup |(z,y)] < 1}
zeM

e é, portanto, vizinhanga de zero para a topologia 7y sobre F.
Tem-se, além disso:

2.4.1 Teorema. Se M ¢ filtrante a direita para a relacao C
e é invariante para as homotetias positivas (isto 6, M € M e p >0
= pM € M), os polares dos conjuntos de M formam um sistema
fundamental de vizinhangas de zero em F(ry).

Dem.: Como M é filtrante a direita para a relagdo C o mesmo
acontece com o conjunto das seminormas | - vy M € M, para a
relagao <. Assim, as bolas relativas a estas seminormas, ou seja, os
conjuntos pM®, p > 0 e M € M, formam um sistema fundamental
de vizinhangas de zero para 7y, mas dada a invaridncia de M com as
homotetias positivas, cada uma destas bolas é o polar de um conjunto

de M: (pM°) = (p7'M)°. u

Observactes: 1. Se M nao verifica as condigtes do teorema
pode-se substitui-lo por outro conjunto que as verifica e produz a
mesma. topologia sobre F'; por exemplo, o conjunto M' das reunioes
finitas de homotéticos de razao > 0 de conjuntos de M.

2. Os polares das partes finitas de £ constituem um sistema fun-
damental de vizinhangas de zero para a topologia fraca o(F, E).

Como vimos em 2.2.7 h§ diferentes modos (equivalentes) de ex-
primir que um conjunto ¢ C F = (E,)' é limitado para uma topologia
Ty, designadamente: :
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- ¢ é uniformemente limitado sobre cada M € M, ou seja, VM e M
dp > 0, tal que [{(z,u)| < p,Vz € M e Vu € ¢;

- Para cada vizinhanga V de zero em K, N, u"'(V) absorve
todos os conjuntos de M.

A tltima condigao pode simplificar-se por meio da nogao de polar.
Para isso note-se que ela é verificada para qualquer vizinhanca V se
o for quando V' é a bola de raio 1 do corpo K e, que neste casc, a
intersec¢do dos u™}(V) em que u percorre ¢ é o polar ¢°:

(2) Nu(V)=¢" se V={teKk=[g<1}.

uc¢
Tem-se assim:

2.4.2 Teorema. Para qualquer ¢ C F sao equivalentes:
a) ¢ é limitado para 7 (*); '

b) O polar ¢° absorve todos os conjuntos de M. a

Observagao: Pode-se dar uma demonstragao directa deste teo-
rema sem recorrer a 2.2.7. Para isso, basta notar que ¢ é limitado
para 7y sse para cada M € M, M° absorve ¢ e que esta condigao é
equivalente a de M°°, e portanto M, ser absorvido por ¢°.

De 2.4.2 resulta

Corolério 1. ¢ C F = (E,)' é fracamente limitado sse o seu
polar ¢° é um tonel em E para a topologia fraca o(E,F). n

Para o caso da dualidade (E, E') em que E é um e.l.c. separado
e E' o seu dual, tem-se

Corolario 2. Se E é tonelado e M é um conjunto de partes limi-
tadas de F, todo o conjunto ¢ C E' fracamente limitado é limitado
para qualquer topologia 7y sobre E'. »

(*) M designa sempre, salvo outra indicagio, um conjunto de partes fracamente
limitadas de E ou de F conforme o caso.
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Basta ter em atengao (2.3.2) que todo o tonel em E, (isto é, para
a topologia fraca) é um tonel em E e portanto vizinhanga de zero.

Este corolario é caso particular do corolério 1 de 2.2.8. De 2.2.9
resulta:

2.4.3 Teorema. Se E é um e.l.c. separado, e M é um conjunto
de partes de E absolutamente convexas limitadas e sequencialmente
completas para a topologia fraca o(E, E'), todo o conjunto ¢ C E'
fracamente limitado é limitado na topologia 7y sobre E'. &

Como consequéncia:

Coroldrioc. Se E é um e.l.c. separado e quase-completo para a
topologia fraca o (E, E'), todo o conjunto ¢ C E' fracamente limitado
é limitado para qualquer topologia Ty. &

A. Partes equicontfnuas do dual. Teorema de Alaoglu-
-Bourbaki

Continuemos a ¢onsiderar um espago localmente convexo sepa-
rado F e o seu dual E'; as partes equicontinuas de E' referem-se a
topologia dada em E. De acordo com 2.2.11, um conjunto ¢ C E'
é equicontinuo sse é equicontinuo no ponto zero e, pela condigdo )
do mesmo teorema, ¢ é equicontinuo sse para cada vizinhanga V
de zero em K, ey u '(V) € vizinhanga de zero em E. Mas cabe
aqui uma observagao analoga 3 que conduziu ao teorema 2.4.2; basta
que a condigio anterior se verifique quando V é a bola de raio 1 do
corpo K e, como neste caso, ey v (V) = ¢°, tem-se (como caso
particular de 2.2.11):

2.4.4 Teorema. Para qualquer ¢ C E' sao equivalentes:
a) ¢ é equicontinuo;
b) ¢ é equicontinuo no ponto zero;

c) O polar ¢° é uma vizinhanga de zero em E. »

Como consequéncia de c) (cf. Coroldrio 1 de 2.2.11), toda a parte
equicontinua de E' é fracamente limitada.
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A reciproca é verdadeira no caso em que E é tonelado (Coroléric
2 de 2.2.11); tem-se, no entanto, o seguinte resultado mais preciso e
que caracteriza os espacos tonelados:

2.4.5 Teorema. Se E é um espago localmente convexo separado,
sao equivalentes:

1) E é tonelado;

2) Toda a parte do dual E' fracamente limitada é equicontinua.

Dem.: 1)=2), ja foi visto, é o Corolério 2 de 2.2.11.

2)=>1). Seja T um tonel de E; como T é absolutamente convexo
e fracamente fechado, do teorema dos bipolares resulta que T=T°° =
(T°)°; mas em virtude de 2.4.2, Corolario 1, T° é fracamente limitado
(em E') e, portanto, equicontinuo. Agora, de 2.4.4 c), segue-se que
T é vizinhanga de zero em E.n

Outra consequéncia importante de 2.4.4 ¢} é a seguinte:

2.4.6 Teorema. A topologia de um espago localmente con-
vexo separado E é idéntica a topologia da convergéncia uniforme
nas partes equicontinuas do seu dual E'.

Por outras palavras, no sistema dual (F, E') formado por um
e.l.c. separado e o seu dual, a topologia inicial de E é a topologia da
convergéncia uniforme nas partes equicontinuas de E'.

Dem.: Seja M o conjunto das partes equicontinuas de E'. Trata-
-se de provar que a topologia 7 dada em F é idéntica a topologia 7
sobre E (como dual de E!). Vé-se imediatamente que M verifica
as condigoes de 2.4.1 e que, portanto, os polares M° dos conjuntos
M € M formam um sistema fundamental de vizinhangas de zero
para 7n. Ora de 2.4.4 c) resulta que cada um dos M° é vizinhanga
de zero para 7; assim 7 é mais fina que 7y. Inversamente, seja V
uma vizinhanca de zero para 7 absolutamente convexa e fechada: V'
é fracamente fechada e portanto (teorema dos bipolares) V°° = V|,
mas entao V° é parte equicontinua de E' (2.4.4 c)} e por consequéncia

V é vizinhanga de zero para 7y. ®
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Vamos agora estabelecer outro resultado importante:

2.4.7 Teorema (Alaoglu-Bourbaki). Se E é um espago local-
mente convexo separado, toda a parte equicontinua ¢ do dual E' é
relativamente compacta para a topologia fraca o(E', E).

Dem.: Considere-se o espaco K¥ com a topologia da convergén-
cia simples, que é idéntico ao espago produto [l,cg K., K, = K,
Vz € E. O dual E' com a topologia fraca é subespago (topolégico)
de KE e, como vimos, em 2.1.7 (12 Teorema de Ascoli) a aderéncia
de ¢ para o(E', E), é idéntica a aderéncia $ de ¢ em K%. Por outro
lado, sendo ¢ equicontinuo é limitado para o(E',E) e, portanto,
limitado no espaco KE. Assim, para cada = € E, o conjunto ¢(z) =
{y(z): y € E} (projecgdo de ¢ no factor K, = K) ¢ limitado e por
consequéncia relativamente compacto em K.

Agora, de ¢ C [L,eg #(z), vem ¢ C [I ez ¢(x), e como [Iocp #(z) é
compacto (por ser produto de compactos) segue-se que ¢ é compacto
em KZ e também em E' para o(E',E). u

Deste teorema e'de 2.4.5 resulta que, se E é tonelado e separado,
para qualquer ¢ C E' sdao equivalentes: ¢ é equicontinuo, ¢ é limitado
para a topologia fraca, ¢ é relativamente fracamente compacto.

Pode-se agora demonstrar o seguinte resultado que anuncidmos
no inicio:

2.4.8 Teorema. Se E é um espaco localmente convexo separado,
para qualquer conjunto M C E sao equivalentes:

a) M é limitado;
b) M é fracamente limitado.

Dem.: K ébvio que a)=b). Vejamos a reciproca b)=>a). Seja
M o conjunto das partes equicontinuas de E'. Como vimos em
2.4.6, a topologia inicial de E é idéntica a 7) e, portanto, a 7y, em
que M' é formado pelos envélucros absolutamente convexos fecha-
dos para o(E', E) dos conjuntos de M. Em virtude do teorema de
Alaoglu-Bourbaki os conjuntos de M' sdo compactos para o(E',E)
e, portanto, completos para esta topologia e cai-se entao no Teorema
243.n
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B. Topologias compativeis com uma dualidade. Teorema
de Mackey-Arens

Considere-se um sistema dual (E, F). Uma topologia localmente
convexa separada 7 sobre E diz-se compativel com a dualidade se F
é idéntico ao dual de E(r), F = (E(r))', ou seja, uma forma linear
sobre E é continua para 7 sse pertence a F. De modo anélogo, uma
topologia localmente convexa separada r sobre F' é compativel com
a dualidade (E, F) se E = (F(r))'.

As topologias fracas o(E,F) e o(F, E) sao compativeis com a
dualidade (E, F).

Se E é um espago localmente convexo separado, a topologia inicial
de E é compativel com a dualidade (E, E'), como é 6bvio. Note-se
ainda que da defini¢ao da topologia fraca resulta imediatamente que
dado um sistema dual (E, F), o(E, F) (resp. o(F, E)) é a menos fina
das topologias localmente convexas separadas sobre E (resp. sobre
F) que sdo compativeis com a dualidade.

As topologias compativeis com uma dualidade sdo caracterizadas
pelo seguinte teorema que se deve a Mackey e Arens:

2.4.9 Teorema (Mackey-Arens). Seja (E,F) um sistema dual.
Para qualquer topologia localmente convexa 7 sobre E sio equiva-
lentes:

a) 7 é compativel com a dualidade (E, F);

b) Existe uma cobertura M de F formada de conjuntos absoluta-
mente convexos e fracamente compactos tal que 7 = 7y.

Por outras palavras, uma topologia localmente convexa r sobre
E é compativel com a dualidade sse é a topologia da convergéncia
uniforme sobre partes de F absolutamente convexas e fracamente
compactas que cobrem F.

Dem.: a)=>b). Se 7 é compativel com (E, F), tem-se F = (E{r))'
e de 2.4.6 resulta que 7 é a topologia da convergéncia uniforme nas
partes equicontinuas de F (como dual de E(7)) e, também, sobre
os seus envélucros absolutamente convexos e fracamente fechados,
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os quais constituem uma cobertura M nas condicées de b). Para
isso, basta ter em conta que o envélucro absolutamente convexo
fechado de um conjunto C F equicontinuo é equicontinuo (verificagao
facil) e é, portanto, fracamente compacto, em virtude do teorema de
Alaoglu-Bourbaki.

b)=-a). Trata-se de provar que se M é um conjunto de partes
de F nas condi¢oes de b), 7y é compativel com a dualidade. Basta
considerar o caso em que M é o conjunto N de todas as partes de F'
absolutamente convexas e fracamente compactas. Pois sendo assim,
qualquer das topologias 7y nas condigoes de b) é menos fina que 7y
e como é mais fina que o(E, F') também é compativel com (E, F).

Antes de prosseguir, vejamos que N estd nas condigoes de 2.4.1,
ou seja, é invariante para as homotetias (0 que é 6bvio) e é filtrante
a direita.

Para estabelecer esta tltima propriedade, vamos provar que se A
e B sao conjuntos absolutamente convexos e compactos num e.l.c.
qualquer F, o mesmo acontece com ac(A U B); claro que ac(A U B)
é absolutamente convexo, bastando entdo provar que é compacto.
Considere-se o conjunto A = {(a,0) € K x K : |a| + |8] < 1}
(A é compacto de R? como é ébvio) e seja ¢: FXFXKx K — F,
assim definida: ¢(z,y, @, 8) = az+fy; ¢ é continua, e como ac(AUB)
=¢{A x B x A) e A x B x A é compacto, segue-se que ac(A U B)
é compacto. Nestas condi¢oes, de acordo com 2.4.1, os polares N°
dos conjuntos N € N constituem um sistema fundamental de vizi-
nhangas de zero para a topologia 7y (sobre E).

Passemos & prova de que 7y é compativel com a dualidade. Seja
Fy o dual de E(7y); é ébvio que F C Fy (pois o(E, F) é menos fina
que 7y) e tudo se reduz entao a provar que F; C F. Considere-
-se a dualidade, (E, F}). Se u € Fj, o polar {u}° nesta dualidade é
uma vizinhanga de zero para 7, visto {u} ser equicontinuo (teorema
2.4.6), e contém portanto o polar N° dum conjunto N € N. Assim,
tem-se (considerando sempre a dualidade (F, Fy)) {u}°® C N°° e
como u € {u}°°, basta provar que N°° C F. Ora N°° = N, para
a topologia o(F}, E), mas como N é compacto para o(F, E) e esta
topologia (sobre F) ¢é induzida por o(F;,E), N é compacto para
o(Fy,E), logo N = N e, portanto, N°° = N C F.»
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Dado um sistema dual (E, F) chama-se topologia de Mackey sobre
E e representa-se por 7(E, F) a topologia da convergéncia uniforme
sobre o conjunto N de todas as partes de F' absolutamente convexas
e fracamente compactas. Do mesmo modo se define a topologia de
Mackey 7(F, E). Do teorema de Mackey-Arens resulta:

Corol4rio 1. A topologia de Mackey 7(E,F) é a mais fina das
topologias localmente convexas sobre E cémpativeis com a dualidade
(E,F).n

Como a topologia fraca o(E, F) é a menos fina compativel com
a dualidade, segue-se que uma topologia localmente convexa 6 sobre
E é compativel com a dualidade (E, F) sse

o(E,Fycocr(E,F).

Como todos os conjuntos compactos sao completos, de 2.4.3 e do
teorema de Mackey-Arens resulta o seguinte corolario que generaliza
2.4.8:

Corolario 2. Se (E,F) é um sistema dual, os conjuntos limi-
tados sao os mesmos para todas as topologias sobre E compativeis
com a dualidade. u

Note-se ainda que o mesmo acontece com os conjuntos absolu-
tamente convexos fechados e com os envélucros absolutamente con-
vexos fechados, mas isto é consequéncia da Obs. ao Corolario de
1.5.5.

2.5 - Topologias fortes. Bidual. Espacos semi-reflexivos e
reflexivos

A. Topologia forte

Considere-se um sistema dual (E, F). Chama-se topologia forte
sobre E (induzida pela dualidade) e representa-se por B(E,F) a
topologia da convergéncia uniforme sobre as partes de F fracamente
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limitadas (ou, o que d& no mesmo, limitadas para uma topologia
sobre F compativel com a dualidade). A topologia G(E, F) é entao
a mais fina das topologias 7y em que M é um conjunto de partes
de F fracamente limitadas. Define-se de modo analogo a topologia
B(F,E). O espago E (resp. F) com a topologia forte é por vezes
representado por Eg (resp. Fj).

As propriedades que se referem a topologia forte levam por vezes
a indicagao “forte” ou “fortemente”. '

Em geral a topologia forte B(E,F) (resp. 8(F,E)) nao é com-
pativel com a dualidade; ela serd compativel com a dualidade sse for
idéntica a topologia de Mackey 7(E, F') (resp. 7(F, E)).

Interessa especialmente considerar a dualidade (E, E') definida
por um espago localmente convexo separado E e o seu dual E'. A
topologia forte B(E', E) (sobre o dual) é idéntica & topologia da con-
vergéncia uniforme nas partes limitadas de E (teorema 2.4.8). O
dual E' com a topologia forte, ou seja Ej, é muitas vezes referido
como dual forte de E. Por sua vez a topologia forte 3(E, E') é mais
fina que a topologia de E (topologia inicial) podendo, no entanto, em
alguns casos coincidir com ela. Tem-se, para este efeito, o seguinte
teorema:

2.5.1 Teorema. Se E é um espago localmente convexo separado,
sao equivalentes:

a) A topologia forte B(E, E') é igual a topologia de E;
b) E é tonelado.

Dem.: b)=>a). E 6bvio se tivermos em conta que, sendo E
tonelado, toda a parte de E' fracamente limitada é equicontinua.

a)=-b). Suponhamos que se verifica a) e seja T um tonel de E;
entao T° é parte de E' fracamente limitada, visto que T = T°°.
Mas desta relagdo resulta também que T é vizinhanga de zero para
B(E,E') e portanto para a topologia de E, o que prova que E é
tonelado. m

Corolario. Se E é um espaco de Banach. a topologia de E é
idéntica a topologia forte 3(E.E') =
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B. Bidual

Dado um espago localmente convexo separado E, chama-se bidual
de E ao dual (sem topologia) do dual forte E} e representa-se por
E"; E" = (E})' é o espago vectorial das formas lineares sobre E' que
sao fortemente continuas.

Hé4 uma injecgdo linear canénica 1: E — E" que associa a cada
z € F a forma linear % sobre E' assim definida:

i(y) = y(z) = (z,y), VyckE'.

De facto Z (como se sabe do estudo da dualidade (E, E'))(*) é
continua para a topologia fraca o (E', E) e, portanto, para a topologia
forte B(E', E); logo Z € E". A linearidadedei e & =0 = z = 0, sdo
factos ja conhecidos.

Assim, pode-se identificar algebricamente E com um subespaco
de E", isto é, pode-se considerar £ C E" com z = %,Vz € E.

C. Espacos semi-reflexivos e reflexivos

Um espago localmente convexo separado E diz-se semi-reflexivo
se a injecgao candnica 1: £ — E" é sobrejectiva, ou seja, se é um
isomorfismo algébrico de E sobre E" (equivale a dizer que toda a
forma linear sobre E' fortemente continua é definida por um elemento
z € E ou ainda, o que dd no mesmo, toda a forma linear sobre
E' fortemente continua é fracamente continua). Neste caso pode-se
identificar algebricamente E com E".

Se, considerando E" com a topologia forte e E com a topologia
dada, ¢ é um isomorfismo vectorial topolégico de E sobre E", E diz-
-se reflexivo. Equivale a dizer que E é semi-reflexivo e que quando
se identifica E com E" a topologia de E coincide com a topologia

forte B(E",E') = B(E,E'"). Assim, de 2.5.1 vem imediatamente:

2.5.2 Teorema. Um espa¢o localmente convexo separado é
reflexivo sse é semi-reflexivo e tonelado. n

(*) Note-se que 7 é a forma linear com a qual se identifica z quando se considera
E 1dentificado com um subespago de (E')* (cf. 2.1).
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Corolario. Todo o espago de Banach semi-reflexivo é reflexivo. s

Adiante ver-se-a4 que isto é verdadeiro para o0s espagos nora-
dos. Assim, na teoria dos espagos normados nao se distingue espaco
reflexivo de espago semi-reflexivo.

Tem-se o seguinte teorema que caracteriza 0s espagos semi-refle-
Xivos:

2.5.3 Teorema. Se F é um espago localmente convexo separado,
sao equivalentes:
a) I é semi-reflexivo;

b) A topologia forte B(£', E) (sobre o dual) é compativel com a
dualidade;

c) O espaco E. que se obtém munindo E' com a topologia de
Mackey 7(E', E) é tonelado;

d) Todo o subconjunto de E limitado é relativamente compactc
para c(E,E');

e) E é quase completo para a topologia fraca o(E,E').
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