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Prefacio

Este volume foi escrito com base nas notas referentes a disciplina
de Analise Infinitesimal do primeiro ano das licenciaturas em Matematica
(ramo cientifico e do ensino), e por nés professada, durante alguns anos,
no Departamento de Mateméatica da FCUL . Para além dos tradicionais
temas abordados nas obras de andlise matematica a uma varidvel (limite
e continuidade, diferenciabilidade, integracao e primitivagdo, sucessoes
e séries de fungoes) introduziu-se um capitulo sobre desenvolvimentos
assintéticos, o que permite, ndo sé atacar os limites indeterminados mas
sobretudo, estruturar de forma sistemdtica a questao da convergéncia dos
integrais impréprios e das séries numéricas.

O livro é dirigido especialmente aos alunos do primeiro ano das
licenciaturas em Matematica e exigem-se alguns conhecimentos sobre a
teoria elementar dos conjuntos (o principio da indugao, por exemplo, é por
nés usado com alguma frequéncia) bem como alguns rudimentos de dlgebra
e anlise elementares (essencialmente, aquilo que se espera ter sido matéria
do ensino secundério).

Os numeros reais sdo introduzidos no capitulo primeiro de forma
axiomatica. E, na nossa opiniao, o processo mais direto de apresentar o
corpo R, quando se pretende evitar as elaboradas (e abstratas) construgoes
dos reais. No final do capitulo, sao dadas as nogoes bésicas sobre o corpo
dos niimeros complexos; destes se farda uso em algumas partes da exposicao.

No capitulo segundo, dedicado as sucessoes e séries numéricas, da-se
especial aten¢@o a nogao de sucessdo de Cauchy, como condigdo necesséria
e suficiente de convergéncia. Aqui apenas se apresentam as primeiras
definigoes e resultados gerais sobre as séries numéricas, deixando para mais
tarde, como foi ja referido, a questao central da convergéncia.

Nos capitulos terceiro e quarto sao estudadas a continuidade e dife-
renciabilidade das fungoes reais a uma variavel, e no capitulo quinto é feita



ii

a construgao do integral de Riemann em R. A primitivacao é apresentada
como secgao deste capitulo, na sequéncia do conceito de integral indefinido.
Com base na nogao de fungao de variacao limitada define-se “comprimento
de arco” de uma curva plana, o que nos permite apresentar uma definigao
rigorosa das fungoes trigonométricas e das suas inversas.

Na redacao do capitulo sexto, dedicado aos desenvolvimentos assin-
toticos, seguimos de perto os fasciculos da obra de Bourbaki sobre as
fungoes reais de varidavel real. A exposicao é ilustrada com inumeros
exemplos, tornando-se assim mais simples e acessivel.

Nos tltimos capitulos abordam-se as sucessoes e séries de fungoes
e apresenta-se uma introdugao classica das séries de Fourier. E com
especial relevo que se analisa a nogao de convergéncia uniforme; pretende-
-se que o aluno reconhega a importancia deste conceito, verificando como,
por exemplo, a continuidade e integrabilidade se conservam na passagem
ao limite uniforme. Trata-se, com efeito, de um conceito que estabelece
exemplarmente a transicao da anédlise classica para o estudo topolégico dos
espacos de funcoes, tema central da Andlise Funcional e, mais geralmente,
de toda a analise moderna.

Foram varias as pessoas, por entre colegas e alunos, que contribuiram
para o aperfeicoamento deste texto. Refiro, em particular, o meu
colega Miguel Ramos, o qual me acompanhou durante alguns anos na
lecionacao da disciplina de Anadlise Infinitesimal e cujas observagoes e co-
mentarios, sempre pertinentes, permitiram uma maior elegancia na redagao
matematica apresentada.

Finalmente, torna-se obrigatoria uma referéncia a Luis Trabucho, meu
colega e um dos editores desta colecao de textos. Foi o seu empenho
e entusiasmo que levaram & elaboragao deste volume, e foi ainda a sua
competéncia que permitiu superar algumas dificuldades técnicas surgidas
na compilagao do livro. E pois com grande satisfagao que aqui lhe exprimo
o meu reconhecimento.

Esperamos que estas notas, agora apresentadas em livro, possam ser de
alguma utilidade para todos aqueles que se interessam pelos fundamentos
da Anélise. Se assim for, sentir-nos-emos amplamente recompensados, e
serd com gratidao que evocaremos a memoria de Mestre Vicente Gongalves,
de quem tivemos o privilégio de ser discipulo e admirador.

Lisboa, Dezembro de 1996
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1. O Corpo dos Numeros Reais 1

O Corpo dos Numeros Reais

1.1. O Corpo R dos niimeros reais. Axiomatica.

O nosso ponto de partida é o conjunto Q dos nimeros racionais
no qual se admitem conhecidas todas as propriedades algébricas (como
corpo comutativo totalmente ordenado), bem como as usuais inclusoes,
N CZ C Q, em que N e Z representam os conjuntos dos niimeros naturais
e inteiros, respetivamente. Faremos aqui uma apresentacao axiomética (nao
construtiva) do conjunto R dos nimeros reais e mostramos em seguida que
Q C R a menos de um isomorfismo, isto é, Q deve ser isomorfo a um
subconjunto Q C R; exibiremos ainda uma representagao para os elementos
de R.

Seja dado um conjunto R, nao vazio, munido de duas operagoes, soma
e produto, representadas respetivamente por + e . tais que

(z,y) eRxR —z+yeR
(z,y) e RxR —zyeR

e de uma relagcao de ordem
T <y,

satisfazendo os seguintes grupos de axiomas:
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Al. R é um corpo comutativo, isto é,

1) z+@y+z2)=(x+y)+z Vr,y,z€R (associatividade
(12) z+y=y+=z Vr,yeR e comutatividade da soma)
(1.3) Existe um elemento 0 € R, dito zero, tal que

O+z=2z+0=z VzeR (elemento neutro da soma)
(1.4) Para todo o x € R, existe um elemento notado —z tal que

x4+ (—z)=(—2)+2=0 (elemento simétrico)
(1.5) z.(y.2) = (z.y).z Va,y,z2€ R (associatividade do produto)
(1.6) z.y=y.x Vr,yeR (comutatividade do produto)

(1.7) Existe um elemento 1 € R, 1 # 0, dito um ou elemento unitdrio, tal
quelz=zl=2 VzeR (elemento neutro do produto)

(1.8) Para todo o z € R,z # 0, existe um elemento notado x_l(ou%),

chamado inverso de x, tal que z.x ' =z Lz =1

(1.9) z.(y+2)=zy+z.2 Vr,y,z€R. (propriedade distributiva)

A2. R é um corpo totalmente ordenado, isto é,

(2.1) Vz,y e R, tem-se t <youy <z
(22) z=yseesésex<yey<u
(23) z<yey<z=uz<:z

(24) z<y=z+z2<y+z VzeR
(25) 0<2ze0<y=0<uzy.

OBSERVAQOES. 1. Se z,y,z € R | escreve-se usualmente xy por z.y,
x+y—+zporz+(y+z2) = (x+y)+zeaxyz por z.(y.z) = (z.y).2; escreve-se
ainda x —y por z+ (—y); se n € N, escreve-se nx por z + - - -+ x (n vezes),
2" por x...x (n vezes) e x~" por 71 ...x7! (n vezes) = (x71)"; enfim,
define-se 2° = 1, Vo € R,z # 0. E agora um simples exercicio mostrar que
™ = g™ g VYm,n € Z, Vr € R, v # 0.

2. Escreve-se y > z(z,y € R) se e 86 se ¢ < y. Dados dois elementos
x,y € R, usamos a notagdo x < y (< y > x) para significar que z < y e

A.3 R é um corpo arquimediano, isto é, satisfaz o axioma de Ar-
quimedes:

(3.1) Dados z,y € R tais que 0 < z e 0 < y , existe um natural n € N tal
que y < nx.
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Antes de estabelecermos o ultimo axioma, introduzimos algumas
definigoes necessarias.
Dados dois quaisquer elementos a,b € R tais que a < b, definimos intervalo
aberto de extremos a e b e representamos por Ja, bl ou (a, b) como o conjunto
dos elementos z € R compreendidos estritamente entre a e b:

la,b[={z € R:a <z < b}.
Analogamente, os conjuntos
Ja,b)={z€eR:a<x<b} e [a,b={zceR:a<x<b}

dizem-se intervalos semiabertos (resp. aberto em a, fechado em b e fechado
em a, aberto em b ). Sendo a < b, o conjunto

[a,0] ={z €eR:a <z <b}

diz-se o intervalo fechado de extremos a (extremo esquerdo) e b (extremo
direito). O ndmero real b — a representa a amplitude do intervalo.

A.4 R verifica o axioma do encaixe:

(4.1) Dada uma sucessao Iy = [ag,bol, [1 =[a1,b1],...,In =[an,bn],... de
intervalos fechados tais que Iy D Iy D --- D I, D ---, existe pelo
menos um real x € Rtal que a, < = < b, para todo o valor de
n=0,1,2,..., isto é (x)

T e mI"'

n&eNg

Da precedente axiomatica resultam facilmente os seguintes resultados
cuja demonstragao é deixada como exercicio:

1.
Sea<bec>0, entao ac < bc;
sea<bec>0,entdo ac < bc e ac”! <bc™!;
sea<bec<0, entao ac > bc .
2.
Sea; <bj,i=1,...,n, entao a1 + -+ an < by + -+ byp;
se 0 < a; < bt =1,...,n, entao ay...a, < by...b,, tendo-se a
igualdade sse a; = b;,7 =1,...,n ou entao b; = 0 para algum 1.

Em particular,

(*) Ny representa o conjunto dos inteiros ndo negativos : Ngo = {0,1,2,...}.
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3.
Se0<z<y, entao 0<a" <y", VneN; z"=0<=z=0.

Daqui resulta o seguinte resultado:

Sejam a € R,a > 0, e n € N; entao existe, no maximo, um real x > 0
tal que x™ = a.
0 : x1" = 22" = a, tem-
T < T = 1" < x" e

Com efeito, se existem z1 > 0 e x9
se necessariamente r; = x2 ja que 0
0< <2 = 23" < 21™.

Observe-se que Q satisfaz os axiomas A.1, A.2 e A.3 (Q é um corpo
comutativo, arquimediano, totalmente ordenado). No entanto, notaremos
que A.4 nao é satisfeito em Q; mostremos para isso a seguinte

>
<

1.1.1. Proposigao. Seja n um inteiro > 2; entdo, para todo o niumero
real A > 0, existe um unico real x > 0 tal que ™ = A.

Demonstragao. A unicidade foi j4 vista anteriormente. Mostremos agora
a existéncia para n = 2 (o caso geral é perfeitamente andlogo).

Tome-se A > 0 (j4 que o caso A = 0 é resolvido trivialmente por z = 0) e
construa-se a seguinte sucessao de intervalos encaixados. Ponha-se

b A+1
ap=0, bg=A+1 eseja cozw:;.

2 2
Se ¢p? = A, entdo x = ¢p.
Se cy? < A, faca-se a1 = cg, by = bo;
se co? > A, faca-se a1 = ag, by = ¢p .
Claro que by — a1 = bo;ao, a2 < A < b%  Considere-se entdo
c = M e proceda-se analogamente. Obtemos, obviamente, uma

sucessao de intervalos
[ao,bo] B} [al,bl] DD [an,bn] IDERE

bo — Qg A +1
em que b, — a, = 5 = o can? < A<b? n=012,....
Pelo axioma do encaixe existe pelo menos um x € ﬂ[an,bn], isto é,

0<a, <x<b, <A+1, e portanto

an? <22 <b,% n=0,1,2,....

Assim, A e z? pertencem a todos os intervalos [a,2,b,%] (n=0,1,2,...).
Mas
(A+1)?

2n—1

A+1
on

b — an? = (by — an)(by + an) < (2(A+1)) =
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o que implica que existe um tnico elemento pertencente a todos os inter-
valos [a2,b2]; com efeito, se existem ' < y tais que a,? < ¥ < y < b,>,

n=20,1,2,..., vem

A+1)2
O<y—y/§bn2—an2§(2n;_l) n=12,...

e logo
2Ny —y) < (A+1)? n=12,...

0 que contraria o axioma de Arquimedes. Como A, z2 € m[an, by], resulta

n

agora que A = 22, m

O real z > 0 tal que 2™ = A, (A > 0,n € N) é representado usualmente
por VA ou AY7,

Corolario. Q nao verifica o axioma do encaize.

~ ~ . . p
Demonstracao. Basta observar que nao existe nenhum racional r = =
q

2
tal que p_2 = 2. Recordemos a demonstracao desta assergao.
q

Suponhamos por absurdo que existe um racional r = d (naturalmente

considera-se r na sua representacao reduzida, isto é, p e ¢ sao inteiros
2
. . p . p .
primos entre si) tal que — = 2. Resulta daqui que p* = 2¢> ¢ um inteiro

par e logo p terad de ser par: p = 2k, k inteiro. Mas entao,

4k
_ ; 2 _ 912
— =2, ouseja ¢ =2k
q
o que implica que ¢? é par, o mesmo sucedendo com ¢. Assim, p e g sdo
ambos inteiros pares o que contraria a hipotese inicial de p e ¢ serem primos
entre si. m

A apresentacdo axiomética dos niimeros reais ndo nos permite estabe-
lecer automaticamente uma relagao de inclusao de Q em R. Veja-se em
seguida como é possivel dar um significado matemético a inclusao, Q C R,
definindo uma aplicagao injetiva ¢ : Q — R tal que

A/—\

r+s)=@(r) +¢(s)
rs) = ¢(r).p(s)
s = p(r) <

| /\

¢ (s)
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Uma tal aplicagao ¢ diz-se um isomorfismo e permite-nos identificar Q com
»(Q) C R (considerados como corpos totalmente ordenados):

]
(Q7 +7 *) S) =~ (@(Q)? +7 b S)'
Comecemos por definir ¢ : Z — R, dada por

+ 1+ .-+ 1(nvezes)

P(=n) = (=1) + (=1) + - + (=1) (n vezes)

em que n € N e 1 é o elemento unitario de R. E elementar verificar que
@ realiza um isomorfismo entre Z e p(Z) C R, e escreve-se ¢(n) = n para
todoon € Z.

Mais geralmente, define-se ¢ : Q — R pondo

© (g) = o(p).¢(q) " =p.q~' paratodos p,q€Z(q#0)

e o leitor facilmente verificard que ¢ é injetiva e satisfaz (1), e logo realiza
um isomorfismo entre Q e ¢(Q) C R.

Como consequéncia da proposicao 1.1.1, sabemos ja que existem
nimeros reais que nao sao racionais. Aos elementos de R\ Q chamamos
nidmeros irracionais. Sio exemplos de nidmeros irracionais, v/2, o
ntmero m, o nimero e = lim(1 4+ 1/n)" (base dos logaritmos neperi-
anos), etc. Veremos adiante que os nimeros irracionais sdo “muito mais
numerosos” do que os racionais: o subconjunto dos irracionais tem uma
cardinalidade superior a de Q.

1.2. Representacdo dos reais. Poténcia de R.

E conhecida a representagao decimal dos nimeros racionais como
dizima finita ou infinita periddica. Uma representacao decimal para os
nimeros reais sera agora estabelecida.

Seja a € R, 0 < a < 1, e considere-se o o inteiro tal que

a1 <ald<ag+1 (2)

E claro que 0 < a7 < 9. Analogamente, tome-se g 0 inteiro tal que

as < a.10®> —a1.10 < ay + 1.
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Multiplicando (2) por 10, logo se percebe que 0 < as < 9. Mais geralmente,
sendo «,, o inteiro tal que

an < a.10" —a7.10" ! — .10 2 — o — 1,10 < @ + 1,

verifica-se ainda facilmente que 0 < a, < 9. Define-se entao a repre-
sentagdo decimal de a € [0, 1] pondo:

a=0,01a9...00...

Facilmente se reconhece que os inteiros ai,as,...,qy,,... sao, por cons-
trucdo, unicos. Seja agora a € R, a > 1. O axioma de Arquimedes garante
que existe um inteiro ay tal que ap < a < ag+ 1. Define-se a representacao
decimal de a como

a = op,0102...0n ...

em que 0,1 ...y, ... é a representagao decimal de a — .

Se a € R, a < 0, definimos a sua representacao decimal por
a = —Qp, X102 ...0,....

Designemos por A o conjunto das representagoes decimais

a = Q0p,0102...0n ...

comagEZea; €Z,0<a; <9(i =1,2,...), satisfazendo a condigao:

i) Nao se tem a, = a1 = - -- = 9 para um qualquer r > 1.

1.2.1. Proposigao. FExiste uma correspondéncia bijetiva entre A e R.

Demonstracao. Mostraremos que existe uma bijecao entre o conjunto
dos reais positivos RT e as representacoes decimais positivas A1, obtendo-
se entao o resultado da proposigao como consequéncia imediata. Pelo que
atras foi dito, fica definida uma aplicagao

@
R — A", acR" — ag,a100...0,... € AT,

dado que nunca se verifica a representacao ag,a; ...99...; caso contrario,
ter-se-ia ag, 1 ...0,:9...9 < a < ag,a1...(ar +1)0...0, (ndécimas) e
entao

1
O<a0,a1...(ar+1)—a<m, Vn >,

0 que contrariava o axioma de Arquimedes (porqué?).
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Reciprocamente, faca-se corresponder a cada representacao de A+, digamos,
Qp, X1 ... O, . .., (g > 0), a sucessao de intervalos encaixados

[ao, bo] D [a1,b1] D -+ D an,bn] D -
definidos por

apg = Qo
bOZOéo—i-l

a1 = ag + ap.1071

by =ap+ (a1 +1).1071

ap = Ap—1 + 0, 107" =
=ap+a1. 107 + - 4+, 107"

by = an-1 + (@, +1).107" =
=ap+a. 107+ + (@, +1).107"

Pelo axioma do encaixe, existe pelo menos um real a pertencente a todos
os intervalos; este elemento é necessariamente tnico, ja que, se existissem
a,a’ € R, a # a, tais que a, < a < a’ < b, para todo on = 0,1,...,
ter-se-ia

0<a —-—a<b,—a,=10"" paratodo n=0,1,...

contrariando o axioma de Arquimedes. Repare-se ainda que se tem
necessariamente a € [a,,b,[, Vn > 0; de fato, se a = b, para algum r,
obrigatoriamente se tinha a,4+1 = a,42 = ... = 9 0 que nao é admissivel

em A. Fica assim definida uma aplicacdo A =, R, e é agora simples
verificar que ®.¥ =idy e V.® = idr, 0 que termina a demonstragao. m
Estabelecemos agora uma relagao de ordem total em A:

Se A = ag,q1a...ap ... ¢ B = 06y,5182...0n ... sdo dois elementos de
A, com «g, By > 0, define-se A < B se

a) A+ B, isto é, a; # [3; para algum inteiro i > 0; b) sendo m o primeiro
inteiro em que o, # B entao a, < Gm-

Se ag < 0 < [y, entdo poe-se A < B.
Enfim, se aqg, By < 0, define-se A < B se —B < —A, em que
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—B=—-09,0102...0n...¢ —A=—ag,q1009...00, ....

Se a,b € R s@o os ntmeros reais associados pela anterior correspondéncia
bijetiva as representacoes A e B, facilmente se vé que (exercicio)

a<b<= A<B.

E sabido que o conjunto Q dos nidmeros racionais é um conjunto
numerdvel, isto é, tem a poténcia ou cardinalidade do conjunto N dos
naturais. Veremos adiante que R ndo é numerdvel: card (R)>card (IN).
Antes, contudo, introduzimos a nogao de valor absoluto de um niuimero real.

Para cada a € R, define-se valor absoluto ou mddulo de a, e representa-
-se por | a |, como

la|=a se a>0

|a|=—a se a<0

E elementar verificar as seguintes propriedades: para todo o par de reais a
eb

(i) [a]>0; |Jal=0 sse a=0
(i) la|=]-al; a<|al

(iii) lat+b|<la|+]b]

(iv) lab|=[allb]|

(v) la=bl=|la|=|b]] =]al—]0b]

A demonstragio resulta sem qualquer dificuldade da definicdo de valor
absoluto; observe-se que (v) se obtém como consequéncia de (iii); basta
observar que se pode escrever a = b+ (a — b)

Enfim, vé-se ainda sem dificuldade que

la|<r<= -r<a<r<a€]—rr] (r>0)

la|<r<= —r<a<r<=ac|[-nrr]

1.2.2. Proposicao. Os conjuntos R e ]0,1] sao equipotentes.
Demonstragdo. Considere-se a aplicagdo f :] — 1, 1[— R, definida por

oz
IEED

f(x)
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E claro que

r1 <0 <32 = f(71) <0< f(x2),
0<2 <xp <1= f(x1) < flx2),
—l<z <22 <0= f(x1) < f(22).

Logo f é uma aplicagao injetiva. Por outro lado, f é sobrejetiva: com efeito,

dado y € R e tomando z = %H €] —1,1[, vé-se que f(x) =y. Assim,
Yy
R e ] — 1,1] s@o equipotentes. Finalmente, observando que a aplicagio

g:]0,1[—] — 1,1[, definidapor g¢g(z) =2z —1
é bijetiva, tem-se o resultado. m

OBSERVAQAO. Da anterior proposi¢ao resulta, mais geralmente, que R é
equipotente a todo o intervalo aberto ]a,b[, (a < b); basta construir uma
aplicagao bijetiva entre os intervalos ]0,1[ e Ja,b[: ¢ €]0,1][— a +t (b — a)
(o leitor facilmente reconhecerd que se trata de uma bijegdo entre |0, 1] e
Ja, b]).

1.2.3. Proposicao. R nao € numerdvel.

Demonstracao. A demonstragao é feita por absurdo; supondo que existe
uma bije¢do ¢ : N —]0, 1] ter-se-4, utilizando a representacao decimal para
x €]0,1],

(p(l) = O, a11a12 ...QA1p - -
(p(2) = O, 21022 ...042n ...

e {o(1),9(2),...,0(n),...} =]0,1[. Construa-se agora
9 =0,61P2...Bn... €0,1]
do seguinte modo:

se 0 <ay; <5podese Py =7, seb<ap; <9 poe-se 1 =3
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se 0 < ap, <5 poe-se B, =7, seb<an, <9 poe-se G, =3

.

E claro que, por construgao, o numero 0,8102...08, ... nao é igual a
nenhum ¢(n), o que demonstra a proposigao. m

E particularmente importante a proposicao que em seguida demons-
tramos na medida em que nos dé ideia da reparticao dos nimeros racionais
no corpo R dos reais.

1.2.4. Proposicao. Sejam a e b dois numeros reais quaisquer tais que
a #b. Entdo entre a e b existe pelo menos um nimero racional.

Demonstragao. Suponha-se 0 < a < b e considerem-se as suas repre-
sentagoes decimais

Azao,alag...an... (§ Bzﬁo,ﬁlﬁgﬁn

Sendo A < B, seja m o primeiro inteiro em que se tem a,, < (G, € seja
n > m um inteiro em que o, # 9.
Considerando a representacgao

C=00,01...0m...... (a, +1)0...0...

vé -se imediatamente que A < C' < B. Mas o nimero real z associado a C' é
racional, e tem-se naturalmente a < x < b. Os outros casos demonstram-se
trivialmente passando de x a —x. m

1.2.5. Representagao geométrica dos reais. Cortes de Dedekind.

Sobre uma reta r fixemos um ponto O (origem) e a sua direita um
ponto U e associemos o niimero racional +1 & “medida” do segmento OU.
Todo o racional p/q > 0 serd entdo associado ao ponto X da reta de modo a
que o segmento OX seja comensurdvel com OU. Por simetria, associamos
os racionais negativos aos pontos a esquerda de O.

X< 0 +1 X >0

R -T o] u X

Figura 1.1

Reciprocamente, é inevitavel a seguinte questao: Todo o ponto X da reta
r representa um numero racional? ou o que é equivalente, todo o segmento
OX é comensuravel com OU?
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A resposta a esta questao foi dada pelos matemaéticos gregos da escola
Pitagdrica, que mostraram a existéncia de segmentos incomensuréveis (o
que traduz a existéncia de nimeros irracionais). Assim, nos Elementos de
Euclides, pode-se apreciar a notavel demonstracao (puramente geométrica)
de como a diagonal de um quadrado nao é comensuravel com o seu lado.

(6] 1 \/2
Figura 1.2

S6 muito mais tarde, no século XIX, se retoma e valoriza este resultado
quando Dedekind, Cantor e Weierstrass, em especial, controem rigorosa-
mente o corpo dos niimeros reais.

Cortes de Dedekind. A contrucao dos reais apresentada por Richard
Dedekind é particularmente abstracta. Veja-se resumidamente a ideia
central de Dedekind. Partindo do conjunto Q dos nimeros racionais,
Dedekind considera a familia dos pares (A4, B) de subconjuntos de Q que
satisfazem:

i) AUB=Q, ANB=10
i) v<y VreA VyeB.

Ao par (A, B), assim definido, chama-se Corte de Dedekind. Pode agora
dar-se o caso de existir um “maior” elemento ag € A (por exemplo,
A={reQ:2<1}, B={zx € Q:z > 1}), ou um “mais pequeno”
elemento by € B (porex., A={z€Q:2 <1}, B={xe€Q:z>1}),0u
ainda pode acontecer que nao exista nenhum elemento de Q = AU B que
separe A e B. Neste caso, diz Dedekind, o par (A, B) representa um nimero
irracional. Para Dedekind, o conjunto dos ntimeros reais é o conjunto dos
pares (A, B), cortes de Dedekind, no qual se introduzem as operagoes de
adicao e multiplicagao que o tornam um corpo arquimediano totalmente
ordenado satisfazendo o axioma do encaixe.

A terminar, podemos facilmente ver como todos os pontos da reta
representem geometricamente os niimeros racionais e irracionais.

M’ M”
0] 0] X

Figura 1.3
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Retomando a anterior representagdo geométrica (cf. Fig. 1.3), seja X um
ponto & direita de O tal que o segmento OX seja “incomensurével” (com
OU). Ora, todo o segmento comensuravel OM ou é um segmento OM’
contido em OX ou um um segmento OM” contendo OX; se 7’ e 7"’ sdo os
racionais associados as medidas de OM’ e OM" respetivamente, obtemos
naturalmente o corte de Dedekind (A’, A”) o qual determina o niimero
irracional a que é, por defini¢cdo, medida do segmento OX.
Reciprocamente, dado um irracional a € RT\Q, este serd medida de um
segmento OM ; com efeito, considerando todos os racionais 0 < 7/ < a <
estes sao medidas de segmentos OM’ e OM" que satisfazem

1. OM’'cOM”

2. V6 >0, existem segmentos OM’ e OM" de medidas 7’ e
r" respetivamente, tais que "’ — 1’ < 4.

Ora, sob estas condi¢oes, a existéncia de um tinico segmento OM contendo
todos os OM’ e contido em todos os OM" é aceite como um postulado
fundamental da geometria. Fica assim estabelecida uma correspondéncia
bijetiva entre o conjunto R dos ntimeros reais e os pontos de uma reta 7.
A reta assim definida chama-se reta real.

1.3. Majorar. Minorar.

Seja A C R um subconjunto de R nao vazio. Diz-se que M € R é um
majorante de A se

x < M, paratodoo =z € A.
Analogamente, m € R diz-se um minorante de A se
, paratodoo z € A.

m<x

O conjunto A diz-se majorado ou limitado superiormente (respeti-
vamente minorado ou limitado inferiormente) se admitir majorante
(respetivamente minorante). O conjunto A diz-se limitado se for majorado
e minorado, isto é:

m<x <M, paratodoo xz€ A

ou seja, A é um conjunto limitado se e s6 se A C [m, M]; é ainda um
exercicio elementar verificar que A é limitado se e s6 se

Existe C € R, C' >0, tal que |z |<C paratodo oz € A.
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1.3.1. Definicao. Seja A C R um subconjunto de R ndo vazio. Diz-se
que L € R € o supremo (ou limite superior) do conjunto A e escreve-se
L =sup A se:

i) x <L para todo ox € A (L é um majorante)
1) para todo o x € R tal que x < L, existe a € A tal que x < a < L.

Analogamente, | € R diz-se o infimo (ou limite inferior) de A e escreve-
sel =inf A se:

i') 1 <x para todo ox € A (I é um minorante)
i) para todo o x € R tal que l < x, existe a € A tal que l < a < z.

Repare-se que a defini¢ao de sup (resp. de inf) de um subconjunto A C R,
A # (), exige que A seja majorado (resp. minorado). Observe-se ainda
que o supremo, L = sup A (respetivamente o {nfimo, [ = inf A) se existe é
unico. Com efeito, se L' é ainda supremo de A e L’ < L, de i) resulta que
existe um elemento a € A tal que L' < a < L o que contraria a defini¢cao
de L' como supremo; do mesmo modo se vé que nao se pode ter L < L’ e
portanto L = L.

A proposigao seguinte déd um novo esclarecimento & no¢ao de supremo
(resp. infimo) de um conjunto.

1.3.2. Proposigao. O numero real L € o supremo de um conjunto A C R,
magjorado, se e sé se L € o menor dos majorantes de A.

O numero real | € o infimo do conjunto A, minorado, se e s sel € o maior
dos minorantes de A.

Demonstragcao. Da definicao, L = sup A se e s6 se L é majorante de A e
satisfaz a condicao 1), a qual significa exactamente que todo o real inferior
a L nao é majorante de A. Isto é, L = sup A se e s6 se L é o menor dos
majorantes de A. m

Assim,
L>z,Vxe A
L=supA <= e
L'>z,Vxre A= L >L

Do mesmo modo

[ <z, VxeA
l=infA <+ e
!'<z,Vze A=1<I

1.3.3. Exemplos.

1. O conjunto A = {x e R:1 <z <2} é evidentemente majorado e
minorado (logo limitado) e tem-se claramente sup A = 2, inf A = 1.
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2. O conjunto A = {x € Q : 2% < 2} é majorado: com efeito, se v/2 < ,
vem 2 < 22 e logo x ¢ A; assim V2>, Ve A (\/5 é um majorante
de A). Além disso, se z € R é tal que 0 < 2 < /2, existe sempre um
racional 7 tal que 0 < z < r < /2 e logo 72 < 2, isto é, r € A, o que
mostra que sup A = v/2.

3. Se A C R admite supremo, entdo —A = {—x : x € A} admite infimo e
inf (—A) = —sup(A).

Com efeito, se sup(A) = L, tem-se L > x, Vo € A e logo —x > —L,
isto é, —L é minorante de —A; além disso [ < —x =z < —[, Vx € A,
elogo L < —l ousejal < —L, o que mostra que —sup(A) = —L =
inf(—A).

Analogamente, se A admite infimo, —A admite supremo e
sup(—A) = —inf (A).

Vé-se assim que o supremo (resp. infimo) de um conjunto pode ou nao
pertencer ao conjunto. Se L = sup A € A, entdo L diz-se o mdzimo
do conjunto A, L = max A; analogamente, se | = infA € A, diz-se
que [ é o minitmo do conjunto A, [ = min A. Finalmente e pelo que
atrés foi dito, se A é um conjunto majorado, o conjunto dos majorantes
M ={m' e R:m' >z, Vo € A} é ndo vazio e

sup A = min M’.
Analogamente, se A é minorado,
inf A = max M",
sendo M" ={m"”" e R:m" <z, Yz € A} # 0, o conjunto dos minorantes.
E agora pertinente saber se todo o subconjunto A C R admite supremo

(resp. infimo). A resposta é dada no importante

1.3.4. Teorema (Principio do supremo e do infimo). Seja A C R
um subconjunto de R ndo vazio. Se A é majorado (resp. minorado), entio
admite supremo (resp. infimo).

Demonstra¢do. Sendo A nao vazio e majorado, escolham-se dois elemen-
tos, ag, bg € R tais que

— bp é majorante (z < by, Vr € A)
— existe pelo menos um x € A tal que a¢ < z.
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ag + bo

Fazendo ¢y = , tem-se, necessariamente, uma das duas alternativas:

r<cy VeeA

ou
co < x paraalgum =z € A.

No primeiro caso, poe-se a1 = ag, by = cp; no segundo a; = cg, by = by.
Em qualquer dos casos, obtém-se

bo — ao
lao,bo] D [a1,b1], bi—a1 = —5
ay + by
Recomeca-se 0 processo com ¢; = —

Repetindo sucessivamente o raciocinio, obtém-se uma sucessao de intervalos
encaixados

bo — ao

[ao, bo] D [a1,b1] D [az,b2] D -+ D fan,bn] D+ by —an g

que satisfazem as seguintes duas condigoes:

a)z<b, Vred
b) a, <z para algum x € A.

Pelo axioma do encaixe, existe pelo menos um elemento a € () [ay, by,]; este
elemento serd necessariamente tnico, dado que

a,a’ € ﬂ[an,bn] com a <a (porex.)
implicaria a, < a’ < a < b, e portanto

bo — ao

TR ouseja, (a—a")2" <by—ag, Yn=0,1,2,...

a—a <
0 que contrariava o axioma de Arquimedes.
Resulta agora facilmente que a é majorante de A: caso contrério, existiria
um x € A tal que a < x eentdo a, <a <z <b,,n=0,1,2,..., 0 que
contrariava a unicidade atréas establecida.
Finalmente, se o € R ¢é tal que z9 < a, nao se podera ter, pela mesma
razao, a, < xg,n = 0,1,2,...; portanto x¢g < a, para um certo a,. Mas
por b), existe x € A, a, < z, pelo que g < a, < & < a e portanto
a = sup A.
A demonstracao da existéncia de inf A (se A é minorado) resulta agora
facilmente, passando de A a —A (1.3.3. exemplo 3.). m
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Por extensao de linguagem, é usual escrever sup A = +00 para designar
os conjuntos nao majorados e inf A = —oo para os conjuntos nao minorados.
Todavia, os simbolos +00 e —oo podem ser definidos rigorosamente no
quadro matematico, ampliando o conjunto R com dois novos elementos e
introduzindo no novo conjunto

R =RU/{~0o0,+oo}
uma estrutura de ordem, definida do seguinte modo:

Dados z,y € R, define-se < y pondo

i) se x e y sdo nlimeros reais, z < y em R se e s6 se r < y em R.
i) —co <z <400, VzreR.

E facil verificar que se trata de uma relagao de ordem total em R (exercicio).

O novo conjunto ordenado designa-se por reta acabada.

Todo o conjunto A C R (e em particular A C R) é majorado e
minorado em R, (por +00 e —oco resp.). Se A ndo é majorado em R entdo
supA = +o00 (+oc é claramente o mais pequeno dos majorantes em R);
analogamente, se A ndo é minorado em R, inf A = —oco. O principio do
supremo e do infimo pode entao ser reformulado do seguinte modo:

Todo o subconjunto A C R tem supremo e infimo (em R); supA € R se e
s6 se A é majorado em R einf A € R se e sé se A € minorado em R.

Definem-se ainda naturalmente os intervalos ilimitados
[a,+c[={z€R:z>a}CR, [a,+0]={z€R:2>a}CR
Ja,+oo[={z€R:x>a} CR, Ja,+oo]={r€R:2>a}CR.

Enfim, ]—o0, +0o[ = R e [~00, +c] = R.

As operacoes algébricas + e . prolongam-se a R pondo,

T+ 00 =400 Vo €] — 00, +00]

T —00=—00 Va € [—o0, +oo[
x.(£00) = Fo0 Vz €]0, +o0]
x.(+0o0) = Foo YV € [—o00,0].

Pomos ainda,
T
— =0 V R.
Too HARS

OBSERVACQAO. Note-se que + e . nao sao operagoes bindrias definidas em
todo o R (por ex. ndo se d4 sentido a +o00+ (—o0)). As anteriores relagdes
sdo apenas convengdes que nos vao ser uteis, formalmente, no que se
segue.
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1.3.5. Desigualdades. As desigualdades desempenham um papel de-
terminante em qualquer nivel da andlise matematica. Frequentemente, o
importante no desenvolvimento de um raciocinio matematico é saber, nao
o valor exacto de uma dada “quantidade matemédtica” z, mas sim esti-
mar x, isto é, saber que x é < (ou > ) a um certo valor b (possivelmente
dependente de ).

Mostremos agora algumas desigualdades numéricas validas em R.

1. Sex € R étal que 1 4+ x > 0, entao
(1+2z)">14+nz, VneN (desigualdade de Bernoulli)
Para n = 1 o resultado é imediato; sendo vélido para n, tem-se para

n+1, (14+2)" ! = (1+2)".(1+2) > (14+nz).(14+2) = 1+nz+a+na? >
1+ (n+ 1)z

2. abgé(a2+b2), Va,b € R

A demonstracio é imediata, bastando observar que (a — b)? = a? +
b2 — 2ab > 0.

3. Para todo € > 0, existe Ce > 0 tal que

ab < ea® + C.b, (a,b € R)

b 52 1
Tomando 6 > 0, tem-se p01;22. ab = 5a3 < EaQ + 2—521)2 e a
1

desigualdade sai fazendo € = 5 eC, = 252"

1
(alag...an)l/"g—(a1+a2+...+an)7

3

(a; >0,i=1,...,n);
1
em particular, ab < E(a +b), (a,b>0).

A desigualdade é um corolério do seguinte resultado numérico:

Lema - Sejam x1,x2,...,T, reais positivos tais que x1xs...Ty, = 1.
Entao, tem-se
1 +x0+- -+ xTH >N
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Uma vez mais se utiliza a indugao matematica. Para n = 1 o
resultado sai trivialmente; supondo vélido o resultado para n, sejam
T1,T2,-..,Tn,Tntl, Feais positivos tais que

T1T2...TpnTnt1 = L.

Entao, ou todos os ntimeros sao iguais a 1 e logo a soma serd n + 1,
provando a desigualdade, ou pelos menos um niimero sera diferente da
unidade; mas entao deverao haver pelo menos dois reais diferentes de
1, sendo obrigatoriamente um deles > 1 e o outro < 1. Sem perda de
generalidade podemos supor x,, > 1 e z,41 < 1. Considerando agora
0s n numeros x1,xa,..., (TpTnt1), tem-se pela hipétese da indugio:
T1+ To+ -+ Tpxpye1 > n e logo,

1+ T2+ F Tpgl 2N — TpTptl + T + Tng1 =
=n+1l+z,(1—zp1)+zpy1 — 1=
=n+1+z,(1—2zp1)— (1 —2py1) =
=n+1+1—zp41)(xn—1)>n+1.
A demonstracdo da desigualdade enunciada em 4. é agora tarefa facil;

sejam com efeito a1, ag, . . ., a,, nimeros reais positivos, e consideremos
08 NUmeros

ai a2 Gnp,
Vajaz . ..a, Yaiaz...a,  Yaiaz...a,

Sendo estes nimeros positivos e o seu produto igual & unidade, vem

pelo lema:
ai a2 (227
+ B R e e— gl (
YVajaz ... an YVajas...an Yaias...ay
logo

1
(alaQ"'an)l/”gﬁ(a1+a2+"'+ﬂn)-

1.4. Funcodes reais de varidvel real. Propriedades gerais.
Uma funcao real de variavel real é uma aplicagao
f:D—R, DCR, z€D— f(z)€eR.

O subconjunto D C R diz-se o dominio de f. Assim, uma fungao f sé
estd definida se for dado o dominio D de f, e a lei que a cada = € D faz
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corresponder um elemento f(z) € R. O conjunto F' = f(D) designa-se por
conjunto imagem ou contradominio da funcao f.

E habitual representar geometricamente (ou graficamente) uma
dada funcao f : D — R num sistema de eixos cartesianos Oxy, onde
se exibe o grdfico da funcao, isto é, o conjunto de pontos do plano

G(f) ={(z.f(x)) : x € D} CR?.

Figura 1.4 f:]—3,-1[U]1,4[— R

1.4.1. Exemplos
1. As fungées f: R — R, definidas por
fl@)=mz+p (mpeR)

representam graficamente retas de declive m passando pelo ponto
(0,p). Dizem-se funcdes lineares.
As fungées P : R — R, P(z) = ag + a1z + -+ + a,2™, em que
ag, a1, ---,a, € R, n € Z, n > 0, dizem-se polinémios. Se a, # 0, P
diz-se um polinémio de grau n.
Se P e @ sao polinémios, a funggo R : D — R com dominio
D ={x € R: Q(z) # 0} e definida por

P(x)

Qz)’

chama-se funcao racional. Mais tarde veremos o bom comporta-

mento destas fungoes.

R(z) =

2. Seja f: D — R uma fungao real definida num dominio D, simétrico
em relacao a 0, isto é, x € D <= —x € D. A funcao f chama-se par
se

f(x) = f(-x), Ve € D
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e diz-se impar se
f(x) = —f(-x), Yz € D.

E claro que o grafico de uma fungao par é simétrico em relagao ao eixo
das ordenadas e o grafico de uma fungao impar é simétrico em relagao
a origem.

. As fungoes trigonométricas sin e tg sao aqui representadas graficamente
com dominios [—7/2,7/2] e |—7/2,7/2[, respetivamente.

0.5

NIDf === mmmmmmmmmmmmmm e m e o

-0.5

Figura 1.5
. Afuncio f: R— R

1 se >0
Sgn(z)=4¢ 0 se z=0
-1 se <0

designa-se por fung¢ao sinal e é evidentemente fungao impar.
A fungdo f : R — R, f(z) = |z|, é claramente uma fungio par e
facilmente se vé que x.Sgnz = |z|, Yz € R.

y

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 1.6
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5. Uma funcdo f: N — R, n — f(n) = u,, diz-se uma sucessdo real
ou uma sucessdo em R. As sucessoes desempenham, como se sabe,
um importante papel na Andlise. Algumas das suas propriedades serao
tratadas no capitulo seguinte.

6. Dada uma funcao f : D — R e um subconjunto £ C D do dominio, a
nova funcao
fil, :E—R

definida por
r€FE— f| (z) = f(z)

chama-se restrigcao de f a E.

1.4.2. Operagoes Algébricas. Consideremos f: D - Reg: F — R,
duas fungoes reais de varidvel real. Define-se a soma f + g como sendo a
funcao

f+9:DNE—R, z— (f+9)(@)=f(z)+g(x)
Analogamente se define f.g, f —g, | f |, f/g; repare-se contudo que

flg:DNEN{z:g(x)#0} — R, = — f(z)/g(x).

1.4.3. Fungoes Mondétonas. Seja f : D — R uma dada fungdo. Diz-se
que f é crescente (ou mondtona crescente) se

zyeD, z<y= f(x) <[y
A funcao f diz-se decrescente (ou mondtona decrescente) se
z,y €D, w<y= f(z)=f(y)

Sex,ye D, x <y = f(x) < f(y), f diz -se estritamente crescente.
De modo idéntico, se z,y € D, x < y = f(x) > f(y), [ diz -se
estritamente decrescente.

Enfim, f diz-se mondtona se for crescente ou decrescente.

OBSERVAQAO. E usual dizer-se que uma fungdo f é crescente (resp.
decrescente) numa parte A C D; isso significa rigorosamente, de acordo
com a defini¢ao dada, que a restricao f, € crescente (resp. decrescente).
Assim, por exemplo f:[0,27] — R, f(z) =sinz,
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Pi ) 3P Pi
2 2
Figura 1.7
nao é mondtona, mas f 0,7/2] ¢ mondétona crescente e f| /2, 37/2] é
) 3

monotona decrescente.

1.4.4. Composigao de fungoes. Fungao inversa.

Sejam f: D — R e g: E — R fungoes reais tais que g(E) C D; define-se
agora a funcao

feg:E—R, (fog)(z)=[f(g9(x)),

dita fun¢ao composta de f com g. Repare-se que a composicao f og
exige que a imagem ¢(FE) esteja contida no dominio de f. Assim, por
exemplo, a composi¢do de f :] — o00,1] — R, f(z) = /1—2z, com
g : R — R, g(z) = 22, ndo tem sentido, existindo no entanto f o § em

que § = g|(—1,1] ; tem-se (f o g) (z) = V1 — 22,

Seja agora f : D — R uma funcao tal que, para quaisquer x1,xe €
D, x1 # x2, se tem f(x1) # f(a2). A funcdo f diz-se entdo biunivoca ou
injetiva: para cada y € f(D) existe um tnico x € D tal que f(z) =y, o
que nos permite definir uma nova fungao

fTLiF=f(D) —R, [2)=y (= fly)=1)

A funcdo f~! recebe o nome de funcdo inversa de f e o seu dominio é
o contradominio de f. As fung¢bes que admitem inversa dizem-se também
invertiveis e estas sdo precisamente as funcgoes injetivas. Das defini¢oes
resulta ainda claramente que

f7Hf@) =2, VeeD e f(f7'(x) =2, Vo€ E=f(D),

ouseja flof=1Ipefof ' =1IgcomlIpe lg, as respetivas funcoes
identidade: Ip(z) =z, Ve € D, Ig(z) =z, Vo € E.

Sendo f uma funcdo invertivel, os graficos de f e f~! sdo simétricos em
relagao a reta y = x; basta observar que

(z,y) €G(f) @ y=f(z) & z=f""y) & (y,2) € G(f ).
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1.4.5. Supremo e Infimo de uma Fungao.

Seja f: D — R uma fungao real de varidvel real e A C D uma parte
nao vazia de D. Diz-se que f é majorada (resp. minorada) em A se o
conjunto f(A) é majorado (resp. minorado), isto é

IMeR: f(e) <M, VrxeA

(resp. dmeR : f(x) >m, Vze A).

A funcao f diz-se limitada em A se for majorada e minorada, ou seja, se
existem constantes m, M € R : m < f(z) < M, Vz € A, ou seja ainda

3C>0:| f(z) |<C, VreA

Pelo principio do supremo e do infimo, se f é majorada em A entao f(A)
admite supremo em R; chama-se supremo de f em A ao supremo de f(A):
sup f(x) = sup f(A) (escreve-se também sup f(z) ou apenas sup f).

z€A A A

Do mesmo modo zuelgf(:zr) = inf f(A) é o infimo de f em A (escreve-se
também ir}‘f f(x)).
Se f ndo é majorada (resp. minorada) escreve-se sup f(x) = +oo (resp.
ir)lff(x) = —00). !
Enfim, se ilelgf(x) € f(A) (resp. ;ggf(l') € f(A)) diz-se que f tem
méximo (resp. minimo) em A: ?émj(f(:c) ou m}xf (resp. :rﬂnég f(z) ou
rr}‘jn f).

Da defini¢ao de supremo e infimo de um conjunto, resulta agora:

1.4.6. Proposicao. O nimero real L € R € supremo de f em A se e s
se:

1)L > f(z), VaeA
2) para cada 6 > 0, existe x € A tal que f(x) > L — 4.

O namero real I € R € infimo de f em A se e sd se:

i< flz), Vxed
2’) para cada 6 > 0, existe v € A tal que f(x) <1+94.

O teorema seguinte resume algumas das propriedades do sup e inf de
fem R
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1.4.7. Teorema. Sejam f,g: D — R e B C A C D duas partes nao
vazias de D. Tem-se:

< :inf >
1) sgpf < Slj,p e lléf > ij I
2) sup(—f) = —inf f.
A A

1
1gf f

4) Se f(x) < g(z), Vx € A, entdosup f <supg; inff <infg.
A A A A

3) Se f(z) >0, Ve A, entdosup(l/f)=
A

5) sup(f +g) <supf+supg; inf(f+g)>inff+infg.
A A A A A A

6) Se f(x) >0 eg(x) >0 em A, entdo:
Sgp(fg) < sgpf) <Sgpg> ; mf(fg) > (ﬁf f) (lgfg)-

7) sup(f +g) >sup f+ iI}lf g, estando definido o segundo membro.
A A

8) Se f(x) >0 eg(x)>0em A,

sup(fg) > sup f. iI}‘f g, estando definido o sequndo membro.
A A

Demonstragdo. Apresentamos a demonstragao das trés primeiras alineas
deixando a demonstracao das restantes como exercicio. As desigualdades
e operacoes algébricas serdo tomadas em R tendo em conta as convencdes
atras referidas, no final de 1.3.4. A primeira parte de 1) resulta imediata-
mente da defini¢ao de supremo:

sup f > f(z) Ve€e A =>sup f > f(z) VzE€B,
A A

pelo que sup f > sup f. Do mesmo modo se vé a desigualdade respeitante
ao inf. Paflxra mostfarmos 2) observemos que irjf f < f(x) Vx € A, donde
- iI}‘ff > —f(z) e portanto — iI}‘ff > st:lp(—f). Por outro lado, sgp(—f) >
—f(x) Vo € A e portanto —sup(—f) < f(z) Vo € A o que implica, pela
defini¢do de inf| —sgp(— 1) AS igf f, establecendo-se a igualdade. A

demonstracao de 3) segue um caminho andlogo; note-se entretanto que,
sendo f(z) > 0 em A e podendo ter-se ir}‘f f =0, se convenciona, neste caso,

1/12ff = 4o00. Assim, igff < f(z) Vx € A pelo que 1/12ff > 1/f(x), e
portanto 1/i%ff > sup(1l/f); mas, sup(1/f) > 1/f(z) Vo € A ou seja
A A
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1/sup(1/f) < f(x) e logo 1/sup(1/f) < iI}‘ff, obtendo-se o resultado
A A

enunciado. Finalmente, observando que f = (f + g) — g, resulta de 2) e 5):
sup f < sup(f +g) + sup(—g) = sup(f +g) —infg
A A A A A

o que estabelece 7). A desigualdade 8) pode ser demonstrada de forma
semelhante. m

1.4.8. Exemplos

1. Mostre que a funcdo f : R — R, f(z) = 22.signz, é invertivel e
escreva a funcao inversa.

Mostraremos que a funcao f é mesmo estritamente crescente e logo,
em particular, injetiva. Com efeito, f pode escrever-se

f(@) = 2

2 se x>0
—x° se x<0

2?2 < y?ie. f(z) < f(y); do

e logo se vé que 0 < z < y =
y<0=0< -y < -2 = 3> < 2% ou
y) =

mesmo modo, z <

seja —x? = f(z) < f( —y?. Enfim, se z < 0 < y, é claro que
f(z) < f(0) < f(y) e f é estritamente crescente em R.

Escrevendo y = #? para z > 0 (< y > 0), daqui resulta = /y para
y > 0. Paraz <0, tem-se y = —2% < 0 e logo z = —/—y para y < 0.
A fungdo inversa de f escreve-se

Ve se x>0

—v—x se x<0

@) =

ou ainda
[ H(x) = signz.\/z.signx = sign x.\/|z|
2. Prove que a funcdo f : R — R, f(z) = 2% + 22 — 3, ndo é injetiva.
Mostre no entanto que g = f|j_o,—1] ¢ invertivel e escreva a inversa.

Escrevendo y = 22 4+ 2z — 3, a resolucdo do trinémio da-nos

rT1=—1—+4+y, z2=-14++44+y

e imediatamente se vé que para y > —4 existem dois valores z1 # 2
que fazem f(x1) = f(x2) = y, mostrando que f nao é injetiva.
Restringindo f aos z < —1, é claro que x = —1 — /4 + y ¢ o tinico real
tal que f(x) =y com y > —4; portanto, g = f|j_o,—1] é invertivel e

g Hz)=—-1—Va+u
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1
3. Mostre que a funcdo f :] — 1,1[— R, f(z) = ——, é minorada

V1—122’

mas nao é majorada.

Com efeito, a funcao é estritamente crescente em [0, 1] :
0<e<y=1-2>>1-y>= f(z) < f(y).

Como a funcao é par (f(—z) = f(x)), resulta que é decrescente em
]—1,0[:

~l<z<y<0 = 0<—y< -2 = f(y) < f(x).

E entdo claro que f(0) < f(z), Vo €] — 1,1] e a fungio f tem um

minimo no seu domfnio: min f = f(0) = 1.

Por outro lado, dado um qualquer M > 1, existe x €] — 1, 1] tal que
1

V1— 22

> M; com efeito, se x €] — 1,1]

1 1 1
SMesl1l-?<——<—=a2>1- ——

V1— 2z M2 M?

e basta escolher z tal que /1 —1/M? < x < 1 para se ter f(z) > M,
mostrando-se assim que f nao é majorada.

Dado que v/1 — 22 > 0, = €]—1, 1], poder-se-ia também usar o teorema
precedente para logo se obter :

1 1
supf=——— =400, inff=—-—+——=1
pf inf /1 — 22 ! sup V1 — z2

1.5. Introducao elementar dos niimeros complexos.

O estudo introdutério da Andlise Infinitesimal que nos propomos
apresentar assenta essencialmente na estrutura do corpo R dos nimeros
reais. No entanto, ser-nos-ao uteis, sobretudo na analise do ultimo capitulo
(introdugéo as séries de Fourier), alguns conhecimentos sobre o conceito de
ntimero complexo, extensao do conceito de niimero real.

Como ¢é sabido, a extensao N C Z, dos niimeros naturais aos ntmeros
inteiros, vem permitir, neste tltimo conjunto, a operacao de subtracgao (a
qual nao era védlida em N); e do mesmo modo a operagao de divisdo fica
bem definida no corpo dos racionais, extensao de Z, Z C Q. Enfim, vimos
como no corpo dos reais, extensao de Q, tem lugar a radiciacao, /a, se
a > 0, isto é, a equagao algébrica ™ — a = 0 tem solugao em R se a > 0.
E precisamente a necessidade de resolver uma qualquer equacao algébrica
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que nos leva a introduzir a nogao de ntimero complexo. Em particular,
pretende-se resolver a equagao

2 +1=0 (1)

que, claramente néo tem solugdo em R.. A seguir veremos como o prolonga-
mento de R ao conjunto dos ntimeros complexos nos permite resolver a
equagao (1). Mais geralmente, como se mostra na teoria das fungoes de
varidvel complexa, toda a equagdo algébrica P(z) = 0, em que P(z) é um
polinémio com coeficientes complexos, admite solugao no novo conjunto C
dos nimeros complexos. Este resultado é conhecido como Teorema Funda-
mental da Algebm.

1.5.1. Definicdo. No conjunto R x R = {(z,y) : « € R, y € R},
definam-se as sequintes duas operagoes :

21+ 22 = (xlvyl) =+ (I25y2) = (xl + x2, Y1 + y2) (adzgdo)

z1.22 = (x1,31) - (22, 42) = (x102 — y1Y2, T1y2 + y122)  (multiplicagio)

quaisquer que sejam z1 = (z1,%1), 22 = (2,y2) € R x R. O conjunto
R x R, munido das referidas operacdes, representa-se por C e diz-se o
conjunto dos nimeros complexos.

E um exercicio elementar verificar que as operagoes definidas, + e .,
sao comutativas, associativas e satisfazem a lei distributiva. O elemento
0 = (0,0) é evidentemente o elemento neutro da adi¢do, e o elemento
1 = (1,0) o elemento neutro da multiplicagao:

(z,9) +(0,0) = (0,0) + (z,y) = (z,y)
(Iay) . (LO) = (LO) : (xvy) = (xvy)

Dado um numero complexo z = (z,y), o elemento —z = (—z,—y) é
claramente o elemento simétrico de z :

V(z,y) € C.

z4+(—2)=(—2)+2=0, VzeC.

Mostremos agora que todo o elemento z = (z,y) # (0,0) admite um
elemento inverso, isto é, existe w = (a,b) € C tal que

z.w = (z,y).(a,b) =(1,0), VzeC.
Com efeito, isto é equivalente a resolugao do sistema

za—yb=1
zb+ya=0



1. O Corpo dos Numeros Reais 29

e daqui resulta que a = z/(2? + y?), b = (—y)/(2* + y?) (repare-se que
22 +y? # 0, dado que se exige que (r,y) # (0,0)). Assim, o elemento
inverso de z = (x,y) # (0,0) escreve-se

w=z"1'= i —Y
x2+y2’x2+y2 :

A divisao do complexo z; pelo complexo z3 # 0, fica entao bem definida:
21/29 = z1.(22)71. E agora imediato concluir que (C,+,.) constitui um
corpo: o corpo dos niumeros complexos.

1.5.2. Proposigao. A aplicacdo
zeR -5 (z,0) € C
é um isomorfismo (para a adi¢ao e multiplicagdo) entre R e o subconjunto
{(z,0):x € R} C C.
Demonstragao. A aplicagao 1 é claramente biunivoca e tem-se
Y(x+y)=(z+y,0)=(2,0)+ (y,0) = () + ¥(y).
Y(@.y) = (xy,0) = (,0) . (y,0) = P(x).4(y).
Logo 1 realiza um isomorfismo entre R e »(R) = {(z,0): 2z € R} C C. n

O isomorfismo precedente permite-nos “identificar” os ntimeros reais
aos numeros complexos que tém a segunda componente nula : z = (x,0), e
uma tal identificagdo justifica a inclusao R C C, isto é, o prolongamento do
corpo dos reais ao corpo dos nimeros complexos. E claro que para A € R
se tem
A.z=(N0).(z,y) = Az, \y).

1.5.3. A unidade imaginaria.

O ndmero complexo (0, 1), representa-se usualmente por i e designa-
se por unidade imagindria. Todo o complexo z = (z,y), pode agora
escrever-se como

z = (x,y) = ($,0)+(0,y)= (.I',O)—I—(O,l).(y,()):
=x+1y, xz,y€R.

E imediato verificar que

i* =(0,1).(0,1) = (—1,0) = —1
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e logo, a equagdo algébrica (1) admite solugdo (o nimero i) no campo
complexo. Os complexos da forma (0,z) = iz, (z € R), dizem-se ima-
gindrios puros e estao representados geometricamente no eixo cartesiano
vertical; os nimeros reais, z = (z,0), estdo naturalmente representados no
eixo cartesiano horizontal, chamado eizo real. (cf. Fig. 1.8).

Dado o nimero complexo z = z+ 1y, =,y € R, o nimero x designa-se
por parte real de z e y por parte imagindria e representam-se por x = Re z
e y = Im z. Dados dois niimeros complexos, 21 € 22, tem-se entao

z1=21 <= Rez;=Rezy e Imz; =Imz,
Geometricamente, os nimeros complexos podem ser representados no
plano cartesiano, como elementos de R?. A adicdo de complexos nao é

mais do que a soma dos correspondentes vetores, elementos de R?. Adiante
veremos uma interpretacao geométrica simples da multiplicacao e divisao.

Zit = (Xt %, Y 1Y)

(Ovy)zl Y+ /

T 2,2, )

o 1 x=(x,0)

Figura 1.8
1.5.4. Complexo conjugado. Valor absoluto.

A todo o ntimero complexo z = (x,y) = z + iy associamos o complexo
Z = x — 1y, chamado complexo conjugado de z. Geometricamente, o
complexo z = (x,y) e o seu complexo conjugado Z = (x, —y) representam-
-se simetricamente em relagao ao eixo real. Consequéncia imediata das
definigoes é a seguinte

1.5.5. Proposicao. Para todo z € C,Z = z; z+Z éreal e 2 —Z é
imagindrio puro. Mais precisamente,

z+Z=2Rez, z—ZzZ=2ilmz.
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Para quaisquer z1, zo € C, tem-se ainda

a) Zi1.22 =Z1 .72

v (3)-

¢) z+tz=%Z+7.

se z1 #0.

&=

1.5.6. Definicao. Define-se valor absoluto ou modulo do nimero
complezo z = x + 1y € C, como o numero real

2| = |& + iyl = Va2 + 2.

OBSERVACQAO. Repare-se que o valor absoluto do complexo z = x + ¢y nao
é mais do que a norma cartesiana do vetor (r,y) em R?2.

E imediato verificar que |z| = |z| = v/22 + 42 = V2. z. Vemos ainda que
Rez| = |z| <[z];  [Imz| = |y < [z].

1.5.7. Proposicao. Para quaisquer z,z1, 29 € C, tem-se
a) |z]=0 < z=0.
b)  |z1.22| = |21 2]
1 1
zZ1 |Zl|

d) |21+ 22| < 2] + |2l

se z1 # 0.

Demonstragdo. Mostremos d) a titulo de exemplo, deixando a demons-
tragao das outras alineas como exercicio. Com efeito,

|Zl —+ 22|2 = (21 + 22) . (Zl + 22)

= |Zl|2 + |ZQ|2 + 21 Z_2+ zZ9 Z_1
Mas, 21 .72 + 22.21 = 2Re (21 .72) < 2|21].|22|, donde
21+ 2> < (|21] + [22)% =

OBSERVAQAO. Repare-se que a divisdao entre os complexos 21 € 22, 29 # 0,

vem dada por
21 21.%22

z9 o |22|2 ’
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1.5.8. Forma trigonométrica dos niimeros complexos.

Seja z = x + iy € C.

A V4

X

Figura 1.9

Motivados pela representacao geométrica, introduzam-se as coorde-
nadas polares : © = p cosf, y = psinf, com (p,0) € RT x R (). A cada
(p,0) € RT x R, associe-se o nimero complexo

z=x+iy=pcosh+ipsingd=pe’

em que e'? representa o niimero complexo cos §+i sin §. Fica definida uma
aplicacao ‘

(p,) eR* xR — z=pe'? cC
cuja imagem é C\ {0}. Com efeito, dado z = x + iy, nao nulo, procuremos
p>0efecRtal que z=x+1iy =p cosf +ipsinf. Entao

|22 = 2% + y* = p*(cos? O + sin® 0) = p?

e logo p = /22 +y? = |z|, fica bem definido. Por outro lado, 6 deve
satisfazer as equagoes

x =|z| cos = \/a? + y? cosd @)
Yy =|z| sinf = /22 + y2 sin b

Ora, hd uma infinidade de valores de 6 que satisfazem (2), mais precisa-
mente, 0y + 2kw, k € Z, em que —7 < 0y < 7, é a solugao particular de (2)
tal que
tanfy = y/x, se x #0,
O = 7/2, se z=0,y>0,
bp=—-7/2, se z=0,y<0.

(*) Usamos a notacdo RT para designar os reais positivos : Rt =]0, +-oc0].
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1.5.9. Definicao. Seja z = = + iy um complexo nao nulo. O unico real
0o que satisfaz

x = |z| cosby, y=]|z|sinfy, —-7wT<by<m

chama-se argumento principal de z e nota-se 6y = Arg z.

O nidmero real 0 = Argz+2km (k € Z) diz-se um argumento de z e tem-se
z=|z|e?f.

OBSERVAGAO. Repare-se que

le"?| = |cosf + i sinf] = Vieos? 6+ sin® g = 1.

A proposi¢iao seguinte dd-nos ideia da utilidade da representacao
trigonométrica, z = pe'?.

1.5.10. Proposicao. Sejam z = pe'?, z; = p1 e, 25 = po €92, naimeros
complexos. Entao

a) (pre®™). (pae'®) = prppe’ @10

b (pe’?)

Il
|
o
—
s
N
(e
=

i 0
p1e*t P1 i (01—02)
- = — 0 .
C) o €l 02 D2 € (p2 7é )

Demonstragdo. Mostremos apenas a alinea a). Multiplicando os
nimeros complexos do primeiro membro, e usando as conhecidas férmulas
trigonométricas, tem-se

(p1 e“’l). (pg ew?) = p1p2(cosy + isinby). (cosbhy + isinby) =
=p1p2 [cos B cos Bz — sin By sin Oz + i (cos B sin Oz + sin Oy cos b2)]

=p1p2 [cos (1 + 02) + i sin (6 + 0)] = p1pa e’ (01+02) g
Corolario. Dados os niumeros complexos z1 = p1 el ¢ 2y = po € %2 ndo
nulos, tem-se

01 ett = 02 etz — p1=p2 e B =6+ 2km,

para algum k € Z.
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Demonstracao. Com efeito,
n=zn = |u|l=p ==/

Em consequéncia,
1601
€ i (07 —
— i (01=02) _ 1,

ei92
ou seja cos (01 — 62) +i sin (61 — 02) = 1, e logo 01 — 02 = 2k7, para algum
keZ. =

A formulagdo trigonométrica dos I z
ndmeros complexos permite uma ~.
interpretagao geométrica simples
da multiplicagao e da divisao em
C. Assim, para multiplicar com-
plexos, multiplicam-se os médulos
e somam-se os argumentos; para
dividir complexos, dividem-se os
médulos e subtraem-se os argu-
mentos.

Figura 1.10

Multiplicando sucessivamente (n vezes) o complexo z = pe'? por si
préprio, e fazendo o mesmo com z~! = (1/p) e~*?, obtemos a importante
Formula de Moivre. :

1.5.11. Teorema. Se z = pe'? = p(cos@ +i sind), entdo
2" =p"e'™? = p" (cosnf +i sinnb), Vn € Z.
(para n < 0 dever-se-d supor z # 0).

Seja agora w = pe'? € C um ntimero complexo e n € N um inteiro
positivo. Procuremos resolver a equagao

2" = w, z € C. (3)

As solugobes dizem-se as raizes enésimas de w.

Escreva-se entdo z = r (cosa + ¢ sina). Pela férmula de Moivre, vem

2" =7r" (cosna+i sinna) =w = p(cosh + i sinb)
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elogo, " =p = r = Ypena =0+2kr(k € Z) (cf (1.5.10.),
Corolério). Em conclusao, tem-se

z_{l/ﬁ[cos<%+2k7ﬂ-)+isin(%+2k—w)} (4)

n

e obtemos n solugoes de (3) para k =0,1,...,n—1 (repare-se que qualquer
outro valor inteiro de k apenas repete os valores ja obtidos).

1.5.12. Exemplos.
1. Determinemos as raizes sextas de 1 : /1.

Neste caso, 1 = p(cosf + isinf), p = 1, 8 = 0. Fazendo k =

0,1,...,5, na férmula (4), obtemos as seis raizes da unidade :
i 21t/3 i
(S} e| Tt/ 3
zn=e'=1, 2z5= eim/3
i TU

€ 1
25 = ei27r/37 24 = eiw
2 = e1AT/3 = i5T/3 elam/ elsT/3

)
Figura 1.11

2. Se z; = x1+1iy1 e 22 = x3+1iys sdo dois complexos, |21 — 22| representa
a distancia euclidiana entre eles (considerados como pontos de R?).
Com efeito

|21 — 2| = (w1 — @2) +i (1 — y2)| = V(@1 — 22)% + (y1 — y2)?.

A representagdo complexa é por vezes util na determinacao de figuras
geométricas do plano; por entre as mais simples, a circunferéncia de
centro Py = (z,y0) e raio R > 0, sendo o conjunto de pontos que
dista R do ponto Py, vem representada por

{2: ]2 — 2| = R} (5)
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Fazendo z = x + iy, o leitor facilmente obtém a equagao analitica
(x —20)? + (y — yo)* = R?, equivalente a (5).
Dados z1 = x1 + iy1 € 22 = 2 + iy2 em C, o conjunto dos z € C tais
que

|z — 21| = |2 — 22 (6)
representa claramente uma reta (a reta equidistante de z1 e z3). De

novo se obtém a equagdo analitica da reta, desenvolvendo (6), com
z=x 41y, 21 =21 +1Y1 € 22 = Ta + 1Ya.

FExercicios

1. Seja a um ntimero racional diferente de zero e x um nimero irracional.
Mostre que ax e a + = sao irracionais. Dé um exemplo de dois
irracionais x e y tais que zy e r + y sejam racionais.

2. Sejam a e b ntimeros racionais positivos. Prove que v/a -+ Vb é racional
se e s6 se /a e /b forem ambos racionais.

3 Mostre que entre dois niimeros reais existe sempre um irracional.

4 Seja K um corpo comutativo totalmente ordenado (K satisfaz o
conjunto de axiomas Al e A2, tendo-se a natural inclusdo N C K).

a) Mostre que sdo equivalentes a seguintes assergoes:
i) K é arquimediano
i4) N C K nao é majorado.

b) Um corpo totalmente ordenado K diz-se completo, se satisfaz
o principio do supremo, isto é, todo o subconjunto nao vazio e
majorado, A C K, admite supremo.

Mostre que K é completo se e s6 se satisfaz os axiomas dos reais,
Al, A2, A3 e A4 ( corpo totalmente ordenado, arquimediano e
satisfazendo o axioma do encaixe).

5. Seja P(z) = ap + a1z + -+ + a,2™, um polinémio com coeficientes
mnteiros.

a) Se um numero racional p/q, com p e ¢ primos entre si, é raiz de
P, P(p/q) =0, prove que p divide ag e ¢ divide a,,.

b) Conclua que, quando a, = 1, as raizes de P sdo inteiras ou
irracionais. FEm particular, considerando z" —a = 0, a > 0,
conclua que ¥a ou é um ndmero inteiro ou irracional

¢) Mostre que v/3 + /2 ¢ irracional.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sejam a, b, ¢, e d nimeros racionais. Mostre que

a+bV/2=c+dV2 < a=c e b=d

Mostre que, se a e a + x sao reais positivos, entao

(a+2)" >a" +na" 'z, VneN.

. Exprima os conjuntos seguintes como reuniao de intervalos:

a) {zeR :Jz—-2|4+]z+3]|<8}
b) {reR |22 -2|< 1}

¢) {xeR |2z +1|< 1}

d {zeR:|z-5|<|z+1]}

e) {zeR : (2z+3)%x —2) >0}

. Prove que, Vx € R, se tem:

) lz—1|+|z—-2|>1
i) lz—1]+]xz—2|+]z—-3]>2

Mostre que se tem, V1, --,z, € R,
i) o1+ Fan [ <o |+ 4 2 |

Dados z € R, z # 0 e n € N, prove que (1 + z)?" > 1+ 2nz.
Sejam x € R,z < 1 e n € N; mostre que (1 —x)" > 1 — nz.

Prove que, para todos os reais a e b que satisfazem a? +b? = 1, se tem
la+b] < V2.

Mostre que para todos os reais a1, ..., an, b1, ..., b,, que satisfazem
n n
g ai = g bi =1,
k=1 k=1

Zakbk

k=1

se tem <1.

1
Prove a desigualdade: zy < — 2% + %yQ, Vz,y € R, a > 0.
!
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16. Dados dois reais positivos, a,b > 0, chama-se média harmdnica ao real

a tal que
1 1/1 n 1
a 2\a b/’
Mostre que a média harmoénica é inferior ou igual a média geométrica:

a<+vab

Em que condigoes se tem a igualdade?

17. Utilize a inducao finita para mostrar a féormula do Bindmio de
Newton

() T P

a,be R, n €N, eem que

<n>_ n! nn—1)---(n—p+1)

D (n—p)!p! 1.2--p spsm )

18. Diga se existe uma fungao f : [0,+oo[— R que verifique f(z?) =
1+, Vz€R. Eexiste f: R — Rtal que f(z3)=1+2, Vx e R ?

19. Defina fungoes f e g que satisfagam
a) f(z?)=1-|z*, V2 € R; b) g(l/z)=2*>+1, 2#0
20. Determine as composicoes fog e go f em que
a) f,g:R—=R

z se x>0 ~_J 0 se >0
ro={6 = r20 . aw={

B Fg: 11 =R [(x) = gla) = VI 22
C) [,g:R—R, f(x):x5, g(x)

Il
8
+
ot

21. Enuncie e demonstre a associatividade

(feg)oh=fol(goh).

22. Seja f(x) = % Determine o maior dominio de f que permite
x
definir fo fo---o f (n vezes); calcule a composigao.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Determine para que valores de a e b reais, a funcao f(z) = azx+b, x €
R, tem inversa e f~! = f.

Demonstre que a funcao f: R — R,

f(z) = Va+ Va2 +1

tem inversa e determine-a.

Diga quais das seguintes funcoes sao invertiveis e determine as inversas:
a) f:[0,+c[= R, f(z)=1+z
b Fil-1L1 >R, o) = V=22

0 [:R\{-1} =R, [(r)=—.

Seja f: D — R uma fun¢do néo negativa (f(x) > 0, Vz € D). Mostre
que

sup(f?) = (sup f)?
( sup f é evidentemente supp, f, tomado em R. ).

Recorde que R é um corpo arquimediano e considere a aplicagao
f:Z — R dada por f(n) =a"™ com a € R, a > 1. Mostre que:

a) f(Z) nao é majorado.
b) inf f(Z) =0

Sejam f,g: D — R. Como é sabido
sup(f +g) <sup f +supg e inf(f + g) > inf f +infg.

Dé exemplos em que:

=]

) sup(f +g) =sup f +supyg
) sup(f +g) <sup f +supg
)
)

=

o

inf(f+g)=1inf f +infg
inf(f +g)>inf f+infg

Sy

Sejam A C B C R dois subconjuntos de R nao vazios. Suponha que
B é majorado e que, para cada x € B, existe um y € A tal que x < y.
Prove entao que, sup A = sup B.
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30. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e limitados de niimeros reais.

a) Mostre que AU B ¢ limitado e além disso tem-se:

sup(AU B) = max{supA,sup B},
inf(AUB) = min{inf 4, inf B}.

b) Prove que AN B é limitado e:

sup{inf A,inf B} < inf(ANDB) <
< sup(ANB) < inf{sup A,sup B}.

Dé um exemplo em que as desigualdades sao estritas.

31. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios de numeros reais; defina o
conjunto
C={z:z=z+y, xz€A yecB}

a) Mostre que supC = sup A + sup B.

b) Estabelega um resultado andlogo para o conjunto D = AB dos
produtos de um elemento de A por um elemento de B.

32. Sejam D,E C R subconjuntos nao vazios de R e considere-se a

aplicagdo f: D x E — R, (z,y) € D x E — f(z,y) € R.
Para cada z¢g € D e yp € F, ponha-se

s1(xo) = sup{ f(zo,y) : y € E}, s2(yo) = sup{f(z,y0) : € D}.

Isto define duas aplicagoes: s1: D — Re s : E — R;

Mostre que se tem sup s1(z) = sup s2(y). Isto é:
rzeD yek

sup <sup f(‘r,y)> = sup <sup f(‘r,y)>

zeD \yek yeE \zeD

33. Enuncie e demonstre um resultado anédlogo para o inf ; mostre, em
seguida, que:

sgp (igff(x,y)) < iI;f (SL‘;P f(x,y)>

Dé um exemplo em que se tenha a desigualdade estrita.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Calcule as partes real e imaginaria dos seguintes nimeros complexos

z—1 3
arr 9

a) %; b)
em que z = T + 1y.
Mostre que
Re(iz) = —Im(z) e Im(iz) =Re(z), VzeC.
Calcule \/\/E’ sem recorrer a férmula de Moivre. Utilize em seguida
a referida férmula e obtenha o mesmo resultado.
Tenha presente os axiomas de corpo ordenado (cf. axiomas dos reais).

Mostre que o corpo C dos nimeros complexos nao pode ser totalmente
ordenado.

Sug. Prove que i >0 (ou i <0) conduz a contradigdo.

Seja P(z) = ap + a1z + -+ + ap2z™ um polinémio em z € C com
coeficientes reais, ag, a1, . ..a, € R. Mostre que

P(z)=0 <= P(z)=0,
isto é, zp é raiz de P(2) se e s6 se Zg o for.

Utilize a Férmula de Moivre para demonstrar as seguintes igualdades
trigonométricas :

i) sin30 = 3cos®Hsinh — sin® 0

ii) cos360 = cos® @ — 3 cosfsin’ 0

Calcule o supremo do seguinte conjunto de nimeros reais

{Re (iz® +2) : |2] < 2}.

Considere as n raizes da unidade

2k 2k
an:cos<—w)+isin(—7r>, (k=0,1,...,n—1).
n n

Mostre que as raizes diferentes de 1 (n—1 raizes), satisfazem a equacao

14+z4---+2"1t=0.
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42.

43.

44.

45.

46.

Determine as raizes da equacao

28 —234+2=0.

1

Tendo presente que z~~ = m, dé uma interpretacao geométrica de
z

z~1. Interprete geometricamente a divisdo de complexos, z1/2s.

Descreva os conjuntos de complexos que satisfazem as seguintes
condicoes

a) |z—i| <|z41il; b) z+z=1; c) |lz=1l4+|z+1 =4

Determine o conjunto de pontos de C da forma
{z:Imz=1}
isto é, a imagem pela aplicacdo z — 22 da reta Imz = 1.

Mostre que o ponto (z —1)/(z + 1) pertence ao eixo imagindrio se e s6
se z pertence a circunferéncia de raio 1 e centro na origem.
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Sucessoes e Séries Reais

2.1. Sucessdes convergentes. Sucessoes de Cauchy.

Como é ja conhecido da anélise elementar, uma sucessao em R ou
sucessao real é uma aplicacao

p:N—R, neN-— )=z, €R,

usualmente representada por (z,); =, é o elemento da sucessdo de ordem
n e o conjunto {1, xa,...,&n,...} = {z,} diz-se o conjunto dos termos da
sucessao. As operacoes algébricas nas sucessoes sao naturalmente as que
resultam definidas no conjunto das aplicagdes de N em R (cf. (1.4.2.)).
Assim, soma, produto e cociente das sucessoes (,) e (y,) sdo definidas
como:

(Tn) + (Yn) = (Tn + Yn),

g:)) (z_:) (seyn # 0).

Um dos conceitos fundamentais de toda a Andlise Matemdtica é o
conceito de limite, adiante definido. Trata-se de um caso particular da
nogao, mais geral, de limite de uma funcao real de varidvel real. No capitulo
seguinte, teremos ocasiao de desenvolver este conceito.
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2.1.1. Definigdo. Seja (x,) uma sucessio em R. Diz-se que a sucessdo
(zn) € convergente para um elemento a € R, ou que o limite da
sucessao (z,) € a € R e escreve-se limz,, = a ou x, — a, se para
todo 0 § > 0, existe uma ordem ng € N tal que

Ty €la —d,a+ [ para todo n > ng.

Uma sucessao (z,,) que nao é convergente diz-se divergente.

Assim, lim x, = a se e s6 se
n—oo

V5 >0,3ng eN:n>ny=|z, —al<d;

a-s X a a+s

Figura 2.1

isto é, por mais pequeno que seja § > 0 (e portanto a amplitude do intervalo
la—68,a+ 0] ) todos os termos da sucessdo “caem” dentro desse intervalo a
partir de certa ordem. E consequéncia imediata da definicao que

limz, =a sees6se lim(xz, —a)=0.

2.1.2. Proposigao (Unicidade do limite). O limite a de uma sucessdo
() convergente € inico.

Demonstrag¢ao. Com efeito, suponha-se também que limz,, = b e b # a.
Dado § > 0 qualquer, vem

|z, —a|< /2 para n>mngeN

| 2, —b|<d/2 para n>ng; €N.

Mas entao, tomando N = max{ng,n;}, tem-se para n > N e para todo o
4 >0,

la—bl=la—zp+xn—b|<|a—zy |+ |b—z, |[</2+/2=0,
o que ¢é absurdo, ja que a # b. m

2.1.3. Proposigao. Toda a sucessio (x,) convergente é limitada, isto
é, o conjunto dos termos da sucessio, {x,}, € limitado.

Demonstragcao Admitamos que x, — a € R. Tomando § > 0, resulta
da defini¢ao de limite que z,, € Ja— 4, a+J[, Yn > ng, e portanto o conjunto
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{Zno+1, Tng+2,---} Cla — d,a + [ é limitado; como apenas restam um
numero finito de termos, vem necessariamente

|z, |<C, VneN
em que C =max{| z1 |,...,| Zn, |,|]a—0],|]a+0]}. =

E natural estender a nogao de limite de uma sucessao a R. Assim,

2.1.4. Definicdo. Diz-se que a sucessio (x,) tem limite +o0o se para
todo 0 § > 0, existe uma ordem ng € N tal que

1

n>ng = Tn > 5.

Analogamente, a sucessao (z,) tem limite —oo (*) se para todo o § > 0,
existe uma ordem ng € N tal que

1
n>n0:>xn<—g.

E claro ainda da definicao e do que atras ficou dito, que o limite de uma
sucessao (x,) em R, se existe, é Unico; assinale-se, contudo, que uma
sucessdo (z,) pode ndo admitir limite em R (veremos alguns exemplos

posteriormente).

Uma classe particularmente importante de sucessoes reais sao as
sucessoes monotonas.

2.1.5. Definicao. Uma sucessio (xy,) diz-se mondtona crescente
(respetivamente, mondtona decrescente) se
T < Tpt1, YR €N (resp. x, > xpi1, ¥n € N).
A sucessio diz-se mondtona se for mondtona crescente ou mondtona
decrescente.
A proposicao seguinte clarifica a importancia destas sucessoes.

2.1.6. Proposicao. Toda a sucessao mondtona limitada é convergente.
Mais precisamente,

sucessao mondtona crescente e magjorada (portanto limitada) é conver-
gente ;

sucessao mondtona decrescente e minorada (portanto limitada)é con-
vergente.

(*) Nao se diz que (zn) é convergente para +0o ou —oo mas sim que (zy) tem limite

—+00 ou —oo.
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Demonstragdo. Seja (r,) uma sucessdo crescente e limitada. O
principio do supremo garante a existéncia de a = sup{z, }. Tomando § > 0
qualquer, da defini¢ao de supremo resulta que existe um termo da sucessao,
Ty, tal que a — 0 < n, < a. Mas sendo (x,,) crescente, vem:

a—0<Tp, <xp <a, Yn>ng,

0 que mostra que lim x, = a. Do mesmo modo, se (z,) é uma sucessao
n—oo

decrescente e minorada, tem-se lim z, = b= inf{z,}. n
n—oo

Corolario. Toda a sucessao mondtona tem limite em R. Em particular,

sucessao mondtona crescente nao limitada tem limite +o0o
sucessao mondtona decrescente nao limitada tem limite —oo.

Demonstragdo. Se (x,) é crescente e nao limitada, dado ¢ > 0 existe um
ZTng > 1/0 € logo ©, > xp, > 1/6, Y > ny, isto é, x,, — +0o. Do mesmo
modo se vé que x, — —o0, se (z,) é mondtona decrescente. m

2.1.7. Propriedades algébricas dos limites.
Os resultados seguintes, para além do interesse teérico, tém um valor
essencialmente pratico.
2.1.8. Proposicao. Sejam (z,) e (yn) duas sucessées com limite em R.
Entao:
1. limz, =0<=lim |z, |=0; limz, =a¢=lim|x, |=|al;
Selimz, =0 e (y,) € sucessio limitada, entdo lim x,,.y, = 0;

lim(z,, +y,) = limx, + limy,; lim(kz,) = klimz,, (k € R);

Ll S

lim(xy,.y,) = lim x,. lim y,;

n ]‘. n .
5. lim <_x > = —%mzzr , se limy,, # 0;
lim y,,

6. 2, >0, (n>p) = lima, > 0;
Tn < Yp (n>p) = limz, <limy,.
sempre que as operacoes do segundo membro fagam sentido ( em R ).

Demonstracao. FEscreva-se limx, = a e limy, = b. Faremos a
demonstragao no caso real, a,b € R, deixando como exercicio o caso dos
limites infinitos.

A primeira parte de 1. é consequéncia imediata da definicdo e a
segunda sai da ji conhecida desigualdade || z,, | — | a || <| 2n —a|.
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2. Sendo (y,) limitada, existe C' > 0 tal que | y, |< C, para todo o
n; tomando agora um qualquer ¢ > 0, como z, — 0, tem-se | z,, |[< §/C a
partir de certa ordem, n > ng, e logo

3. Dado 0 > 0, existem n1,ny € N tais que
) )
n>n1:>|:1cn—a|<§ e n>n2:>|yn—b|<§.

Se ng = max{ni,na} e n > ng, tem-se naturalmente
| (@n +yn) — (@+b) |=] (0 —a) + (Yn — b) [S[2n —a | + | yn — b[< G,

o que mostra que lim(z, + y,) = a + b. A segunda parte de 3. é um caso
particular de 4.

4. Observemos que
(xnyn - ab) = ZnYn — Tnb+x,b—ab= xn(yn - b) + (xn - a)b'

Mas (z,) é uma sucessao limitada e lim (y, — b) = 0; entao de 2., vem
lim[z,, (y, —b)] = 0. Do mesmo modo se tem lim|[(x,, —a)b] = 0. Utilizando
3. resulta agora:

lim (2,y, — ab) = lim [z, (y,, — b)] + lim [(z, — a)b] =0,
pelo que lim z,y, = ab.

5. Notemos desde logo que y,b — b* > 0 (por hipétese, b # 0), e
portanto, escolhendo ¢ suficientemente pequeno, existe ng € N tal que

1 1
n>ng = ypb > b>—§ > 0. Assim, paran > ng tem-se 0 < — < ———
ynb 02—
1
e logo a sucessao (—> ¢ limitada. Como se tem
Yn
T, a bz, —ay, 1
— == ——" = (bxy, — aYn)—,
v b ynb (ban yn)ynb

e como lim (bz,, — ay,) = ba — ab = 0, segue-se que
lim (x—" — 2) =0, donde limx—" = g.
Yn b Yn b

6. Supondo limz, = a < 0, é possivel escolher um § > 0 tal que
a+6 <0 (por ex. 6 = —a/2). Mas entdo existe um ny € N tal que
n>nyg=a—0 <z, <a+d <0, o que contradiz a hipétese de x,, > 0
paran > p. Assim, se x, >0, (n > p) tem-se limz,, > 0. A tltima parte
de 6. resulta agora trivialmente de 3. m
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2.1.9. Proposicao (sucessées enquadradas). Sejam (x,,), (yn) € (zn)
sucessoes tais que x, < z, <y, para todoon > p. Se limz,, =limy, =a
entao lim z,, = a.

Demonstra¢gdo. Dado § > 0 qualquer, existem ny,ny € N tais que

n>n = x, €la—d,a+3d e n>ny =y, €la—97da+ 0.

Pondo ng = max{ny,na}, tem-se claramente para n > ng:

a—0<xp < zp <yp<a+d,

pelo que limz, =a. m

2.1.10. Exemplos.

1 1
1. A sucessao z, = — é decrescente: — > e converge para 0:
n n n +
1 1 1
——O‘——<5 para n >ng > =
n n )

2. J4 a sucessao x, = 2+ (—1)", ndo € convergente. Basta observar que
para todo o n € N, | &, — 2,11 |= 2 e logo, tomando um qualquer
0 < 1, ndo existe uma ordem a partir da qual os termos da sucessao
estejam no intervalo Ja — §,a + 4.

3. Seja a € R um real e considere-se a sucessao x,, = a”.

a)

b)

Se a = 0 ou a = 1, a sucessdao é constante e naturalmente
convergente para 0 ou 1, respetivamente.

Se a > 1, a sucessao ¢é claramente monétona crescente; escrevendo
a =1+ h,h > 0, resulta da conhecida desigualdade de Bernoulli
(cf. (1.3.5.)) que

a"=(1+h)">14nh— 400
e pelas sucessoes enquadradas conclui-se que lim a” = +00.
Considerando 0 < a < 1, a sucessao é agora decrescente; como
1
p > 1, tem-se, pelo que atras se disse,
o1 . \"
lim— =lim( -] =400
a™ a
e portanto
1
lima" = — = 0.
. 1 n
lim (3)
Sendo agora —1 < a < 0, reconhece-se imediatamente que (a™)
nao é mondtona (os termos de ordem par sendo positivos e os de
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ordem fmpar negativos). Contudo, porque | a™ |= |a|" com
0 <] a |< 1, resulta que lim | a" |= lim|a|" = 0 e portanto
lima™ =0 (cf. (2.1.8.), (1.)).

e) Enfim, se a < —1, a sucessao tem de novo termos alternadamente
positivos e negativos; tal como em b), a™ é ilimitada: | " |= | a |"
com | a |> 1, o que nos leva a concluir que a sucessio, neste caso,
nao é mondtona nem admite limite em R.

4. Seja x, # 0 a partir de certa ordem. Existindo nyp € N e ¢ € R tais
que
Tn+1

Tn

<c<l1l, n>ng,

entao lim z,, = 0. Tendo-se,

Tn+1
Iy

>c>1, n>ng,

entdo lim |z,,| = +00. Com efeito, no primeiro caso, a sucessio |z,| é
estritamente decrescente e portanto convergente ja que, 0 < [Z,41] <
clen| < |xyn|; pondo @ = lim |x,|, vem entdo 0 < a < c.a o que implica
que a = lim |z, | = 0 (se fosse a > 0 vinha ¢ > 1, negando a hipdtese)
e logo limz,, = 0. Analogamente se conclui no segundo caso. Como
aplicacao imediata, resulta que

n

lim = =0 R): lml =0 N
im—r = (a € R); im - = (p e N).

5. Dado a € R, com —1 < a < 1, considere-se a sucessao x, =
5 1— an-i—l
l+a+a*+---+a" = 1

—a
uma progressao geométrica de razdo a # 1. Se 0 < a < 1, a sucessao
é crescente, ja que ,.1 = x, +a"t!;se —1 < a < 0, a sucessdo deixa
de ser mono6tona. No entanto, em qualquer dos casos, tem-se:

1
1—a’

, soma dos n + 1 primeiros termos de

limz, =lim(1+a+a®+---+a") =

6. E particularmente importante em Anélise a sucessao de termo geral

_1 1 1 1
Ay = +ﬁ+§+"'+a.
Trata-se claramente de uma sucessao crescente e além disso limitada,
dado que

11 1-(1/2)"
an <1+1+4Z+ =+ + UL

3, VneN.
2 22 gn—1 12~ e
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1 n
7. Consideremos agora a sucessao de termo geral b, = <1 + —) . A
n

férmula do binémio de Newton (cf. exercicio 17, Cap.1) da-nos:

1 n
b :(1+_) _
n
1 —1) 1
:1+n'_+M_+...+—_7
n 2! n? !

ou seja

et ) L) 2
2! n 3! n n
A0 ()
n! n n n

Desta ultima representacao se vé que b,, é soma de parcelas positivas,
cada uma das quais crescente com n. Como o numero de parcelas
também cresce com n, logo se conclui que (b,) é sucessdo crescente.
Constata-se ainda que b,, < a, < 3, em que (a,) é a sucessao referida
no exemplo anterior.

Assim, as duas sucessoes consideradas sdo ambas crescentes e limitadas
e portanto convergentes. Como b,, < a,, para todo o n, resulta desde
logo que limb,, < lima,,. Por outro lado, fixando p € N, tem-se para
todo o n > p,

1 1 1 1 2
bp>14+14+=(1—-=)+=(1-=)(1—-=)+ -+
2! n 3! n n
1 1 2 -
+_(1__> (1__)...(1_p 1)'
p! n n n

Passando ao limite n — oo (e mantendo p fixo) vé-se que o segundo
membro da anterior desigualdade converge para a,. A proposicao
2.1.6. garante agora que limb, > a, para todo o p € N. Passando
de novo ao limite, agora em p — oo, a mesma proposicao permite-nos
concluir que limb,, > lim a,,. Logo,

. " 11 1
e=lm(l+—) =lm(l4+—=4+=+---+—].
n 1 2! n!
Mais tarde veremos a importancia que este nimero e, irracional e
transcendente(*), desempenha.

(*) Um numero aeR diz-se algébrico se for solugdo de uma equagao algébrica P, (z)=0

em que P, (z) representa um polinédmio de grau n com coeficientes inteiros; diz-se que a

é transcendente se nao for algébrico.
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8. Sucessoes definidas por recorréncia ou sucessoes recorrentes sao fre-
quentes (especialmente em andlise numérica). A sua defini¢ao assenta
no principio da indugao: conhecidos os termos x1, ..., x, da sucessao,
0 termo z,41 é expresso em funcao daqueles. Em particular, uma
sucessao recorrente fica definida por

1 =a
Tn1 = f(xn)7 n 21

em que f é uma dada funcao e a € D(f); (naturalmente, a condi¢ao
xn € D(f), deve ser satisfeita para todo o n).
Mas recorrentes sao ainda as sucessoes:

{xl_a>0, y1=b>0

2%nYn 1
Tntl = 5 (Tn +Yn)y  Ynt1 = ot U (1)

Vejamos, neste exemplo, o comportamento das sucessoes. Repare-se
que a férmula recorrente (1) estd bem definida, isto é, x,, +y, # 0, Vn.
Com efeito, por indugao, facilmente se vé que x, > 0 e y, > 0, Vn.
De (1) resulta entao que

T
Tn4+1Yn+1 = TnlYn, Yntl = “ , Vn (2)
Yn Tn41
e logo
TnYn = T1y1 = ab, Vn. (3)

Por outro lado, y,4+1 < 41, n > 1, dado que

(xn + yn)2 - 4xnyn — (xn - yn)2 >0
2(Tn + yn) 2(zn +yn)

Tn+1l — Ynt+1l =

e logo, resulta de (1) que zp41 < @, n > 1, é sucessdo mondtona
decrescente e de (2) sai que (y,) é mondtona crescente. Como
Yn < Ty, n > 1, conclui-se que limy, = y < x = limz,. Passando
ao limite a primeira férmula recorrente em (1), obtemos 2x = x +y
ou seja ¥ = y = [ e finalmente de (3) obtemos [> = ab; assim,

l=limz, =limy, = Vab.

A definicao seguinte tem considerdavel importancia teérica, na medida
em que permite estabelecer uma condigao necessaria e suficiente de con-
vergéncia de uma sucessao em R.
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2.1.11. Definigao. Diz-se que uma sucessao (z,,) em R € uma sucessdo
de Cauchy se para todo o § > 0, existe uma ordem p € N tal que

| Zpyk — @ |<  para todo n > p e todo k € N.

A definicao precedente é claramente equivalente a esta outra: a sucessao
(2,,) é de Cauchy se

V6 >0, FIpeN:|xym—x,|<d Vm,n>p.

OBSERVACQAO. Da definicao de sucessao de Cauchy, resulta imediatamente
que a sucessao U, = Tpt+k — &, (fixando k € N qualquer) é convergente
para 0. Tenha-se, no entanto, o cuidado de ndo cair no erro (por vezes
frequente) de definir uma sucessao de Cauchy como uma sucessao (x,,) tal
que Ty — T, converge para 0 (n — o0), Vk € N (veja-se o préximo
exemplo 4.).

2.1.12. Teorema (Principio de Cauchy-Bolzano).A condi¢ao neces-
sdria e suficiente para que uma sucessio (x,) em R seja convergente é que
(xn) seja uma sucessio de Cauchy.

Demonstragcdo. A condicao é necessaria: sendo z, — a € R uma
sucessao convergente em R, dado § > 0, existe um p € N tal que

§
| 2, —a|< 2 Vn > p. Logo,

)
|:vm—:vn|:|xm—a+a—xn|§|xm—a|+|xn—a|<§+§=6,

para todo m,n > p, e portanto (z,) é de Cauchy.

Condigao suficiente: Seja entdo (z,) uma sucessio de Cauchy e
tomemos 6 = 1. Da defini¢do resulta, em particular, que existe p € N
tal que | &, — x,, |< 1 para todo m,n > p e logo

| Zn | — | T | <| T — T |< 1,

o que implica
| |[< 14 | @ | -

Fixando m > p, vé-se que o conjunto {p11, Tpt2, - - -} € limitado e portanto
o mesmo sucede ao conjunto {x,} dos termos da sucessdo. Para cada
n € N, ponha-se

an = inf {x1}, Bn = sup{z};
k>n k>n

(an, Bn € R pelo principio do supremo e do infimo).
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E f4cil constatar que

[O‘naﬁn] D [Oén-l-laﬁn—i-l], Vn

Por outro lado, sendo (z,) de Cauchy, para cada § > 0 existe ng € N tal

1) 1)
que Ty, — 3 < Tk < Tpy + 3 para todo k > ng, donde

e portanto
ﬁn_angﬁno_anogé (TL>7’Lo)

Daqui resulta que existe um tnico elemento a € ﬂ[an,ﬁn]. Tem-se,
finalmente, [y, On,] C [a — 0,a + d] e é 6bvio que para k > no,

T € [Qngs PBno] C [a—d,a+ 4],
0 que mostra que x,, — a. m

2.1.13. Exemplos.

1
1. A sucessao x, = — é de Cauchy ja que,
n

1 1 1 1 6 9
_ - —<=-+=-=90, Vk=1,2,...
n+k n_n+k+n<2+2 ’ R
1 ) 2
desde que — < —, ou sejan > ng > —.
n 2 1)
2 A sucessao . . .
_sinl  sin2 sinn

ThE T Tt s

satisfaz:

|xn+P - I"| = on+p on-+1

sin(n + p) sin(n + 1) ‘

< 1 11 1 1 B
—2n+p+'”+w_2n+l +”'+F -
1 1-1/2? 1

= —— _— 5 V
gl 112 “on S0 P

desde que n > ng = ng(d). A sucessdo (x,) é portanto de Cauchy e
logo convergente.
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3. Consideremos agora a sucessao dada por recorréncia,

,Tl:l
1
(En+1:1+—.

In

1 .
Mostre que se tem |2y 12 — Tpt1] < §|xn+1 — Zp|. Mostre em seguida

que x, é convergente e calcule o seu limite.

Como x, > 1, logo se vé pela férmula de recorréncia que x, 12, =
T, + 1> 2. Entao

1 1
|:En+2_xn+l| = ’1+I +1_(1+I_)’ =
n n
T —x 1
- |ZnHl T o 2 |Tna1 — Tl
Tnt+1Tn 2

Resulta agora facilmente que, para n > 1,

1 n—1 1 n—1
|Znt1 — zn] < B |ze — 1] = B -

Mostramos finalmente que (z,,) é de Cauchy e logo convergente. Com
efeito,

|517n+;n —zn| < |33n+p - xn+p71| +o Ty — 2| <

1 n+p—2 1 n—1
(5) T (5) B

1 n—1 1 p—1

Z 14-.- Z
B ()]
e tal como no exemplo anterior, conclui-se que |Tptp — Tn| <
(1/2)"=2 < 6, Vp, desde que n > n(8). Logo, (z,) é de Cauchy e
portanto convergente: limx, = x. Passando ao limite na férmula de

recorréncia, obtemos = 1+ 1/z, pelo que = (1 +1/5)/2; como
x, > 1 logo se conclui que = = limx,, = (1 + v/5)/2.

4. Considere-se a sucessao
1 1
Sn=1+§+---+—.

Verifica-se que

1 1
| Son —Sp|= ——+ -+ > =— VneN,
n+1 n+n n+n 2
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o que mostra que (S,,) nao é sucessdo de Cauchy. No entanto, fixando
k € N qualquer, a sucessao

1 1

Sk — Sy = —— .
tk P B e

converge evidentemente para 0 quando n — oo. A sucessao (S)
nao sendo de Cauchy nao serd convergente. No pardgrafo seguinte
voltaremos a referir esta sucessao.

2.2. Séries reais. Generalidades e primeiros resultados.

O conceito de série aparece para dar significado matematico a grosseira
expressao de “soma infinita” de numeros reais: ug + w1 + -+ + Up + - - -
O que estd subjacente é de novo a nogao de limite. Seguidamente apre-
sentaremos as primeiras defini¢oes, alguns exemplos e resultados gerais; a
questao da convergéncia e dos seus critérios terd adequado desenvolvimento
num futuro capitulo.

2.2.1. Definigao. Designa-se por série real todo o par formado por

duas sucessoes(*) em R, (uy) e (S,), em que

Sp =1ug+ U+ -+ Up-

Os reais ug, uq, - - -, chamam-se termos da série, sendo u,, chamado
termo geral da série. A sucessao S, = ug+uj + -+ u, designa-se por
sucessao assoctada ou sucessao das somas parciais. Correntemente
as séries sao representadas por

—+o0
E Un Ou E Uy Ou E U, -
n=0

n>0

2.2.2. Definicao. A série E uy, diz-se convergente se a sucessao das

somas parciais, Sy = ug + u1 + - - - + uy,, for convergente; caso contrdario a
série diz-se divergente. Se a série é convergente, o limite

S =1mS, =lim(ug +us + -+ up)

diz-se a soma da série e escreve-se

+oo
n=0

(*) As sucessoes poderao ser indiciadas nao sé em n € Ny = {0,1,2,...}, mas também em

N ou ainda, mais geralmente, em N, = {k,k+1,k+2,---}.
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O estudo das séries comporta dois grande temas: determinacao da
convergéncia ou divergéncia da série e, sendo a série convergente, o célculo
da sua soma. Esta dltima questao é de dificuldade consideravel podendo
mesmo ser impossivel o cdlculo exacto da soma da série (recorre-se neste
caso & aproximagao numérica). O problema da convergéncia das séries é
uma questao central da andlise classica, obtendo-se importantes resultados,
particularmente em certas classes de séries (por ex. as séries de termos
positivos), que mais tarde trataremos com algum desenvolvimento.

2.2.3.Proposicao (Condi¢do de Cauchy). A condigdo necessdria e
suficiente para que uma série Y, u, seja convergente € que para todo o
6 > 0, exista uma ordem p € N tal que

| Sn-i—k - Sn |:| Up41 + -+ Untk |< 57

para todo o n > p e para cada k € N.

A proposigao anterior resulta trivialmente do teorema 2.1.12.. Em
particular, fazendo k = 1, vé-se que (un41), € logo (u,,), é convergente para
zero, pelo que

2.2.4. Corolario (Condi¢do necessdria de convergéncia). Se Y uy,
€ uma série convergente entao u, — 0.

Repare-se que a condicao u, — 0 é necessaria mas nao € suficiente
da convergéncia da série. Com efeito, um exemplo notavel é dado pela
série, designada por série harmodnica,

1
b=yl

n>1

S|

1
14+ = 4+...
g+t

Trata-se de uma série divergente, tendo-se contudo u,, = 1/n — 0 (cf. ex.1.
seguinte). O coroldrio anterior é especialmente importante na pratica, na
medida em que estabelece uma condicao suficiente de divergéncia de uma
série, a saber:

uma série Y u, € divergente se o seu termo geral u, ndo converge
para 0.

E claro que a série Z u, € convergente se e so se a série Z U =
n>0 k>n+1
Up41 + Upta + --- for convergente e neste caso, escrevendo S = > u, e
R, = Z ug, tem-se
k>n+1
S—-S,=R,

Em caso de convergéncia, R,, diz-se o resto de ordem n da série > u, e
o seu valor absoluto, |R,|, determina o erro obtido ao substituir S por S,.
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Dado que S,, — S <= R, — 0 e nao sendo elementar o cdlculo da soma
da série, é entao razoavel ter-se uma estimativa do erro

|S - Sn| = |Rn| < €n,

tanto “mais fina” quanto menor for €,. Alguns exemplos serdo apresenta-
dos.

2.2.5. Exemplos.

- - 1, . . ~
1. A série harménica E — ¢é divergente ja que a sua sucessao
n>1
associada,

1 1
Spn=1+=-4 -+ —
2 n

nao é de Cauchy (cf. exemplo 4.(2.1.13.)). Dado que S, é crescente
ter-se-4 obrigatoriamente, lim .S,, = +oc.

2. Série geométrica. A série

—+o0
1+a+a2+-~'—|—an—|—~-~:Zan
n=0

é chamada série geométrica de razdo a € R. A sucessao das somas
parciais serd naturalmente:

1_ n+1
Sn:1+a+--~+a":L,
1—-a
sea#*1l,esea=1,5,=1+---+1=n+1.
Se for | a |< 1, porque a™ — 0 (cf. exemplo 3.(2.1.10.)), a série resulta
convergente com soma

Se | a |> 1, entdo | a |"> 1 e portanto o termo geral a™ ndo pode
convergir para 0, sendo a série divergente.

+oo
1
3. Considere-se a série E ———. O termo geral da série pode
—n(n+1) & P

e logo a sucessao das somas parciais toma

(o vy,
n n+1) n+1

escrever-se U, = — —
n n+1
a forma
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Conclui-se facilmente que a série é convergente e tem soma igual a 1.
Trata-se de um caso particular de uma classe de séries, > u,, em que
o termo geral é da forma u, = a, — a,+1. As somas parciais,

Sp = (a1 —ag)+ (g —az)+ -+ (an — apt1) = a1 — apia,

sdo convergentes se e s6 se «, tem limite finito, sendo neste caso a
soma da série igual a a3 — lima,,. Tais séries sao conhecidas pelo
nome de séries de Mengolsi.

Propriedades algébricas das séries. Sao de simples demonstragao as
proposicoes que em seguida enunciamos.

2.2.6. Proposicao. Sejam > uy, e > v, duas séries tais que u, = vy, a
partir de certa ordem p > 0. Entao as séries sao da mesma natureza, isto
€, sao ambas convergentes ou ambas divergentes.

2.2.7. Proposigao. Se eriste k € N tal que vy, = Un4k, a partir de certa
ordem, entao as séries Y Uy € Y vy $G40 da mesma natureza.

2.2.8. Proposic¢do. Sejam > u, e Y. v, duas séries convergentes de
somas U eV respetivamente. Entao:
a) > (un + vy) € convergente e a sua soma igual a U +V;

b) para cada real A € R, Au,, € convergente e a sua soma igual a AU
A demonstragdo das proposigoes precedentes é deixada como exercicio.

OBSERVAGAO.  Poder-se-ia igualmente pensar que, sendo > u, € >, v,
séries convergentes, a série ) u,v, seria ainda convergente; ndo ¢é de
maneira nenhuma o caso. Mais adiante regressaremos a este assunto.

2.2.9. Séries de termos positivos.

Uma série > u, diz-se de termos positivos se u, > 0,Vn € N.
Tendo-se apenas u, > 0 para n > p, esta série é da mesma natureza
que uma série de termos positivos, bastando para isso alterar o sinal
dos p primeiros termos de forma a tornd-los positivos (cf.(2.2.6.)). Nesta
grande classe de séries, o estudo da convergéncia (e divergéncia) torna-
se mais simples, obtendo-se critérios que serao apresentados de forma
sistemdatica num futuro capitulo. De momento apresentamos os seguintes
dois resultados de grande generalidade:

2.2.10. Proposicdo. Uma série > u, de termos positivos é convergente
se e s0 se a sucessao das somas parciais for limitada.



2. Sucessoes e Séries Reais 59

Demonstracao. Basta observar que, sendo u, > 0 para todo o n, a
sucessao das somas parciais S, = ug + - - - + u, é crescente e portanto serd
convergente se e sé se for limitada. m

2.2.11. Proposigao. Sejam > u, e Y. v, séries de termos positivos tais
que U, < vy para n > p. Entao
> v, convergente = Y u, convergente.
> uy, divergente = > v, divergente.

Demonstracao. Podemos supor u,, < v, para todo o n que nao ha perda
de generalidade (veja-se 2.2.6.). Sendo

Uy,=u+ - +u, € Vo=vo+---+v,

as respetivas somas parciais, tem-se U, < V,,. Entao, tendo em conta a
proposigao precedente:

> v, convergente <=V, limitada <= V,, <V
== U, <V, <V = U, limitada <= U,, convergente. m

2.2.12. Exemplos

. . 1
1. Analisemos a série E —.
n

n>1

Trata-se naturalmente de uma série de termos positivos; observando
que

1 < 1 >2

) T =z

n? =~ (n—1)n

- . 1 1 1,

resulta que a série dada converge, ja que = —— étermo

(n—1m n-1 n
geral de uma série de Mengoli convergente. Enfim, uma estimativa do
resto resto de ordem n é facilmente obtida:

1 1 1

k>n+1 k>n+1

2. Sendo Y uy, e Y v, séries de termos positivos convergentes, entao a
série > \/unv, é convergente; basta observar que

1
vV UnUn S 5 (un + Un)

e aplicar as anteriores proposigoes 2.2.8. e 2.2.11.
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N&o sendo Y u,, de termos positivos e & parte alguns exemplos notéveis
(de que se conhece a convergéncia ou divergéncia diretamente), tenta-se
analisar a série dos médulos, Y |uy,|, esta de termos positivos. Isto motiva
a seguinte definigao:

2.2.13. Definicdo. A série > u, diz-se absolutamente convergente
se a série Y | up | for convergente.

A importéancia desta nogao deriva da seguinte

2.2.14. Proposicdo. Toda a série, Y uy, absolutamente convergente €

convergente e tem-se

Demonstragdo. Consideremos S, = ug+---+uy, € Sy = |uo|+- -+ |unl,
as sucessoes das somas parciais das séries > u, e > |uy|, respetivamente.
Tem-se entao

|Sn+k_Sn| :|un+k++un+1 |S
(1)

Sl Un+k | +- | Unp+1 |: §n-i-k _gn-

Sendo ) u, absolutamente convergente, resulta da proposigao 2.2.3. que
dado § > 0 qualquer, existe uma ordem p € N tal que S,,1 — S, < d, para
todo o n > p e para todo o k € N. Mas entao por (1), obtém-se

| Sntk —Sn|<d Vn>p VkeN,

e logo, pela mesma proposicao, Y u, ¢é convergente. Finalmente, notando
que

obtém-se a conclusao passando ao limite n — co. m

Veremos adiante que uma série Y u, pode ser convergente sem ser
absolutamente convergente. Neste caso, diz-se que a série é simplesmente
convergente ou semi-convergente.

Dada a série Y u,, ponha-se

Pn =1Up S€ Uy >0 o Qn = —Up S€ Uy, <0

Pn =20 se up, <0 qn =20 se up >0
Tem-se claramente, u, = pp — qn, |un| = Pn + qn, Vn; e tem-se ainda
[un| = un + 2¢n, |un| = 2pn — un. As séries Y p, e > g, dizem-se
respetivamente, a parte positiva e a parte negativa de Y uy;
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sao evidentemente séries de termos positivos (pn,qn > 0). Como |u,| =
D+ G, @ $€rie Y uy, € absolutamente convergente se e S6 se Y . Dn €Y. qn
sao convergentes.

Por outro lado, se Y u, € simplesmente convergente, entdo > ,pn €Y gn
divergem. Com efeito, se uma delas convergisse (3> pp, por ex.), a série
> u, seria absolutamente convergente, dado que |uy| = 2p, — up.

2.2.15. Séries alternadas. Séries de Dirichlet.

Vejamos alguns resultados referentes a convergéncia simples de certas
séries notaveis.

2.2.16.Teorema (Abel, Dirichlet). Sejay_ u, uma série (nao necessari-
amente convergente) cuja sucessio das somas parciais S, = ug + -+ + un
¢ limitada e seja (vy,) uma sucessao decrescente com limv, = 0. Entdo a
série Y u,v, € convergente.

Demonstragdo. Dado que |S,| < C, tem-se

|Sn+p - Sn| S |Sn+p| + |Sn| S 207 Vn,p eN.
Por outro lado, se W,, sdo as somas parciais de Y unvyp, tem-se
Witp = Wi = tnt1Vng1 + -+ + UngpUngp =

- un-l—l(vn-i-l - Un+2) + (un-l—l + un+2) (Un+2 - Un+3) + -+

+ (Ung1 + -+ uner) Un+p-
Mas como v,, é decrescente e v,, — 0, resulta

p—1
|Wn+p — Wnl S 2C Z(Uﬂ_’_k - Un+k+l) + 2C’Un+p = 2C’Un+1 <e
k=1

Vn > ng e ¥p, o que mostra que Y u, v, converge (cf. (2.2.3.)). m
Coroldrio (Leibniz). Seja (uy) uma sucessdo decrescente com lim u,, = 0.
Entdo a série alternada > (—1)"u,, € convergente.

Demonstragcao. Com efeito, a sucessao das somas parciais da série
(ndo convergente) Y (—1)" é claramente limitada. Como a sucessdo u,
¢é decrescente para 0 a conclusao segue-se do teorema. m

OBSERVACQAO. Tenha-se presente que a condicao u,, decrescente para 0 nao
pode ser retirada; sem a monotonia de u,, a série pode divergir: tomando
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1
Uup = — (24 (—1)"), convergente para 0 (mas nao de forma mondtona), a

série alternada > (—1)"u,, diverge (porqué?).

2.2.17. Exemplos.

1. A série E "H é evidentemente uma série alternada
n>1
convergente; nao é contudo absolutamente convergente, dado que a

série dos mdédulos tem como somas parciais:

Sp=1+ 4o, 1>1+1+ 41
n \/5 \/—_ n?

em que o segundo membro diverge para +oo (cf.(2.2.5.) e (2.2.11.)).
Assim, S,, — 400 e a série é apenas simplesmente convergente.

2. As séries de Dirichlet

>0 ey o 3O (o e R g ok,

n
n>1 n>1

s@o convergentes, j& que as somas S, = sinz+sin(2z)+- - - +sin(nz) e
S =14 cosz+cos(2x) + - - - + cos(nz) sdo limitadas; isto pode ver-se
facilmente utilizando o conhecimento dos niimeros complexos. Com
efeito, se x = 2kw(k € Z), é imediato para S, ; se x # 2km, tem-se:

. . . 1— iz \n+1
S, =t [14 ¢ 4 (@) 4ot ()] =t [F5 0]

com €® # 1(<= x # 2km) e portanto, vem para todo n

| S |: ’Im (1 _ (eim)nﬂ—l)‘ < ’1 _ (eim)n-i-l

1—ei® 1—ei

2

=T1—en |

Do mesmo modo se via a limitacao de S/, tomando a parte real.

2.2.18. Comutatividade e associatividade das séries.

Comecemos por definir o que se entende por “alterar a ordem dos
termos de uma série”. Dada uma série Y u, e uma bije¢do ¢ : Ny — Ny
(ou entao ¢ : N — N), a série ) v, em que v, = Uy, n € Ny, diz-se
uma reordenacgao de > u,,.

Sendo > u,, uma série convergente, coloca-se agora a questao de saber
se uma (qualquer) reordenagao ) vn, Un = Uy(n), ¢ ainda convergente e
em caso afirmativo se Y u, = > v,. A resposta é em geral negativa; um
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cldssico contraexemplo é o seguinte: seja S a soma da série alternada (e
convergente) > (—1)"*t11/n,

1 1 1 1 1 1 1
:1—— —_ — — —_ — — e = _—— = 1
o 2371 5 6" Z<2m—1 2m) (1)
1 1 1 1
= - R 2
Z<4m—3 4m—2+4m—1 4m> @)
Multiplicando (1) por 1/2 e somando (2) obtemos (cf. (2.2.8.))
CLNNU B WU S DU N NS B
2 3 2 5 7 4 B dm—3  4m -1 2m

como soma de uma reordenacao da série inicial. Assim, a alteragdo
da ordem dos termos numa série convergente, pode alterar a sua soma
(e mesmo a sua natureza (cf.(2.2.22.)). Todavia, havendo convergéncia
absoluta da série Y uy,, os resultados sao positivos. Eo que veremos de
seguida.

2.2.19. Definicdo. Dada uma série Y u, e uma aplicagio injetiva
¢ : No — No, a série Y vn, vp = Uy(n), diz-se uma subsérie de ) u,.
Em particular, se ¢ € bijetiva, Y v, € uma reordenacdo de Y uy,.

A série Y u, diz-se comutativamente convergente, se toda a Teor-
denagdo de uy € convergente para a mesma soma.

2.2.20. Proposigao. Seja > u, uma série absolutamente convergente.
Entdo toda a subsérie, Y vy, € absolutamente convergente e

D EDES A

Demonstragao Seja ¢ : Ng — No uma aplicacao injetiva e vn, = Uy (n)-
Dado n € Ny, seja N = max{p(1),...,¢(n)}. Entao

n
D v
k=0

n

N )
< Z|'Uk| < Z|Uk| < Z|Uk|
k k=0 k=0

=0

o que implica a convergéncia de Y ;_ |vk|. Logo Y v, é absolutamente
convergente e tem-se a desigualdade enunciada. m

2.2.21. Proposicao. Toda a série absolutamente convergente é comuta-
tivamente convergente.

Demonstragdo. Seja ) u, uma série absolutamente convergente de soma
S e ) v, uma qualquer reordenagdo: v, = uy,(y). Para cada n, sendo
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U, = up + -+ + u, as somas parciais de > u,, existe naturalmente N
suficientemente grande (N = max{o"1(1),...,0 1(n)}) tal que Vy =
v + - - - + vy contenha todos os termos de U,,. Entao

oo

k=n-+1

em que R, representa a soma do resto de ordem n da série dos médulos,
> |un|, convergente por hipétese. Como R, — 0 e U, — S, obtém-se
> v, =S como se queria. m

A reciproca é também verdadeira. E consequéncia do notédvel teorema
de Riemann:

2.2.22.Teorema (Riemann). Seja > u, uma série simplesmente con-
vergente. Entdo, para todo o A € R, existe uma reordenagdo de Y up,
digamos Y, vp, tal que > v, = A.

O leitor interessado podera ver a demonstragao do precedente teorema em
algumas das obras citadas na bibliografia ([4], [6] ou [8], por exemplo).

2.2.23. Concluimos este tema com alguns comentdrios sobre a associativi-
dade nas séries (ou introducdo de parénteses nos seus termos). Seja

E Up =Uug+up +us +---
uma série convergente e consideremos, por exemplo, a nova série

(wo +u1) + (u2 +us) + - + (u2n + v2nt1) + - -
—— —— ————

vo v1 Un

A sucessio associada da nova série, V,, = vy + - - - 4+ v, é claramente uma
subsucessao de Uy, (V,, = Uan41) € logo, dado que U, converge para a soma
S = > un, também V,, converge para o mesmo limite. Assim, a introdugdo
de parénteses numa série convergente conduz a uma nova série também
convergente e com a mesma soma da original.

Todavia, o procedimento inverso nao conserva necessariamente a con-
vergéncia. Um exemplo flagrante é o seguinte: escreva-se Y u,,, série con-
vergente, como

(UQ+1—1)+(U1+1—1)+(UQ+1—1)+"'
Eliminando os parénteses, obtemos a série

UO+1—1+U1+1—1+"'



2. Sucessoes e Séries Reais 65

claramente divergente, dado que o termo geral nao tende para zero.

2.2.24. Produto de séries.

Sejam Y u, e > v, duas séries convergentes. N&o é de esperar que
a série Y u,v, seja convergente (por exemplo, u, = v, = (—1)"1/y/n);
mas mesmo sendo convergente, a sua soma nao é igual (necessariamente)
ao produto das somas de Y u, € Y v,. J4 no caso elementar de uma soma
finita, tem-se em geral

n n n
E ULV 75 E ug | - E Vg
k=1 k=1 k=1

Um dos resultados centrais da multiplicacao de séries é expresso no teorema
que segue:

2.2.25.Teorema. Sejam > u, e Y. v, duas séries absolutamente conver-
gentes. Seja

Wy, = E UiVj = UoUp + UIVp—1 + -+ + Up—1V1 + UnVy, N > 0.
itj=n

Entdo, a série Y w, € absolutamente convergente e tem-se

S = (Yn) ().
A série Y wy, diz-se o produto de Cauchy das séries Y un € > vy.

Demonstracao. Representemos por U,,V,,W,, as somas parciais de
> Un, Y. Vn € > w, respetivamente e por Uy, V,, W, as somas parciais
das correspondentes séries dos médulos. E claro que

W, <U,V,<UV, ¥n

em que U= |u,| e V=Y |v,|. Logo, 3w, é absolutamente convergente,
jé que a sucessdao W, ¢ limitada.

Por outro lado, para cada n e m > 2n, todos os produtos de U,.V,
encontram-se em W, e logo, a diferenca W,,, — U, V,, apenas compreende
produtos w;v; em que ¢ > m ou j > n. Fazendo, no primeiro caso,
lu;v;] < |ui|.V e no segundo, |u;v;| < U.|v;|, obtemos

Wi = UnVal < 3 url V4T Y o,
k>n k>n

Passando ao limite, n — oo, tem-se o resultado: W,,, = W =UV. m
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OBSERVAQOES. Repare-se que a série produto de Cauchy, > w,, faz
intervir todos os produtos wu;v;, mas ordenados e associados de forma
particular (o termo w, é a soma de todos os w;v; com ¢ + j = n).
Pode no entanto mostrar-se (cf.[6]) que, sendo > u, € > v, absolutamente
convergentes para U e V, respetivamente, e sendo Y t,, a série formada por
todos os produtos u;v; ordenados de forma arbitraria, esta série é ainda
absolutamente convergente para UV.

Qual entao o interesse da escolha particular da série produto de Cauchy?
A razéao é que esta série verifica um certo nimero de resultados de grande
generalidade. Apenas enunciamos dois desses resultados (cf.[6]):

I Se > Un, Y. Uy €Y. wy (produto de Cauchy) convergem para U, V e
W respetivamente, tem-se W = UV.

1. Se ) u, converge para U e v, converge absolutamente para V', entdo
> wy converge absolutamente para W = UV.
2.2.26. Exemplos
(="
vn+1

efeito, o termo geral do produto de Cauchy escreve-se

1. O produto de Cauchy da série Z por si prépria diverge. Com
>0

w (_1)"{;+LL+...+LL+ 1
o Vil V2 Viivz o v+l

Em particular,

1 1 1 1
Wopy = ———— oo ——, 4o
T A+l i+l Vn+1 V2n+1
2n +1 N .
Logo, we, > que ndo converge para zero, e a série

vn+1lyn+1

> wy, é divergente.
2. Procuremos a natureza da série
1 1 1 1 1
Vo1 e+l Va1 Bl vie1

Associando os termos dois a dois, obtém-se a nova série

24242442y

1 2 3 n ’

a qual diverge (série harmonica). Recordando o que se disse sobre a
associatividade dos termos de uma série (cf.(2.2.23.)), a série inicial
terd de divergir (caso contrério, esta ultima convergia).
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2.3. Elementos de topologia em R.

A nogao bésica da topologia é a nocdo de vizinhanga. Em seguida
definimos vizinhanca de um ponto a € R e logo ai veremos a intima relagao
entre este conceito e o de limite.

2.3.1. Definigao. Sejaa € R um nuamero real; chama-se vizinhancga de
centro a e raio € e representa-se por Ve(a), ao intervalo aberto a—e,a+¢].

Assim, z € Vo (a) =la —e,a+¢[ seesbése |z—al<e.

OBSERVACQAO. A definicao de limite de uma sucessao pode agora ser
reformulada do seguinte modo: z,, — a se e s6 se

para todo € > 0, existe p € N tal que n > p = x,, € V.(a).

2.3.2. Definigao. Seja X C R wum subconjunto nao vazio; um ponto
a € R dizse interior a X se existe uma vizinhanca Vi(a) tal que
Ve(a) € X. O ponto a diz-se exterior a X se existe uma vizinhanga
Ve(a) tal que V.(a) N X = 0. Um ponto diz-se fronteiro a X se ndo for
interior nem exterior, isto €, Ve > 0,Vo(a) N X £ 0 e Vo(a) N (R\ X) # 0.

O conjunto dos pontos interiores de um conjunto X chama-se interior
de X e representa-se por int (X); o conjunto dos pontos exteriores diz-se o
exterior de X e representa-se por ext (X); enfim, o conjunto dos pontos
fronteiros de X diz-se a fronteira de X e representa-se por fr (X).
Da definigao resulta imediatamente que int (X),ext (X) e fr (X) s@o con-
juntos disjuntos dois a dois e int (X) U ext (X) U fr (X) = R. Da defini¢ao
se vé ainda que

ext(X)=int(R\X) e fr(X)=1fr(R\X).

2.3.3. Exemplos.

1. Considerando o intervalo aberto X =|a, b, é imediato verificar que
int (X) =X, fr(X) ={a,b} eext(X) =R\ [a,}].

2. Se X = {z1,29,---,2,} C R é um conjunto finito, tem-se
naturalmente: fr (X) =X, int (X) =0 eext(X) =R\ X.

3.Se X =Q,éclaroque fr (X) =R, int (X) =0 e ext (X) = 0.

2.3.4. Definicao. Um conjunto A C R ndo vazio diz-se aberto
se int (A) = A, isto é, A € formado apenas por pontos interiores.
Convenciona-se que o conjunto () é aberto.

E um exercicio bastante simples a demonstracao do seguinte resultado:
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2.3.5. Proposigao. A familia A dos conjuntos abertos de R satisfaz as
sequintes propriedades:
i) ,Re A
i) Se A; € A(1 € I) entdo U € A (a unido de um qualquer nimero de
i€l
abertos € aberto).
n

iit) Se A1,..., A, € A entdo ﬂ A; € A (ainterse¢io de um nidmero finito
i=1
de abertos € aberto).

OBSERVACQAO. Repare-se que a intersecao de um ntmero qualquer de
abertos pode nao ser aberto; por exemplo, se A, = ]—1/n,1/n[, tem-se
o0

m |-1/n,1/n[ = {0}, que néo é aberto.
n=1
2.3.6. Definicao. Um ponto a € R diz-se um ponto aderente ao

conunto X C R(X # 0) se para todo e > 0, Ve(a) N X # 0.

O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se fecho ou aderéncia de X
e representa-se por X. Assim,

a€X &Ve>0,V(a)N X #0.

OBSERVAQ/XO._Resulta trivialmente da definicio que X C X. Reciproca-
mente, se a € X \ X entdo a é fronteiro, o que nos permite concluir:

X =XUfr(X)=int(X)Ufr (X).

2.3.7. Definicao. Um conjunto nao vazio F C R diz-se fechado se
contém todos os pontos aderentes, ou seja, F = F. Admite-se que o
conjunto vazio é fechado.

2.3.8. Exemplos.

1. Seja F' C R um conjunto fechado, isto é, F = F = int (F) U fr (F).
Entao, R\ F = ext (F) = int (R \ F) e portanto R\ F' é aberto.
Reciprocamente, se A C R é aberto tem-se:

R\A=R\int(A) =ext(A)Ufr(A) =
=int(R\A)Ufr(R\A) =R\ 4

e logo R\ A é fechado. Assim:
Um conjunto A C R € aberto se e s6 se R\ A € fechado.
Um conjunto F C R € fechado se e s6 se R\ F ¢ aberto.



2. Sucessoes e Séries Reais 69

2. O conjunto X = {1, %, R %, ...} ndo é evidentemente aberto j& que
todo o ponto de X é fronteiro; por outro lado 0 é ainda ponto aderente
de X: basta observar que % — 0 e portanto toda a vizinhanga de 0
contém pontos de X. Enfim, o leitor pode mostrar sem dificuldade

que X = X U{0}.

3. Um conjunto X C R diz-se densoem R se X = R. Os conjuntos Q
e R\ Q sdo densos. Com efeito, para todo o real a, existem | racionais

e irracionais em V.(a) =]a — €,a + €[ o que significa que Q = R e
R\Q=R

4. Um ponto ¢ € X diz-se tsolado se existe ¢ > 0 tal que

Ve(a) N X = {a}. O conjunto referido no anterior exemplo 2. é
claramente formado apenas por pontos isolados.

5. Seja X um subconjunto fechado e majorado de R e seja L = sup X.
Da definigdo de supremo sai que Vd > 0, existe um elemento x € X tal
que L — 6§ < x < L, e portanto V5(L) N X # (); ou seja, L€ X = X e
o supremo de X é maximo.

Analogamente, se X é fechado e minorado entao inf X = min X € X.

2.3.9. Proposicao. Seja X C R um subconjunto nao vazio. FEntao
a € X se e so se é limite de uma sucessao de pontos de X.

Demonstracdo. Se a € X, entdo existem pontos x, € Vi/m(a) N X logo
| z, —a |< 1/n, e z, converge para a. A reciproca resulta imediatamente
da defini¢ao de limite. m

2.3.10. Definigao. Um elemento a € R diz-se um ponto de acu-
mulacao do conjunto X C R(X # () se para todo € > 0 existe pelo
menos um x € X, x # a, tal que x € V.(a), isto €, para todo € > 0,

(Ve(a) \ {a}) N X # 0.

O conjunto dos pontos de acumulagao de um conjunto X designa-se por
conjunto derivado e representa-se por X'.

OBSERVAQOES. 1. Repare-se que a definigdo precedente é equivalente a
esta outra:

um ponto a € R € ponto de acumulacdo do conjunto X se e so se para todo
e > 0 existem infinitos pontos de X em V.(a);

com efeito, se (Vz(a) \ {a}) N X = {z1,...,2z,}, fazendo

d=min{|la—z1|,...,| a— 2z, |}
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logo se vé que a vizinhanga Vs(a) ndo contém pontos de X diferentes de
a, contrariando a definicao de ponto de acumulacao. Em consequéncia,
conjunto finito nao tem pontos de acumulagao.

Da definigao resulta ainda imediatamente que um ponto a € X ou é ponto
isolado ou ponto de acumulagao de X.

2. Tenha-se em atencao a diferenca entre ponto de acumulagao e ponto
aderente: se bem que todo o ponto de acumulacao seja aderente nem todo
o ponto aderente a um conjunto é de acumulagao; por ex., se X é um
conjunto finito, todos os pontos de X sao aderentes embora nao haja pontos

de acumulagao. Porém, é um simples exercicio mostrar que se X C R
(X #0), entao:

XUX' =XUfr(X)=X.

3. Reconhece-se sem dificuldade que o raciocinio da proposigao 2.3.9. se
aplica identicamente para mostrar que:

a € ponto de acumulagcao de um conjunto X se e s se € limite de uma
sucessao de elementos de X diferentes de a.

Seja dada a sucessdo (x,) : m € N — x, € R, e considere-se uma
aplicaggo n € N — «a,, € N estritamente crescente. A composicao das
duas aplicagoes

neN—a, e N—z, €R

chama-se subsucessdo de (z,,) e representa-se por (x,, ). Assim (za,) é a
subsucessao dos termos pares e (z2,41) € a subsucessdo dos termos impares.

Se xn, — a € R, diz-se que a é sublimite de (x,). Por exemplo, tomando
n

a sucessao m, é imediato verificar que
2n 1 2n+1 1
Top = —1 e @ogp1=—— — —1.
T 94 on T e T 2n+ 1)

Da definicao de limite, resulta naturalmente que se (z,) tem limite, todos
os sublimites de (z,,) coincidem com o limite.

A proposigao seguinte poe em evidéncia a relacao entre sublimite de
(z,,) e ponto de acumulagao de {x,}.

2.3.11. Proposicao. O nimero real a € R é sublimite de (xy) se e sé
se a € um elemento da sucessao que se repete infinitas vezes ou € ponto de
acumulagdo do conjunto dos termos {x,}.

Demonstragdo. Seja a = limz,,, sublimite de (z,). Se a nido é um
elemento de (z,) que se repete infinitas vezes, entdo z,, # a a partir de
certa ordem (n > p). Mas como z,, — a, para cada § > 0 existe uma
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ordem ng tal que n > ng = x,, € Vs(a) e logo, em particular, a é de
acumulagéo de {x,}.

Reciprocamente, seja a € {x,} repetindo-se infinitas vezes; tem-se entao
obviamente a = z,, € a é sublimite. Sendo a de acumulagao de {z,},
construa-se a subsucessdo (z,, ) do seguinte modo: tome-se zo, € Vi(a);
escolha-se em seguida z,, € Vjjo(a) com as > a1524, € Vij3(a) com
a3 > ag > a1 e assim sucessivamente. Repare-se que tal construgao é
possivel porque a é ponto de acumulacao de {z,,}. E agora elementar ver
que T,, — a. m

E sabido que uma sucessao () em R pode ser convergente ou nio.
A questao agora é de saber em que condigdes (x,) admite pelo menos um
sublimite em R. A resposta deriva de um dos mais importantes teoremas
da topologia de R:

2.3.12. Teorema (Bolzano-Weierstrass). Todo o conjunto X C R
infinito e limitado admite pelo menos um ponto de acumulagdo.

Demonstracao. Dado que X C R é limitado, escolha-se a1,b1 € R,
ar + by

a; < by, tal que X C [a1,b1] e faga-se & = . E claro que um dos

intervalos [a1,&1] e [£1,b1] contém infinitos pontos de X; seja [aq, bo] tal
intervalo. Tem-se portanto

by —ay

X N[ag, bo] infinito e by —as = 5

az + bo

Repita-se o processo fazendo & = e representando por [a3, b3] um

dos intervalos [az, &), [€2, b2] tal que X N [as, bs] é infinito.
Continuando o raciocinio, obtemos uma sucessao de intervalos encaixados:

[al,bl] B} [ag,bg] IDEERID) [an,bn] IDERE

tais que
i) X N [an,by] é infinito, Vn € N
by —
il) by — 4y = 1"

O axioma do encaixe garante a existéncia de um ponto ¢ € m[an,bn];
tem-se ainda lima,, = limb,, = ¢, ja que

by —
0<b,—c<b,—a,= ln_?1—>0(n—>oo)

an < c<b, = b2—a
0<c—a, <b, —a, = ! 1—>O(n—>oo)

2n71
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Enfim, da definigao de limite resulta que
Ve>03peN:n>p=ap,b, €c—c,c+e¢|,

ou seja [an,b,] Clec —¢e,c¢+ ¢[. Como [ay,b,] N X é infinito, é claro que
XNJe—¢,c+ e[ é infinito (Ve > 0) e logo ¢ é ponto de acumulagéo de X. m

Coroldrio. Seja (zn) uma sucessio limitada em R; entdo existe pelo
menos uma subsucessdo convergente.

Demonstragdo. Se o conjunto dos termos da sucessdo, {x,}, é finito,
existe pelo menos um elemento a = x,,, que se repete infinitas vezes e logo
é sublimite. Se {z,} é um conjunto infinito, sendo limitado, o teorema
de Bolzano-Weierstrass garante a existéncia de pelo menos um ponto de
acumulagao e portanto de sublimite (cf. (2.3.11.)). m

Topologia de R. Foi dada anteriormente a nocdo de limz, = +oo e
limz, = —oo. No sentido de unificar de um ponto de vista topolégico
a nogao de limite, é conveniente estender a nogao de vizinhanga a cada
elemento de R. Assim, para cada a € R e ¢ > 0, chama-se vizinhanca de
centro a e raio €, ao conjunto Vz(a) definido do seguinte modo:

i)seaeR, Ve(a)=la—c,ate[={reR:|x—a|<e}
(coincidindo portanto com a nogao de vizinhanga j& definida em R)

ii)
‘/;(+OO):{$€EZ$>%}::|
Vs(—OO)—{:z:ef_{:x<—l}_ [_OO’_Z['

Pode agora escrever-se, limx,, = a em R se e s6 se:
V6 >03dpeN:n>p= =z, € Vs(a).
Trata-se, formalmente, da mesma definicao que foi dada em R; contudo,
abrangemos agora 0s casos a = 400 e a = —oo. Assim, por ex.,
lim x,, = 400 se e 80 se:
V6>03IpeN:n>p= z, € Vs(+0),
isto é

1
V5>0§|p€N:n>p:>xn>g.
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A nocao de ponto de acumulacio estende-se naturalmente a R: um
elemento a € R diz-se um ponto de acumulagio de um conjunto X C R
se para todo & > 0, (Vs(a) \ {a}) N X # 0, ou seja, para cada § > 0 a
vizinhanga Vs(a) contém infinitos pontos de X.

E agora claro que um conjunto X é niao majorado (resp. nao minorado)
em R se e 86 se +0o (resp. —o0) é ponto de acumulagao de X. O teorema
de Bolzano-Weierstrass toma entao a forma:

Todo o conjunto infinito X C R tem pelo menos um ponto de acumulacdo
(em R).

Como consequéncia imediata resulta que toda a sucessio () em R
tem pelo menos um sublimite em R, ou seja o conjunto £ dos sublimites de
uma sucessao (x,) é nao vazio. No que se segue, mostramos que por entre
os sublimites de (z,,) em R hd um maior e um mais pequeno.

Tomemos (z,,) em R e escreva-se:

v, = sup{ar}, u, = inf{x;}.
k>n k>n

Tem-se naturalmente,

up Sug <o Sup <<y < e <Swg <o

As novas sucessdes (u,) e (v,), sendo monétonas, admitem limite em R.
Assim,

2.3.13. Definicdo. Chama-se limite superior de uma sucessao (x,)
em R e representa-se por limsup x,, ou lim x,, ao limite da sucessdo (vn).
Chama-se limite inferior de (x,,) e representa-se por liminf z,, ou lim x,,
ao limite da sucessio (uy):

limz, = limv, = inf{v,}, limz, = limu, = sup{u,}.

Consequéncia imediata da defini¢ao é a relagao: lim z,, < lim z,,.

A definicao apresentada tem valor essencialmente teérico. Na pratica,
a determinagao dos limites superior ou inferior de uma dada sucessao faz
uso de caracterizagoes mais manejaveis.

2.3.14. Proposicao. L € R ¢ limite superior de uma sucessdo (x,) se e
s0 se:

i) para todo 6 > 0 existe p € N tal que x, < L+6, VYn > p;
1) existe uma subsucessio ko, convergente para L.

Do mesmo modo, | € R € limite inferior de (x,,) se e s se:

i') para todo § > 0 existe p' € N tal que ,, >1—0, Vn>p';
ii') existe uma subsucessdo xg, convergente para l.
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Demonstracdo. Seja limz, = limv, = L € R, com v, = sup{z;}.
k>n
Entao, dado d > 0
L-é6<vy,<L+§ para n>p

e logo z < L + 6 para todo o k > p, o que mostra i).
Construa-se agora x,, do seguinte modo: para d =1, tem-se L —1 < v, <
L+ 1 a partir de certa ordem e portanto, pela definigao de supremo, existe

1 1
o1 tal que L—1 < x4, < L+1; sendo ny > oy tal que L—§ < Up, < L+§

escolha-se x4, tal que

1 1
L— 3 < Ty, < L+ 3
com ag > ny > ay, e assim sucessivamente. E agora claro que Zo, — L.
Reciprocamente, de i) sai que v, < L+ ¢ para n > p;. Como por
outro lado existe x,, — L, tem-se L — § < o, < L+ § para a, > p2 €
logo L — 6 < vy, (n > p2). Portanto, dado ¢ > 0 qualquer, tem-se:

L-5<wv,<L+¢§ para n>p=max{pi,p2}

o que mostra que limv,, = limz,, = L. Analogamente para o limite inferior.
|

2.3.15. Proposicao. Uma sucessdo () admite limite em R se e s6 se
limz, =limz, =a € R.
Em particular, (z,,) € convergente se e sd se

limz, =limz, =a € R.

Demonstragdo. Se limz, = a € R, tem-se a — /2 < x, < a+ §/2
paramn > pelogoa—§ < u, < v, < a+d(n > p), o que mostra
que limz, = limz, = a. Reciprocamente, tendo-se esta igualdade,
a conclusdo sai como consequéncia imediata das condigoes i) e i') da
proposicao anterior. m

Os resultados precedentes mostram, em particular, que o limite supe-
rior e o limite inferior de uma sucessio (x,) sdo respetivamente o maior
e 0 mais pequeno dos sublimites de (x,) em R. Assim, por exemplo, para
a sucessdo T, = /n — (—1)"y/n — 1, que tem apenas os dois sublimites
Top — —1 e xop+1 — 00, resulta naturalmente que limz, = + e
limz,, = —1. Os limites superior e inferior de uma sucessao sdo um caso
particular dos limites superior e inferior de uma funcao num ponto. No
préximo capitulo regressaremos a este assunto.
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Terminamos com a demonstracao de um resultado que tem im-
portancia pratica considerdvel no célculo dos limites de certas sucessoes.

2.3.16. Proposicao. Seja (x,)uma sucessao de nimeros reais positivos.
Tem-se

lim L < lim ¥z, < Tim Yz, < Iim 22
Ty, Ty,

Tn+1
In

Em particular, existindo lim , existe também lim /T, e os dois limites

$a0 iguais.
Lema. Seja k > 0 wm real positivo. Tem-se lim ¥k = limk'/™ = 1.

Demonstragcao. Se k =1 o resultado ¢ trivial. Se 0 < k < 1, a sucessao
kY™ é crescente e majorada por 1; sendo k > 1 a sucessdo é decrescente
e minorada (por 1, naturalmente). Em qualquer dos casos existe limite
limk'/" = 1 # 0. Considerando a subsucessao k'/""*t1  tem-se por um
lado | = lim kY/"("+1) ¢ por outro:

E/m l

:—:1

lim &Y/"( ) = lim k* %51 = lim ST = 7

pelo que [ = 1.

Demonstracao da proposi¢cao. Mostremos a desigualdade referente ao
limite superior; a desigualdade referente ao limite inferior tem demons-
tracao semelhante. Raciocinando por absurdo, suponhamos que nao se

tinha Iim Yz, < Lim—7%. Sendo assim, existiria um real ¢ tal que
n

— T N
2t <o < Tim Yx,. Mas entao, pela primeira destas desigualdades,

lim

n

x
existe p € N tal que n > p — ntl

< ¢ (cf. (2.3.14.)). Logo , ter-se-ia

n

Tp+1 Tp4-2 Tp
L <c, P <c ..., <c.
Tp Tp+1 Tn—1

x
Multiplicando termo a termo resulta == < ¢"~?; portanto, tem-se
Tp

Ty, < (zp/cP).c".

Fazendo k = z,/cP, nimero real fixo, obtém-se para todo o n > p, z, <
kc" elogo ¥V, <c Vk. Como lim Vk =1, segue-se que

M"\/xn§MCW=limc%=c

o que é contraditério. m
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2.3.17. Exemplos.

.. ~ . n
1. Procure-se o limite da sucessao: lim x, = —=. Tem-se x, = Yy,
n—oo vn!

nn

em que yp, = —-. Pela proposicao precedente, tem-se limzx, =
n!

. 1 1as ..

lim Ynt se este ultimo existir. Como

Yn

n 1)"+ p! 1\"
1imy + :hmun—:lim 1+ — =e
Yn (n+1)! n»

conclui-se que

2. Consideremos y, > 0, Vn, e admita-se que Z Yn = +00. Supondo que
n

. In
lim — = a, mostremos que
Yn

. T1txat o+ Ty
lim =a
Y1 +y2+ -+ Yn

Seja entao € > 0 qualquer. Da hipotese resulta que existe uma ordem
N tal que a — € < z,,/yn < a+¢€, n> N, ou seja

AYn — €EYn < Tpn < AYn + €Yn, se n > N.
Somando termo a termo, tem-se
a(ynt1+ +Yn) —€(Unt1+ ot yn) <TNg1 + o+ T <
<a(ynt1+ -+ Yn) FeYnir+ -+ Yn)

e portanto,

Yyr+-+yn Yyr+--+yYn
a({l-————"—)—€e|l-7———"| <
y1+...+yn y1+...+yn

IN41++ T

y1+...+yn
“u (1_y1+"'+yzv>+6 (1_y1+---+yN)'
y1+...+yn y1+...+yn

Como Yy, = 400, os limites, n — oo, & esquerda e & direita, sdo
respetivamente a — € e a + ¢€; logo
= IN41 T+ Tn

a—e<lim ———— < ag+te
y1+...+yn
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e analogamente para o limite inferior. Sendo € qualquer, tem-se entao

— . . IN41t T
lim=lm=Ilim ——— =a
y1+...+yn

A conclusao sai agora da decomposicao

5171+"'+517n7$1+"'+517N IN+1+"'+IH
R e SR

ede Y yn = +o0.

FExercicios

1. Seja (z,) uma sucessdo convergente, com limz, > 0. Mostre que
todos os termos da sucessao, excepto possivelmente um nimero finito,
sao positivos.

Prove, com um exemplo, que a reciproca ¢ falsa.

2. Indique quais das seguintes sucessoes sao majoradas, minoradas ou

limitadas:

TL+(—1)" 2 _1\n 1 1
T o)) (=1)n2: D" D1+ —
@ PR ) (e Y ) ks o
e)ulzo,u2:1,un+2:%;

f)ur = =1 upt1 = —2u,.

3. Dé exemplos de sucessoes () e (y,) tais que limz,, =limy, e

a)limx—"zo; b)limx—nzl; c)limx—n:—i—oo;
. Tn . .
d) lim — néo existe.
Yn

4. Suponha que lim x,.y, = 0. Poder-se-a concluir que pelo menos uma
das sucessoes (z,,) ou (y,) tende para 07?

5. Seja (z,,) uma sucessao tal que limz, = z, =, # 0, Vn.

a) Mostre, apresentando um exemplo, que ndo existe necessaria-

. Tn+1
mente lim .

Tn

Tn+1

b) Demonstre que, se existe lim = a, entdo |a|] < 1.

n
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10.

11.

Seja (x,,) uma sucessio limitada. Ponha-se

Yn = 1213§n{xk}, Zn = 1gggn{xk}, n€N.

Mostre que as sucessoes (yn) € (z,) convergem.

Seja (x,) uma dada sucessdo e ¢ : N — N uma bijegdo. Pondo
Yn = Ty(n), Mostre que (z,,) é convergente se e s6 se (y,) o for.

Considere uma sucessao u,, crescente e uma sucessao v, decrescente e
suponha que u,, < v, para todo on € N.

a) Mostre que as sucessoes u, e v, $a0 convergentes e que se tem
lim u,, < limwv,,.
Se, além disso, a sucessao v, — u, tiver limite 0, mostre que as
duas sucessoes atras referidas tém o mesmo limite.

b) Aplique os resultados precedentes as sucessoes u, e v, definidas
por ug e vg, 0 < ug < vg, € por:

Up + Vn

Un+1 = \/UnUn, Un+1 = 2

Seja (x,) uma sucessdo tal que lim x,, = 0 e para cada n ponha
yn =min{| 1 |, |22 |,...,| zn |}
Prove que y,, — 0.
Seja (x,) uma sucessido que satisfaz
|Tnt1 — x| <CEK", 0<k<1l, neN, CeR.
Mostre que (x,,) é de Cauchy.

Diz-se que uma sucessao (x,,) tem variag¢ao limitada quando a sucessao
n—1

(vn), dada por v, = E |xir1 — x|, é limitada. Prove que, nesse caso,
i=1
(vn,) converge. Prove ainda que:

a) Se (x,) tem variacao limitada, entdo x,, é convergente.

b) Se
|Tnto — Tnt1] < ¢lTnt1 —xn], VR €N, com 0<c<1,

entao (z,) tem variacao limitada.



2. Sucessoes e Séries Reais 79

¢) Sendo (x,) de variacdo limitada e considerando a sucessao w,, =
v, + T, entao w, é crescente e limitada.
Conclua que (z,,) é uma sucessdo de variagdo limitada se e s6
S€ Ty = Yn — 2zn em que (y,) e (z,) sdo sucessdes crescentes e
limitadas.

12. Considere a sucessao, definida por recorréncia,

n 1
n+1"

a1 =1, apt1 =an +(-1)

Mostre que (a,) é uma sucessdo de Cauchy e portanto convergente.
Conclua que (a,,) é exemplo de uma sucessao convergente que nao tem
variagao limitada.

13. Ponha 21 =1 e 2,41 = 1 4+ /Z,,. Mostre que a sucessdo (z,), assim
definida, é monétona e limitada. Determine lim z,,.

14. Defina-se a sucessao recorrente (z,) por

r1 =a
a,q,d € R, neN.
Tp41 = qTp + d
(xy,) diz-se uma progressao aritmético-geométrica.

a) Se |g| < 1, mostre que a sucessdo (z,) converge e calcule o seu
limite.

b) Selq| >1ea#d/(1-q), mostre que a sucessdo (z,,) diverge.

¢) Supondo ¢ # 1, considere-se a sucessao

Sp=x1+--+x,, n€N.
. Sn .
Calcule lim — e lim(S, — nx,).
n

15. Considere-se a sucessao

x>0
neN, a€R.
Tnt1 = a(xn +1/2)

a) Demonstre que limz, = 400 se a > 1
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

b) Se 0 < a < 1, mostre que
[Tpt2 — Tpg1| L clXpngr —an|, 0<c<1, Vn>L1

¢) Sempre na hipdtese de 0 < a < 1, utilize o exercicio 10. para
mostrar que () é sucessao de Cauchy.

Conclua que limz, = \/a/(1 — a).

Utilize o método das sucessoes enquadradas para determinar o limite
das seguintes sucessoes:

D2 02 (D) @ery @) L@ery
n—op)! 1 1 1
6)L?§L@€N% f);r%@:TF+~~+@m?

Determine os limites das sucessoes de termos gerais:

(=1)™n3 +1 a™b™
— )} b>0.
a) USRI ) an+b"’a>0’ >0
143454+ (2n—1)
c) — .

Seja (x,) uma sucessdo tal que lim x,, = a. Pondo,

I1+...+xn
n — —

n

mostre que limy, = a. Apresente um exemplo de uma sucessao ()
divergente para a qual existe limy,.

Seja (yn) uma sucessdo estritamente crescente tal que limy, = +oo.
Utilize o exemplo 2.(2.3.17.) para mostrar que:

. Tp41 — T .z
lim 222 7" g — lim 2% = q.
Yn+1 — Yn Yn

Aplique o resultado anterior na determinagao do limite :

. 1P+2P+...+np
nl—>ngo np+1 ’

Estude quanto a convergéncia as sucessoes seguintes, indicando os
limites das que sao convergentes:

Yn(n+1)---2m; mxn:mm¢—_¢mmn+;

a) T, =

S



2. Sucessoes e Séries Reais 81

22,

23.

24.

25.

26.

27.

n n n

c) Tn = + +o At =

) Vit +1  Vnt+2 vnt+n
371

d) x, =

V/2n 4+ (3n)” ’

(o) 255, o= o)
e) &, =sin (= +nr) ————; Tp = — ¥/msin [ — ).
2 4n3 + 4 n 4n

Determine o € R tal que:

. wmfnl
lim —a™ = 2.
n—oo nm

Seja ¢ : N — N uma sucessdo de numeros naturais. Mostre a
equivaléncia das seguintes assercoes:

a) nh_)n;o p(n) = +o0.

b) Para todo k € N, ¢~1(k) é um subconjunto finito de N.

¢) Para todo o subconjunto finito ' C N, ¢~1(F) é finito.
Em particular, se ¢ for injetiva, tem-se nlingo w(n) = 4o0.
(Poderd mostrar: a) = b) = ¢) = a).)

Seja (z,,) uma sucessao em R tal que as subsucessoes (z2y,), (Tant+1) €
(23,,) sdo convergentes. Mostre que (z,) é convergente.

Mostre que uma sucessdo (z,) é convergente para a € R se e s6
se de toda a subsucessdo (x,,) é possivel extrair uma subsucessao

convergente para a.

Seja (z,,) uma sucessdo limitada. Demonstre que a sucessdao y, =
n (Zn4+1—y) nao pode ter limite +0o0. Dé um exemplo de uma sucessao
(x,,) convergente e tal que lim | n (2,11 — zn) | = +00.

Seja x, uma sucessao majorada, satisfazendo a condigao
Tpgl — Ty = Ap, N E N,

em que a, é tal que > a, é uma série convergente. Mostre que a
sucessao (z,,) converge.

Sug. Tenha presente a demonstragdo do resultado que estabelece o
limite de sucessao mondtona limitada.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Estude a natureza das séries de Mengoli, Y (an, —an+k), k € N. Como

aplicacao, calcule .
P e
= n?+6n+>5

Mostre que, sendo a série Y u2 convergente, entdo Y u,/n é absolu-
tamente convergente.

Se > up, u, > 0, é série convergente, mostre que Y ,/UpUpt1 CON-
verge. Demonstre que a reciproca também é verdadeira se (u,) for
sucessdo mondtona.

Mostre a convergéncia das séries

a) Z(_l)n Sin(n:c); b) Z(_l)n Sin(x/n);

n

Considere a série alternada, » (—1)"uy, com u, decrescente para 0.
Prove a seguinte estimacao do resto de ordem n,

|Rn| < Ung1 — Unyo + Unqs.

Aplique o resultado as séries

n>1 n>1

e diga qual o menor nimero de termos que tem de somar para obter
um erro inferior a 1/1000, ao substituir a soma da série por S,,.

Seja A C R um subconjunto majorado de R e seja L = sup A.

Prove que existe uma sucessao (z,,), com z,, € A, Vn € N, convergente
para L. Mostre ainda que, se A ndo tem méximo, a sucessao (x,,) pode
ser escolhida estritamente crescente.

Determine os pontos interiores, exteriores, fronteiros, de acumulagao e
isolados dos seguintes subconjuntos de R, indicando os que sao abertos
e fechados:

ON 5 Q ¢ R-Q d){%:neN}

n

o (|37 -@)u@nna p{s+amment
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Seja A C R um aberto de R.. Prove que, para todo o € R, o conjunto:
z+A={z+y:yec A}
é aberto. Do mesmo modo, se x # 0, mostre que o conjunto:
rA={zy:yec A}

é aberto.

Sejam A e B subconjuntos abertos em R. Mostre que os conjuntos:
A+B={x+y:z€AyeB} e AB={zxy:z€ A,ye€ B}

sao abertos.

Considere as funcoes f,g,h : R — R, dadas por

fx)=ax+b(a#0), g(x)=2? hx)=a2>

Mostre que, para cada aberto A C R, f~1(A),g71(A) e h=1(A) sao

abertos.

Dé um exemplo de um conjunto A aberto tal que g(A) nio seja aberto.

Determine os limites superior e inferior das sucessoes:

a) n=YF b)Y cos %; ¢) vn—(=1)"y/n—1.

Construa uma sucessao real em que o conjunto dos sublimites é um
dado conjunto finito, {l1,...,l,} CR

Construa uma sucessao (z,) de ntmeros reais tal que todo o inteiro
positivo seja limite de uma subsucessao de (zy,).

Seja (x,) uma sucessdo limitada tal que
lim (41 — ) = 0.

Seja a = limz, e b = limz,, com a < b. Mostre que todo o nimero
do intervalo [a, b] é sublimite de (zy,).

Seja X C R um subconjunto nao vazio de R. Mostre que int(X) é um
aberto. Mostre em seguida que X é fechado.
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43. Seja A uma familia de abertos e F uma familia de fechados em R.
a) Se A; € A(i € T), mostre que U A; é aberto. Se Ay,---, A, € A,
il
n
mostre que ﬂ A; é aberto.
i=1
b) Se F; € F(i € I), mostre que (| A; é fechado. Se Fy, -+, F, € F,
iel
n
mostre que U A; é fechado.
i=1
¢) Dé contraexemplos mostrando que a intersecdo de um ntmero

qualquer de abertos nao é necessariamente aberto e a reuniao de
um numero qualquer de fechados nao é necessariamente fechado.

44. Seja X C R um subconjunto nao vazio e considere o seu conjunto
derivado X’. Demonstre :
a) X' é fechado, isto é (X') C X'.
b) Se X CY entao X' CY".
c) (XUY) =X'UY".
d) (X) =

45. Mostre que todo o conjunto aberto A C R é unido numerdvel de
intervalos abertos.

46. Seja (F),)nen uma colecgdo numerdvel de conjuntos fechados e nao
vazios em R, e tais que

i) Foy1 CF,, n=12,...

1) Cada F, é fechado e F; é limitado.

Mostre que ﬂ F,, é fechado e nao vazio.

n

47. Mostre que o conjunto de racionais, QNJ0, 1[, ndo pode ser intersecao
numeravel de conjuntos abertos.

Conclua que Q nao é intersecao numerével de abertos e logo, o conjunto
dos irracionais, R\Q, néo é unido numerével de fechados.

Sug. Escreva QN]0,1[= {q1,¢2,...} = ﬂAn, A, aberto, e verifique

n
que pode ter Ay D As D ---. Para cada n, construa um fechado
F, C A, e tal que q, ¢ F,,. Utilize o exercicio precedente.
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Limite e Continuidade

3.1. Nocdo de limite. Propriedades gerais.

Seja f : D — R uma funcdo real de varidvel real e a € D um ponto de
R aderente ao dominio D C R.

3.1.1. Definicdo. Diz-se que o limite de f no ponto a € D éb € R e
escreve-se b = lim f(x) se para todo 6 > 0, existe um € > 0 tal que, se
Tr—a

z € Vz(a) N D entao f(z) € Vs(b) ou seja,

ze€D e |rz—al<e = |f(z)-bl<o.

OBSERVAGQAO IMPORTANTE. Repare-se que se a € D e se existe lim f(x)
r—a
entao necessariamente lim f(z) = f(a). Com efeito, se lim f(z) = b, como
Tr—a r—a
a € D satisfaz | a — a |< €, ter-se-4 entdo | f(a) — b |< ¢ para todo 0 0 > 0
e logo f(a) = b. Assim
a€D e lim f(x)existe <= lim f(x)= f(a).
Tr—a r—a
Para muitos autores, o limite de f em a € D ndo faz intervir o valor
de f em a, isto é, o limite de f quando x tende para a é b se e s se
V6 >0,Fe>0:z2€Del<|z—al <e = |f(x)—b <9I Esta

definigao corresponde ao que ndés chamaremos, limite de f quando x tende
para a por valores diferentes de a.
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Y
Lb+ d f
b
A /]
Tb-3
d
f(a) \_ L
C a-€ a ate > X
@)
Figura 3.1

Na figura representada, f nao tem limite em a€ D (f(a) ¢ V5(b)), mas tem
limite em ¢ € D\D : lim f(z) = d.

3.1.2. Proposigao. Sejam f,g: D — R fungoes reais de varidvel real e
a€D.

1. Se existe lim f(x), entdo € inico (unicidade do limite).

r—a

2. Se f(z) = g(xz) Vz € Ve(a) N D e existe lim f(z), entdo lim g(x)
ezxiste e tem-se:

lim f(z) = lim g(x).

r—a r—a

3. Se lim f(z) < lim g(z), entao existe € > 0 tal que:

r—a r—a

fl@) <g(x) VaeVe(a)

4. Se f(z) < g(z) Ve V.(a)ND, entio

lim f(z) < lim g(x),

r—a r—a

caso existam os limites considerados.

5. Se h(z) < f(z) < g(x) Va € Ve(a) N D e se lim h(x) = lim g(x),

r—a r—a
entdo lim f(x) existe e
r—a

lim f(z) = lim h(z) = lim g(x).

r—a r—a r—a
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Demonstragdo. Comecemos por ver 1. (unicidade do limite). Tendo-se
lim f(z) =be lim f(z) =¥, para cada 6 > 0, existe € > 0 tal que
| f(z)=bl<d/2 e | flx) b |<6/2

desde que x € D e | z — a |< €; escolhendo um x € D nestas condigoes (o
qual existe ja que a € D) tem-se

[0=0[=b—f(z) + f(x) =V |<
<[ f@)=b]+ ]| fl2) =V |<d/2+6/2=0,
para todo o ¢ > 0, o que implica que b =b'.

A demonstragdo de 2. e 5. resulta facilmente da defini¢do de limite e 4. é
conseqéncia imediata de 3. que passamos a demonstrar; seja

lim f(z) =b < lim g(z) =¢

r—a r—a

-b
e escolha-se 6 : 0 < § < CT (portanto b+ § < ¢ — §). Entao existe € > 0
tal que, para x € V.(a) N D, se tem

b—d< f(x)<b+d e c—d<gx)<c+d

e portanto, em particular,

fl@)y<b+d<c—d<g(z), VeeV(a)ND.m

Limites em R. A nocéao de limite é agora estendida ao caso em que a é
~+00 ou —oo (limites no infinito); de seguida contemplamos o caso em que
o limite da fungao possa ser +00 ou —oo (limites infinitos).

3.1.3. Defini¢ao. Se +o0o € ponto de acumulagdo de D (isto é, D nao é
magorado), diz-se que HIJP fx)=beR se

1
V5>035>0:xeD,x>g = | f(z) =b|< 0.

Se —oco € ponto de acumulagdo de D (isto é, D ndao é minorado), diz-se
que lim f(z)=beR se
r——00

1
V5>OEIE>O:3:€D,:1:<—E = | f(z) =b|<d.

3.1.4. Definigao. Diz-se que o limite de f em a € +00 (resp. —0) se

V6 >03>0:z€V.(a)ND = f(x) >% (resp. f(z) < —%)

e escreve-se lim f(x) = +o0 (resp. lim f(z) = —c0).

r—a
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De uma maneira geral: sea € D e b€ R, diz-se que lim f(x) =b se

r—a

(L) Vo >03e>0:2€V.(a)ND = f(z) € V5(b).

OBSERVAGAO. Note-se que se f : N — R, f(n) = z,, é uma sucessao

real, o limite lim f(n) coincide com a nogao de limite de uma sucessio,
n—-+oo

ja de nés conhecida.

Definigao de limite pelas sucessoes. A defini¢do de limite de fungdo
num ponto, atrds estabelecida com base no conceito topolégico de vizinhan-
ca, pode ser reformulada no quadro das sucessoes, 0 que nos permite
tirar partido do conhecimento ja adquirido das propriedades algébricas e
topoldgicas das sucessoes reais. Mostraremos entao a equivaléncia das duas
definigoes.

3.1.5. Definigao. Sejam a € D e b € R. Diz-se que o limite de f em a ¢é
b e escreve-se lim f(x) = b se para toda a sucessao x,, € D tal que x,, — a,
Tr—a

entdo f(x,) — b, isto €
(L") xn €D, 2y —a = f(z,) —0b.

Mostremos a equivaléncia das duas definigées ou seja: (L) < (L').

Seja x,, € D com x, — a; entdo, dado é > 0, existe p € N tal que
n>p=x, € Vo(a)ND

em que € > 0 é dado pela defini¢do (L); e daqui resulta que f(z,) € V5(b)
para n > p, isto é, f(z,) — b, 0 que mostra que (L) = (L’).
Reciprocamente, mostremos por absurdo que (L) = (L). Com efeito, se
nao se verifica (L), isto significa que existe § > 0 tal que para todo € > 0
existe

reVAa)ND e f(z) ¢ Vi)

1
Em particular, fazendo ¢ = —, escolha-se um elemento x, € Vi/,(a) N D
n

tal que f(xy) ¢ Vs(b), ¥Yn € N. Mas entdo x, — a e f(x,) ndo converge

para b o que contraria (L’).

3.1.6. Proposicdo. Para que exista limite lim f(x) é necessdrio e sufi-
r—a

ciente que f(x,) tenha limite, para toda a sucessao x, € D tal que

limz,, = a.

Demonstracao. Trata-se apenas de mostrar que dadas duas sucessoes em
D, z, e y, com limite a entao f(zy) e f(y,) tém o mesmo limite.
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Com efeito, construindo a sucessao z,, cOMO 29, = Ty, € 29p+1 = Yn, tem-se
naturalmente z, — a e logo, existindo limite de f(z,) todos os sublimites
sao iguais:

lim f(z2,) = lim f(22p4+1) = lim f(z,) = lim f(y,). =
3.1.7. Proposicao (Critério de Cauchy). A condi¢io necessdria e

suficiente para que f tenha limite finito no ponto a € que para todo § > 0
exista um € > 0 tal que

(@) z,y € Ve(a) N D =] f(x) = f(y) [< 6.

Demonstragdo. Se existe lim f(z) = b € R, para todo § > 0, existe

r—a

e > 0 tal que
2,y €Ve(@)ND =| f(z) =b[<6/2, [fly) —b|< /2
e portanto

| f(z) = F(y) IS f(@) =0 [+ b= f(y) |<d/2+6/2=0.

Reciprocamente, suponhamos satisfeita esta condicao e tomemos x,, — a.
Entao f(z,) é sucessdo de Cauchy: com efeito, dado € > 0, existe p € N
tal que n,m > p = x,, Ty € Vz(a) e logo por (C),

| f(zn) = fam) [< 0.

Sendo de Cauchy f(x,) é convergente e a conclusdo sai da proposi¢ao
precedente. m

Das propriedades algébricas dos limites das sucessoes resulta agora:

3.1.8. Teorema (Propriedades algébricas dos limites). Admitindo
que lim f(z) =b e lim g(x) = ¢, tem-se

) Im(f + o)) =b+e,
11) hm (fg)(:z:) =b.c,

@i) lim [f(x)] = [b]
iv) i%( ) sec # 0.
v) lim |f(z)] = 0 < hm f(z)=0.

r—a
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3.1.9. Exemplos.

1. Seja P,(7) = apz™ +a1z" L + -+ -+ an_17+ an, a, # 0 um polinémio
de grau n com coeficientes reais. P, representa uma funcao definida
em R que admite limite em cada ponto a € R. Com efeito, pelas
propriedades algébricas dos limites, se * — a entao 2" — a” e logo

lim P, (z) = P,(a).

r—a

2. No6s supomos conhecidas as fungoes trigonométricas bem como as suas
relagoes algébricas. Mais tarde teremos ocasiao de apresentar uma
definigao rigorosa destas fungoes. Recordemos entretanto a introdugao
geométrica elementar das fungoes sinz e cosz. O numero real z
representa o comprimento do arco de circunferéncia de raio 1 associado
ao angulo 6; sin = representa a medida do segmento C'B enquanto cos
representa a medida do segmento OC (cf. Figura 3.2).

D
B
X [tg X
sin x|
‘\e
[e) COS X C A

Figura 3.2
. - ™ T
Consideremos agora a fungao f : ] —5 0 [ U ] 0, 5 [ — R dada por

1 —cosx

fz) =

T

Como o segmento AB tem uma medida inferior a = €]0, 7 /2[ (medida
do arco AB), tira-se do teorema de Pitdgoras:

z? >E2:m2+C_B2:(1—cos:1:)2+sin2x:2—2cosx
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1—cosz =
elogo, 0 < —— < —-.
x

2
1—
Dado que cos(—x) = cosz, tem-se 0 < ‘ﬂ < ’g , para todo
x
x €] —m/2,7/2[\{0}, donde (prop. 3.1.2.(5.)):
1—
lim ———%
x—0 x
Repare-se ainda (cf. Figura 3.2) que
0 <sinz <z, xe}o,g{
e mais geralmente (dado que sin(—z) = —sinz)
Y
o <lsmalsial, ze] T
|sinz |<|z|, =« 55
Recordando agora a identidade
u—v u—+v

sinu — sinv = 2sin

COs

. r—a <
sin | —— r—a
D) S

lim sinz = sina.
Tr—a

tem-se

| sinz —sina | < 2

e logo (3.1.2.(5.))

sinx

. Considere-se a fungdo f :]—7/2,7/2[\{0} — R dada por f(x) = .

x
Sendo a medida do arco AB inferior & soma das medidas dos segmentos
CA e CB (cf. Figura 3.2), tem-se para = €]0,7/2][:

r<l—coszx+sinr<1l—cosx—+zx

e portanto
1—cosz sinz 1—cosx
1< + < +1,
x T T
ou seja
sinx 1-—-cosx 1 —cosx
0<1- < =
x x T
sin(—x sin x . S
Dado que (=) = , a desigualdade anterior é valida para
—x T

x €] —7/2,7/2[\{0} e, pelo resultado do exemplo anterior, podemos
concluir:
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f(x)=sin(x)/x

Figura 3.3

4. Considere-se a fungao f definida por

1 2€Q
f(x):{o zeR\ Q.

Trata-se de uma funcao que nao tem limite em

2.5\7 7.5 W__¥.5

nenhum ponto a € R.

Com efeito, basta observar que, tomando sucessoes x, € Q — a e
z,, € R\ Q — a se tem, respetivamente, f(z,) — le f(z,) — 0o
que mostra, de acordo com a definicao de limite pelas sucessoes, que

f nao pode ter limite em a.

F(z) = wsin G) (ct.

5. Tomemos a fungdo f : R\ {0} — R dada por
Figura 3.4).
Tem-se obviamente
. (1
zsin | — || <|z |,
x
pelo que
: . ( 1 )
limzsin [ — ) =0.
x—0 x
Figura 3.4
6.

V/\VMVAV

1
Considerando agora a fungao f : RT — R dada por f(z) = sin (—)
T

(cf. Figura 3.5) logo se vé que a fungdo nio admite limite na origem :

1

0.5

0.4 0.6

-0.5

Figura 3.5

0.8
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— e, = —
2nt " 2nw+7/2
lim f(z,) = sin(2n7) = 0 e lim f(a]) = sin(2n7w + 7/2) = 1, f nao tem
limite em = 0.

tomando z,, = , tem-se lim z,, = limz/, = 0; como

Limites relativos. Limites laterais. Seja f : D — R uma dada fungao
e considere-se uma parte A C D; seja a € A (fecho de A em R).

3.1.10. Definigao. Chama-se limite de f em a relativo a A e
representa-se por lim f(z), ao limite (quando existe) :
T€EA

lim f(x) = lim (fia) (2).

r—a

TEA

3.1.11. Proposicdo. Se lim f(z) = b entao lim f(x) = b para toda a
e TeA

parte A C D tal que a € A.

A demonstracao é imediata; repare-se que, reciprocamente, uma
funcao f pode admitir limite em a relativo a alguns subconjuntos do seu
dominio sem que no entanto tenha limite no ponto a : retomando o exemplo
3.1.9.(4.)

1 z2€Q
f(x)_{o reR\Q

embora nao haja limite em nenhum ponto, tem-se

lim f(z)=1 e lim f(z)=0 VaeR.

r—a r—a

z€Q 2€R\Q

Casos especialmente importantes:

1. A = D\ {a}; note-se desde logo que a € A significa aqui que a é
ponto de acumulagao de D. Sob esta condigao, %1&11 f(z) diz-se o
z€A
limite de f quando x tende para a por valores diferentes de a
e representa-se por

lim f(x).

r—a
r#a
2. A={x € Do < a} = D;; se a € A, o que significa que a é
de acumulagio de D, entdo lim f(z) diz-se o limite lateral a
zeD,
esquerda de [ mo ponto a e representa-se por

a

lim f(@), lim f(z) ou f(a").

r—a~
rx<a
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8. A={z € D,z > a} = Df; sendo a de acumulagio de D7, lim f(z)
z€DF
diz-se o limite lateral a direita de f mo ponto a e representa-se
por
. . +
lim f(z), lim f() ou f(a*).

+
r—a rx>a

OBSERVAQOES.1. Repare-se que lim f(z) = b (caso exista) significa

r—a~

V6>03e>0:2€D, a—ec<z<a= f(x)e Vs(b)

e lim f(z)=0b é equivalente a

r—at
V6>03e>0:2€D, a<z<a+t+e= f(x)e Vsb).

2. Se a é ponto de acumulagao de D, e D (e portanto de D) é um

simples exercicio mostrar que lim f(x) =bseesése lim f(x)e lim f(x)
i;’g T—a~ z—a™t

existem e sdo iguais a b. Observe-se no entanto que lim f(x) = 1im+ f(x)
- r—a

r—a
ndo implica que exista lim f(z) (cf. Figura 3.1). Enfim, se a € D,
r—a
podemos concluir que existe lim f(x) se e s6 se
r—a

lim f(z)= lim f(z) = f(a).

T—a~ z—at

Mudancga de variavel: limite da fungao composta.

Sejam f: D — Rep:T — R fungoes tais que p(T) C D. Conside-
remos a composicao,

fop:T — R, teT — f(pt)).

3.1.12. Teorema. Se tling o(t) = zg e lim f(x) existe, entdo f oy tem
—to

T—x0

limite em tg e

lim (f o p)(t) = lim f(z).

t—to r—TQ

OBSERVAQAO. Deverd admitir-se que to € T e zo € D. Contudo basta
supor que to € T dado que tal hipdtese implica 29 € D (exercicio).
Demonstracao. Tomemos t,, — tp; como tlir? o(t) = xo vem @(t,) — o

—10
e como lim f(x) existe, f(p(t,)) — lim f(x). Logo, a definigao de limite
Tr—xqo Tr—X0o

pelas sucessoes dé o resultado. =
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O teorema do limite da fung@o composta generaliza-se imediatamente
(com as devidas hipdteses) ao caso dos limites relativos e em particular aos
limites laterais. Vejamos o seguinte exemplo de aplicagao:

. sint?
lim ;
t—0t t
na prética toma-se a mudanca de varidvel ? = x, que se traduz na
~ L sinz o
composicao da aplicagio f : RT™ — R, f(r) = ——, com a aplicacao

T
sin t2 Ve
o :RT =R, 2= ¢(t) =t2, isto &, = f(p(#)); como z = ¢(t) — 07

quando t — 0, tem-se

sin t2 sinx sinx
lim = lim f(z)= lim = lim T. =0.
t—0t t x—0t f( ) x—0t \/E r—0+ (\/_ T )

Limite de fungoes monétonas. Recordemos a nogao de funcao
mondétona (cf. (1.4.3.)). Tem-se agora o seguinte importante

3.1.13. Teorema. Toda a fun¢do mondtona f : D — R tem limites
laterais & esquerda (resp. & direita) em todo o ponto a em que tais limites
possam ser definidos: a ponto de acumulagdo de D (resp. a ponto de
acumulagio de D} ).

Demonstracao. Seja f : D — R e a um ponto de acumulagao de
D, ={x € D:x < a}. Mostremos primeiro que

se f é mondtona crescente entdo f(a”) = sup f(x)
zeD,
se f é mondtona decrescente entdo f(a”) = inf f(x)
xeD,
Seja L = sup f(z) € R (finito); se L = +oco a demonstracao é andloga.
zeD,
Da definicao de supremo, para todo § > 0 existe um xg € D, tal que
f(zo) > L — 4. Sendo f crescente, f(z9) < f(z) para todo x €]zg,a[ND e
logo
L—-6< f(zo) < f(z) <L Va €]xg,a[ND

ou seja L = f(a™).

Se f é mondtona decrescente entao é claro que —f é mondtona
crescente. Utilizando o resultado j& demonstrado e o teorema 1.4.7.(2.),
tira-se

@)=~ lim (~f(2) = — sup (~f(a)) = inf f(a).

z—a~ veDs €Dy
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Analogamente
f(a™) = inf f(x) se f é mondtona crescente
zeDS

f(a®)= sup f(z) se f émondtona decrescente. m
xED;r

Funcgao monétona crescente:

f(a™) = sup f(z)

x€D,

fla®) = inf f(a).

mEDI

Lrsssss 0000000000000 02

Figura 3.6 (0] D,

Corolério 1. Se f: D — R é mondtona e a € D, entdo f(a™) e f(a™)
sa@o finitos e tem-se

fla™) < f(a) < f(a™) se f € crescente.

f(a™) > fla) > f(at) se f é decrescente.

Coroldrio 2. Se f: D — R é mondtona e +00 (resp. —o0) € ponto de
acumulagdo de D entdo existem os limites de f em 400 (resp. em —c0) e
tem-se

lim f(z) =supf sef € crescente
r——+00 D

lim f(z) =inf f se f € decrescente
xr—-+00 D

respetivamente:

lim f(z) = i%ff se [ é crescente

r——00

lim f(z)=supf sef € decrescente.
r——00 D

OBSERVACQAO. Aplicando o corolério precedente & sucessao f : N — N,

f(n) = x,, obtemos os resultados j& conhecidos sobre os limites das

sucessoes monétonas (cf. (2.1.6.)).
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3.1.14. Limite superior e inferior de uma fungao.

Consideremos f : D — R e a € D (em particular a = 400 ou
—00). Suponhamos f majorada numa dada vizinhanca Vj(a) e para todo
e >0 (e < §), consideremos

L(a,e) = sup  f(x).
z€Ve(a)ND

E claro que 0 < €1 < g3 = L(a,1) < L(a, &) e logo
L(a,e) :]0,6[— R, € €]0,0[— L(a,¢)

define uma fungao crescente (e portanto, como vimos, com limite lateral
em cada ponto). Define-se limite superior de f em a e representa-se por
lim f(z), como

r—a

lim L(a,e) = lim f(x).

e—0t r—a

Analogamente, sendo f minorada numa dada vizinhanga Vj(a) e pondo

l(a,e) = mevg(laf)mf(x) (e <0),

obtém-se uma funcao, agora decrescente,
l(a,€) :]0,0[— R, € €]0,6[— I(a,¢)
e define-se limite inferior de f em a como

lim Il(a,e) = lim f(x).

e—0*t T—a

Assim, tem-se
lim f(z) = lim sup  f(z) | = inf sup  f(x)
z—a e=0" \ zeV.(a)nD €>0 \ zeV.(a)nD

li — 1 . f — : f .
b (0= g (Lt ) =g 100)

Se f nao for majorada em nenhuma vizinhanca de a, entao define-se

lim f(z) = 4o00; do mesmo modo, se f nao é minorada em nenhuma
r—a
vizinhanga de a, define-se lim f(x) = —o0.

r—a
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OBSERVAQOES. 1. No caso particular de uma sucessao f : N — R,
f(n) =z, e a =400, a definigao de limite superior significa

lim f(z) = inf sup zp | =inf [ sup =z
#—+00 £>0 \ neV.(+oo) " >0\ n>1/e "
que ¢ igual a

inf (sup xn> =limz,

PEN \n>p

ou seja, o limite superior de uma sucessao, anteriormente definido (cf.
(2.3.13.)). Do mesmo modo se recupera a nocao de limite inferior de uma
sucessao.

2. Dado que i(a,€) < L(a,¢) para todo € > 0, tem-se entao

lim f(z) < Tm f(2).

T—a r—a

A semelhanga do que acontece com as sucessoes, temos agora

3.1.15. Proposicao. Seja f: D — R ea € R. A fungdo f tem limite no

ponto a se e s6 se lim f(z) = lim f(x), tendo-se entdo
rx—a r—a

lim f(x) = T f(a) = lim f(2).

r—a T—a T—a

Demonstracdo. Suponhamos que lim f(x) = A € R. Entdo

Vo>03e>0:zeV(a)ND = f(x) € Vs/n(A)

e portanto

(a,2), L(a, &) € Vs(A).
Tomando uma sucessao 6, — 0, é entao possivel escolher e, — 0 tal que
l(a,en), L(a,e,) € Vs, (A) e portanto I(a,e,) — A e L(a,e,) — A, 0 que
implica

lim f(x) = Tm f(2) = lim f(x) = A, (0

T—a r—a

Reciprocamente, suponha-se a condicao (1) satisfeita com A € R (o caso
A = £o00 tem demonstragao semelhante). Dado d > 0, existe € > 0 tal que

A—-d<L(a,e) <A+ e A—-d<l(a,e) < A+04.

Mas,
La,e)—A<d= f(x) —A<d VreV.(a)ND,

A—-l(a,e)<d= A—f(z)<dé VYxeV(a)ND.
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Logo

| fl)—A|<d Yz eVi(a)ND

ou seja, lim f(z) = A. m

3.1.16. Proposicao. Sejam f,g: D — R e a € D. Entdo tem-se

1.

. Se f(x) >0 (x€Ve(a)n D), lim

Se f(z) <g(x) (z€V(a)ND),

lim f(z) < lim g(2);  lim f(2) < lim g(z);

r—a r—a T—a

lim (—f(z)) = — lim f();

T
v—a f(z)  lim f(z)’

r—a

lim (f(z) + g(x)) < lim f(z) + lim g(x);

r—a r—a r—a

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z)+ lim g(z);

r—a r—a r—a

lim (f(z) + g(x)) > lim f(z) + lim g(x);

r—a r—a r—a

Se f(x),9(2) 20 (v € Ve(@) N\ D),
Iim (f(z)g(x)) < lim f(2) lim g(o);

lim (f(z)g(z)) = lim f(z) lim g(z);

r—a r—a r—a

lim (f(z)g(z)) > lim f(z) lim g();

r—a r—a r—a

Se existe lim g(z),

r—a

lim (f(2) + g(x)) = lim f(2) + lim g(2);

r—a r—a r—a

Se f(z),g9(x) >0 (x € Ve(a)N D) e se existe lim g(x),

r—a

lim (f(2)g(x)) = lim f(z) lim g(o);

r—a r—a r—a

sempre que os sequndos membros facam sentido em R.

Demonstracao. Observe-se desde logo que 6. e 7. sao consequéncia
imediata de 4. e 5. respetivamente. A demonstracao resulta facilmente
das defini¢bes de limite superior e inferior e da aplicagao do teorema 1.4.7..
A titulo ilustrativo vejamos, por exemplo, a primeira desigualdade de 4..
Com efeito,
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lim (f(z) + g(z)) = lim < sup f(iv)+g(£v)>;

z—a e=0% \ zeV.(a)nD

como, por 1.4.7.(5.), se tem

sup  (f(z)+g(x) < sup flz)+ sup g(x)
2€Ve(a)ND 2€Ve(a)ND z€Ve(a)ND

a conclusao sai trivialmente de 3.1.2. ¢ 3.1.8. m

3.1.17. Exemplo. Retomando o ja conhecido exemplo

PRV} R, f)=sin (1)

vemos que
1
L(0,e)= sup sin (—) =1,
z€Ve(0)\{0} r
Ve >0
1
[(0,e)= inf sin <—> =-1
zeV-(0)\{0} x
e logo

— . (1 .. (1
limsin{ —) =1, limsin{—-|=-1.
r—a x r—a €T

3.2. Funcgdes continuas. Primeiras propriedades.

3.2.1. Definigao. Seja f: D — R ea € D. Diz-se que f é uma funcao
continua no ponto a se lim f(z) = f(a), isto é
r—a

V6>03e>0:z€D,|z—al|<e=|f(x)— fla)|<d.

OBSERVAQOES. 1. De acordo com a definicao dada de limite, a funcao f é
continua no ponto a se e sé se [ tem limite em a (como vimos, se
a funcdo tem limite em x = a € D, este ndo pode deixar de ser f(a)).

A definigdo de limite pelas sucessdes permite também acrescentar que f é
continua em a se e s6 se

Vi, € D, 2 — a = f(z,) — f(a).

2. E claro que toda a funcao f é continua em todo o ponto isolado do seu
dominio.
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3. Se a € D é ponto de acumulagdo, e portanto é possivel definir o limite
quando x tende para a por valores diferentes de a, resulta das definigoes
que

lim f(x) = f(a) <= lim f(z) = f(a)

r—a

z#a

e logo f é continua em a se e 86 se f(at) = f(a”) = f(a) (admitindo ser
possivel definir os limites laterais).

As duas proposigoes seguintes sdo consequéncia imediata dos corres-
pondentes resultados sobre limites.

3.2.2. Proposicdo (Propriedades algébricas). Sejam f,g, funcgoes
continuas em a € D C R. Entao f +g, f.g,| f | e —=f sao continuas em
a. Se g(a) #£0, f/g é também continua em a.

3.2.3. Proposigao (Continuidade da funcdo composta). Considere-
mosp: D —Ref:FE— R fungies tais que p(D) C E. Se ¢ € continua
ema€ D e f écontinua em p(a) € E entao f oy € continua em a.

3.2.4. Definicao. Uma funcao f: D — R diz-se continua em D (ou
apenas continua) se for continua em todos os pontos de D. Uma fungao
[+ D — R diz-se continua numa parte C C D se fic for continua.

3.2.5. Descontinuidades.

Seja dada uma funcao f : D — R; dizse que a € D é uma
descontinuidade ou um ponto de descontinuidade se f nao é continua
em a.

Diz-se que a fungao f possui uma descontinuidade de primeira
espécie em a se f é descontinua em a e admite os limites laterais
finitos, 1im+f(:1:) = f(a™) e lim f(x) = f(a”). (Se a é somente de

r—a r—a—

acumulacao de D} ou D, isto é, se a € (D) oua € (D, ), apenas se

exige a existéncia do limite lateral finito correspondente). Um ponto de
descontinuidade diz-se de segunda espécie se nao for de primeira espécie.

A analise do conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fungao
é um tema particularmente relevante; teremos ocasiao de regressar a este
assunto quando adiante estudarmos o integral de Riemann.

Por vezes, é conveniente definir o salto de f, o(a), num ponto a € D
que admita os limites laterais f(a™) e f(a™). Assim, por definigao,

o(a) =max{|f(a") = f(a)l, [f(a™) = f(a)l}, se a€ (D) N(D,);

se apenas a € (D}, respetivamente a € (D,)’, pomos

o(a) =|f(a™) — f(a)], respetivamente o(a) = |f(a™)— f(a)|.
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Enfim, se a ¢ (D)’ U(D;)’, (a é um ponto isolado em D), pomos o(a) = 0.
E claro que g(a) > 0 e o(a) =0 se e s6 se f é continua em a.

Seja agora f uma funcdo mondtona; as suas descontinuidades serdao
necessariamente de primeira espécie (cf. 3(.1.13.), Coroldrio.). Além disso,

3.2.6. Proposicao. Se f: D — R € uma funcdo mondtona, entao o
conjunto das suas descontinuidades € finito ou numerdvel.

Demonstracgao. Fixando a,b € D, a < b, quaisquer, basta provar que o

conjunto das descontinuidades de f em D N [a,b] é numerdvel (porqué ?).

Seja entdo D,, = {z € DN Ja,b] : o(x) > 1/n}. O conjunto das

descontinuidades de f em D N [a,b] é obviamente UD"’ e este serd
n

numeravel se todos os D, forem, em particular, finitos. Admitindo que

f é mondtona crescente (o caso decrescente é similar), sejam ¢ < 7 <
To < -+ < Xy < b, m discontinuidades de f em D,,. Entao,

m m

> olak) < [f@) = flap)] < FO0T) = fa)

k=1 k=1

e como o(x) > 1/n é claro que D, terd de ser finito (ou vazio), para todo
0 n, 0 que prova o resultado. m

3.2.7. Exemplos.
1. A funcdo Sgn : R — R, chamada fun¢do sinal de x e dada por

1 se >0
Sen(z) =< 0 se 2=0
-1 se <0

tem em 0 uma descontinuidade de primeira espécie:
lim+ Sgn(z) = Sgn(0*) =1, lim Sgn(z) = Sgn(07) = —1.
z—0 r—0~

2. Um classico exemplo ¢é dado pela fungao, ji conhecida: dado zy € R,

f(z) =sin(1/z) se x # 0 e f(0) = xo.

Figura 3.7
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A fungao f tem uma descontinuidade de segunda espécie em 0: nao
existem f(0%) e f(07).

. A funcao f: R — R,
1 se z€Q
f(“’)—{o se reR\Q
é descontinua em todos os pontos x € R, os quais sao descon-
tinuidades de segunda espécie : para todo a € R, existem sucessoes
Tp > a, Yn > a, Tn € Q, y, € R\ Q, convergentes para a, tendo-se

entao f(z,) — 1 e f(y,) — 0, 0 que mostra que nao existe f(a™t); do
mesmo modo se via que nao existe f(a™).

y

|

|

|
@ |

\

0@ a b \ X

17 —o |

|

|

|

|

|

Figura 3.8

A fungdo representada na figura admite uma descontinuidade em a
de primeira espécie e uma descontinuidade em b de segunda espécie.

fla®), f(a™) € R, f(b7) = +o0.
. Consideremos a funcao f : R — R,

0 se zeR\Q
f@) =14 1/a se z=p/qeQ\{0}

1 se =0

sendo p/q uma fracgao irredutivel, isto é, p,q € Z, sdo primos entre

si e ¢ > 0. Mostremos que existe lim f(z) = 0, para todo o a € R.
x#a
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Bastara mostrar que lim f(z) =0, ou seja
z€EQ

V6>03e>0: |p/g—al<e = 1/g<d (& ¢>1/9).

Ora, os inteiros positivos ¢ < 1/§ sdo em ndmero finito; designemos
por B = {qi,...,qm} 0 seu conjunto. Existe entdo uma mais
pequena fracgdo com denominador em B, p'/q;, tal que p'/q¢; > «;
analogamente, seja p”/q; a maior fraccdo com denominador em B e
tal que p”’/q; < a. Fazendo ¢ = min{a — p"/q;, p'/q; — a}, é agora
claro que todo o racional p/q # a, tal que a —e < p/q < a + ¢, deverd
satisfazer ¢ ¢ B, ou seja 1/g < ¢ como se queria.

Como f é nula nos irracionais, tem-se 9113}1 f(x) = fla) = 0 se
a € R\Q; a fungao f é um exemplo de fungao continua no conjunto dos
irracionais e descontinua no conjunto dos racionais. No entanto nao
existe nenhuma funcao f que seja continua nos racionais e descontinua
nos irracionais (cf. exercicio 30.).

3.3. Teoremas fundamentais da continuidade.

Os teoremas apresentados nesta seccao constituem resultados centrais
da Anadlise Real. Sao resultados globais, isto é, determinam o compor-
tamento das fungdes f : D — R em todo o seu dominio e derivam da
conjungao dos seguintes dois aspectos:

1. A funcao f é continua.
2. O dominio D de f tem uma determinada “forma topoldgica”.

Funcgoes continuas em intervalos.

Comecemos por observar que um conjunto I C R é um intervalo
(limitado, nao limitado, aberto, fechado ou semiaberto) se e s se para
quaisquer x,y € I com x <y se tem [z,y] C 1.

3.3.1. Teorema (FEzxisténcia de zeros). Sejam a,b € R nimeros reais
tais que a < b e f : [a,b] = R uma fungao continua. Se f(a).f(b) < 0,
existe pelo menos um & €la, b| tal que f(€) = 0; tal £ diz-se um zero de f.

Demonstragdo. Seja entdo f(a).f(b) < 0, isto é, f(a) e f(b) tém
sinais contrdrios. Tomemos ¢ = (a + b)/2; se f(c¢) = 0 entao ¢ = ¢,
sendo f(a).f(c) < 0 ou f(c).f(b) < 0 (cf. Fig. 3.9). Seja por exemplo
f(a).f(e) < 0; ponha-se entdo a; = a,b1 = ¢ e escolha-se de novo o ponto
intermédio, ¢; = (a1 + b1)/2. Se f(c1) = 0 entdo ¢; = &; caso contrério,
ter-se-4 f(a1).f(c1) < 0ou f(er).f(b1) < 0. Seja (por ex.) f(c1).f(b1) < 0;
faz-se entao as = ¢y, ba = by.
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Figura 3.9

Prosseguindo o raciocinio, ou terminamos num numero finito de passos:
cn, = &; ou obtemos uma sucessao de intervalos encaixados

[ao,bo] = [a,b] D) [al,bl] D) [ag,bz] Do

b— ~ o .
o Mas entao existird um tnico ponto £ comum a
todos os intervalos (axioma do encaixe). Como por construgdo se tem

tais que, b, — a, =

flan) <0 e f(by) >0,

ou

flan) >0 e f(by) <O

conclui-se em qualquer dos casos

0= lim f(an) = f(§) = lim f(by) = 0= f(£) =0

n—oo n—oo

ou
0< lim f(a,)=f(&) = lim f(b,) <0= f(§)=0. m
n—oo n—oo
O corolario seguinte, devido a Bolzano, exprime a ideia intuitiva de
que uma funcao continua definida num intervalo “nao passa de um valor a
outro sem passar por todos os valores intermédios”.

Corolério (Bolzano). Sejam a,b € R ndmeros reais tais que a < b e
f i ]a,b] = R uma fungao continua. Entdo f assume todos os wvalores

entre f(a) e f(b), isto €, se (por ex.) f(a) < f(b),
Yyo tal que f(a) < yo < f(b), Jxo €la,b| tal que f(xo) = yo-
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Demonstragdo. Admitindo (por ex.) que f(a) < f(b) e tomando um
qualquer yo tal que f(a) < yo < f(b), a funcao

g:la,b] — R, g(x)=f(z) —yo

estd nas condigdes do teorema, pelo que existe xg € [a, b] tal que g(zg) =0
e logo f(x0) = yo. m

OBSERVAQOES 1. O método utilizado na demonstracao do teorema prece-
dente é um classico método de aproximagao numérica dos zeros de uma
funcao. Repare-se que, quando aplicado & funcao f(z) = 2™ — A, reproduz
precisamente a demonstracao da proposigao 1.1.1. (existéncia da raiz n de
um real positivo). Existem outros métodos de aproximagao das raizes de
f(z) = 0; este importante tema é objecto de desenvolvimento na disciplina
de Anélise Numérica.

2. A funcdo f : [-1,+1] — R dada por

-1 se z€l[-1,0]

flz) =
+1 se x€]0,+1]

embora tenha como dominio um intervalo, ndo toma valores entre f(—1) =
—1le f(1) =1. Com efeito, a fungao f é descontinua em = = 0.

Tomemos agora a fungéo f : [-1,0] U [1,2] — R definida por f(z) = z;
embora se trate de uma fungdo continua, f nao toma todos os valores
valores entre f(—1) = —1 e f(1) = 1: neste caso o seu dominio ndo € um
intervalo.

3.3.2. Teorema (Bolzano). Seja f: I — R, uma fun¢do continua num
intervalo I C R. Entdo f(I) € um intervalo.

Demonstragdo. Sejam y1,y2 € f(I) tais que y1 < yo. Tem-se y1 = f(x1)
e y2 = f(z2) com z1,29 € I. Como f é continua em [z1,x2] (ou [z2,21]
no caso de z2 < x1), resulta do coroldrio anterior que [y1,y2] C f(I) e logo
f(I) é um intervalo. m

OBSERVACQAO. Repare-se que o teorema de Bolzano nao se pronuncia sobre

a natureza do intervalo f(I); o intervalo f(I) terd necessariamente como

extremos ir}ff e sup f que poderdo pertencer ou nao a f(I), isto é, o
I

intervalo f(I) pode ser fechado, aberto ou semiaberto. Assim, por exemplo
a funcao

f:I=[]-n/2,7/2] — R, f(z)=sinzx
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é continua e tem-se f(I) = [—1,1] (intervalo fechado). Tomando agora a
funcao

f:I:]_lvl[_’Rv f(iZ?):|{E|,

também continua em I, obtém-se como imagem o intervalo f(I) = [0,1]
(intervalo semiaberto).

3.3.3. Proposicao. Seja I C R um intervalo de R e f : I — R uma
funcdo continua e injetiva. Entao f € estritamente mondtona.

Demonstragdo. Se I = {xy} o resultado ¢ trivial.

Sejam entdao xg,yo € I dois quaisquer elementos de I tais que zy < yp.
Como f(zo) # f(yo), ter-se-a f(zo) < f(yo) ou f(yo) < f(xo). No
primeiro caso mostra-se que f é estritamente crescente e no segundo
estritamente decrescente. Suponha-se entdao f(zg) < f(yo) (no segundo
caso a demonstracao é idéntica) e mostremos em primeiro lugar que, para
todo z tal que zp < z < yo se tem f(zo) < f(x) < f(yo). Com efeito, se
assim nao for, tem-se

(a) f(z) < flxo) < f(%o)
() f(xo) < f(yo) < f(2).

Mas, tendo-se (a), o teorema de Bolzano implica que existe & €]z, yo[ tal
que f(&) = f(xo) o que contraria a injetividade de f. (cf. Fig. 3.10)

Figura 3.10

Tendo-se (b), de novo o teorema de Bolzano implica a existéncia de um
n €lxg, x| tal que f(n) = f(yo), contrariando ainda a injetividade de f.
Logo

fwo) < f(x) < f(yo)-

Finalmente, se z9 < x < y < yp, pela parte atras demonstrada, tira-se que
f(zo) < f(y) < f(yo); mas como 2o < x <y e f(xg) < f(y), tem-se ainda

pela parte anterior
f(wo) < fl&) < f(y)-

Logo, f|[zo,ye) € estritamente crescente e portanto f também o serd ja que
To € Yo sao quaisquer em /. m

3.3.4. Proposigao. Seja f: I — R uma fun¢do mondtona no intervalo
I; se f(I) € um intervalo entao f é continua.
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Demonstracdo. Suponhamos f crescente e seja zg € I (se f é decrescente
o raciocinio é semelhante). Pelo corolario 1. de 3.1.13. tem-se

F@5) < flwo) < (o).
Se fosse f(zy) < f(zg), entdo f(I) ndo podia ser um intervalo j& que todo
o0& € |f(xg), f(zf)[| com & # f(xo) ndo estd em f(I). Logo os limites
laterais sao iguais e f é continua. m

Podemos agora estabelecer o importante teorema da continuidade da
fungéo inversa. A questdo é a de saber se para uma fungdo f continua e
injetiva a funcdo inversa é ainda continua. A resposta, em geral, é negativa
(veja~se a Figura 3.11);

3.3.5. Teorema (continuidade da fungdo inversa). Seja f uma
fungdo continua e injetiva definida num intervalo I C R. Entdo f~1! é
continua.

Demonstragcao. Pela proposicao 3.3.3. f vem estritamente mondtona e
portanto também f~! é estritamente monétona. Mas f~! estd definida
em f(I) que é um intervalo (teorema 3.3.2. (Bolzano)) e a sua imagem,
im f~! = dom f = I, ainda é um intervalo. Resulta agora da proposicao
anterior que f~! é continua. m

OBSERVAQOES. 1. A fungdo f nas condigoes do teorema é portanto uma
bijecao de um intervalo I sobre um intervalo J e é bicontinua, isto é, f
e f~! sdo ambas continuas; por isso, f diz-se um homeomorfismo de I
sobre J.

2.

(@) 1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
e |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

o] X
£:]0,1[U]1,2]—R é continua. f “:R—R é descontinua em 0.

Figura 3.11

A funcao f da figura precedente embora seja continua e injetiva nao
tem inversa continua (f~! é descontinua em z = 0). De acordo com o
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teorema da fungao inversa, o que falha neste exemplo é o facto de o dominio
de f nao ser um intervalo.

3.3.6. Fungoes continuas em compactos.

Na anterior secgao vimos como as fungoes continuas, quando definidas
em intervalos, tém notaveis propriedades. No que se segue, sao apresenta-
dos novos resultados referentes a fungoes continuas definidas em conjuntos
compactos.

3.3.7. Defini¢ao. Um conjunto D C R diz-se um conjunto compacto
se for limitado e fechado.

Antes de apresentarmos algumas caracteriza¢oes dos conjuntos com-
pactos em R, introduza-se a nogao de cobertura de um conjunto D C R.

Uma familia de conjuntos {In}aca diz-se uma cobertura de D se

D cC U I,. Uma subfamilia, {Ig}gen, B C A, que seja ainda uma
acA
cobertura de D, diz-se uma subcobertura de {I}aca-

3.3.8. Proposicao(*) Seja D C R um subconjunto de R. Sao equivalentes
a) D é compacto

b) Toda a cobertura {In}aca de D formada por intervalos abertos contém
uma subcobertura finita.

¢) Para toda a sucessdo (x,,) em D existe uma subsucessao (Zq,, )
convergente para um ponto de D.

Demonstragdo. a) = b). Seja {Iy}aca uma cobertura de D formada
por intervalos abertos e suponhamos (por absurdo) que nao é possivel
cobrir D com um ntmero finito de tais intervalos. Sendo D limitado,
D C [a,b] (a < b); dividindo o intervalo ao meio, pelo menos um dos dois
subintervalos obtidos, Ji, é tal que D N J; nao é coberto com um niimero
finito de intervalos I,. Prosseguindo o raciocinio, obtemos uma sucessao
de intervalos encaixados,

J1DJD--DJy D, Jn:[anabn]v

com b, —a, — 0 e tais que J, N D nao é coberto com um niimero finito
de intervalos I,. Pelo axioma do encaixe, existe zg € [ Jp, que serd ponto
de acumulacdo de D (porqué?). Dado que D é fechado, g € D e logo
xo € lo,, para algum a9 € A. Como an, b, — x¢ € I, € um intervalo

(*) A implicac¢@o a) = b) é usualmente designada na literatura matemédtica por Lema

da cobertura ou Lema de Borel - Lebesgue.
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aberto, a partir de certa ordem n > N, vem J,, C I,, o0 que é contraditério
(os conjuntos J,, N D nao podiam ser cobertos com um numero finito de
intervalos I,).

b) = ¢). Seja (z,,) uma sucessdo em D; como D satisfaz a propriedade b)
(também chamada propriedade da cobertura), terd de ser necessariamente
limitado (bastard tomar a cobertura { Jx — 1, z + 1] }ep e aplicar b)).
A sucessdo (z,,) é entdo limitada e logo (cf. (2.3.12.), Coroldrio.) existe

uma subsucessdo convergente, x,, — xo, o € D. Afirmamos que zo € D.
Caso contrério, a familia de intervalos abertos

{]xo = 1/n,zo[, Jzo,x0+ 1/n],
| — 00,20 — 1/2], Jxo+1/2,+0[ }nen

é uma cobertura de D e nao contém nenhuma subcobertura finita.

¢) = a). Se D nao é limitado, existe =, € D tal que z, — 400
(ou x, — —o0) e tal sucess@o nao pode ter sublimite finito (e portanto
pertencente a D).

Enfim, D é fechado, j4 que todo xg € D é limite de uma sucessao de pontos
de D (cf. (2.3.9.)) e logo, pela hipétese b), o € D. m

OBSERVAQAO. O leitor reconhecerd imediatamente que nao é possivel
extrair nenhuma subcobertura finita nos exemplos seguintes:

R = U ]—n,n[,

neN
j0,1]c | 11/n,2].
neN

Com efeito, R néo é limitado e ]0, 1] néo é fechado.

3.3.9. Proposicao. Seja f : D — R uma fungao continua definida num
conjunto compacto D C R. Entdo f(D) € compacto.

Demonstracao. Tendo presente a anterior caracterizacgao, trata-se de
mostrar que para toda a sucessao (y,) de pontos de f(D) se pode extrair
uma subsucessio convergente para um ponto de f(D). Tomando y,, € f(D)
tem-se y, = f(x,) com z, € D. Como D é um conjunto compacto, existe
uma subsucessao x,, — zo € D. Logo, sendo f continua

Yo, = f(Ta,) — f(z0) € f(D)

e portanto y,, ¢ uma subsucessao de y, convergente para um ponto de
f(D), como se queria. m
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Corolario 1. Se f : [a,b] — R € uma fungdo continua definida num
intervalo limitado e fechado (intervalo compacto), a sua imagem € um
intervalo limitado e fechado :

f(la;b]) = [a, B

Demonstracao. Consequéncia imediata da proposicao anterior e do
teorema 3.3.2.(Bolzano).

Coroldrio 2. (Teorema de Weierstrass). Seja f : D — R uma fun¢do
continua num compacto D C R. Entao f tem mdximo e minimo.

Demonstracao. Basta observar que sup f, irll)ff € f(D) = f(D).
D

3.3.10. Continuidade uniforme.

Uma classe particular de fungdes continuas sao as fungoes uniforme-
mente continuas.

3.3.11. Definigao. Seja f: D — R uma funcdo real de varidvel real.
Diz-se que [ é uniformemente continua em D se para todo d > 0 existe
€ > 0 tal que

ri,m2€De |z —22|<e = | f(z1)— f(22) <9

Resulta imediatamente da definicao que uma funcdo uniformemente
continua € continua : basta fixar 1 = xo € D. A reciproca é falsa :

Contraezemplo. Seja f: R — R, f(x) = 2?; trata-se claramente de uma
funcao continua. No entanto f nao é uniformemente continua em R; com
efeito, se assim fosse, dado § = 1, existia ¢ tal que

1,22 €ER, |21 — 22 |[<e = |$%—I§ |< 1.

1 1
Escolhendo 1 = — e 19 = — + %, vinha |21 — 23 [< e e
€ €

1 1 & e?
R R N |
= <€2+4+>’ 7>

ot~ |-

o que é absurdo.
3.3.12. Dois exemplos notaveis.

1. Uma fungao f : D — R diz-se lipschitziana em D se existe K > 0
tal que
| f@)—fW) I<SK|xz-y| Vz,yeD.
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A constante K diz-se a constante de Lipschitz. Uma fungao lipschi-
tziana com constante de Lipschitz K < 1 diz-se uma contrac¢ao e se
K < 1, diz-se uma contracao estrita.

2. Uma fungao f : D — R diz-se holderiana de ordem o €]0,1] em
D se existe uma constante H, > 0 tal que

| f(x) = f(y) |< Ho| 2 —y|* Va,yeD.

A constante H, diz-se a constante de Holder de ordem « €]0, 1]. E
imediato verificar que as funcoes lipschitzianas e holderianas em D sao
uniformemente continuas em D.

3.3.13. Proposicao. Seja f : D — R wuma funcao uniformemente
continua e (x,) uma sucessao de Cauchy em D. Entao f(x,) € uma
sucessao de Cauchy.

Demonstra¢do. Dado § > 0 existe € > 0 tal que

zy€eD e |rz—yl<e = | f(x) - fly) <.

Como (z,,) é de Cauchy, existe p € N tal que | z,, —xp, [<e Vn,m >pe
portanto | f(z,) — f(zm) |[< 0 (n,m > p), o que mostra o resultado. m

Corolario. Seja f : D — R uniformemente continua. Entao para todo
a € DNR, existe lim f(x) e € finito.
r—a

Demonstracao. Com efeito, toda a sucessao x, — a com x, € D, sendo
convergente é de Cauchy; logo f(x,) é de Cauchy e portanto convergente.
Portanto, o lim f(x) existe e é finito (cf. (3.1.6.)). m

r—a

OBSERVAQOES. 1. Sabfamos ja que uma fungéo continua em D transforma
sucessoes convergentes em D em sucessoes convergentes; no entanto, nao
transforma sucessoes de Cauchy em sucessoes de Cauchy : uma sucessao de
Cauchy em D (que é convergente em R) nao é necessariamente convergente
para um ponto de D. Por exemplo, a fun¢ao f :]0,+oo[— R, f(x)=1/=z,
é continua e transforma a sucessdo de Cauchy 1/n na sucessdo divergente,
f(1/n) = n. A propriedade de transformar sucessbes de Cauchy em
sucessoes de Cauchy é privilégio das fungoes uniformemente continuas.

2. Util na pratica é a contra-reciproca do corolario precedente :

Se para algum a € D N R ndo eriste lim f(x) finito, entdo f ndo é
r—a

uniformemente continua.

3.3.14. Teorema (Cantor). Seja f : D — R uma fun¢do continua num
compacto D C R. Entao f € uniformemente continua.
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Demonstragao. Se f nao é uniformemente continua, existe § > 0 tal
que, para cada n € N existem elementos z,,y, € D satisfazendo

n =g l< 2 e | flo) ~ f) 126

Mas sendo D compacto, a sucessao (z,) possui uma subsucessio (x4, )
convergente para um elemento xg € D e pela condigao anterior resulta que
lim ya,, = To.

Como [ é continua, tem-se entao

lim f(2q,) = im f(ya,) = f(z0)

o que contraria a desigualdade | f(za, ) — f(Ya, ) |> 0. =

3.3.15. Exemplos

1. Seja f : [0,1] — R, dada por f(z) = y/z. E uma funcio continua
no compacto [0, 1] e portanto uniformemente continua. Todavia nao é
lipschitziana: com efeito

— 1
wp VEZVEL

= sup ———= = +to0.
sweio1] 1Ty owe(0,1] VT + /Y

Tomemos agora a fung¢ao ¢ : [0,+oo[— R, definida por g(z) = /.
Trata-se evidentemente de uma fungao continua mas, o seu dominio
nao sendo compacto, nao é aplicavel o teorema de Cantor. No entanto,
9[1,+00[ € lipschitziana (e logo uniformememnte continua) :

|z —y| 1
g(x)—gy) |=—F——=<slz-9yl|, Vr,y>1
| g(x) —g(y) | WA 5 | |

Como gjp,1) = f é uniformemente continua, conclui-se sem dificuldade
que g é uniformemente continua. Com efeito, dado § > 0 existe e; > 0
tal que

0
r1,22 € [0,1], |21 — 22 [< a1 = f(21) — f(22) |< B
e existe €2 > 0 tal que
1)
x1,20 € [1, 400, [z1— 22 |[< 2 =] fw1) — fla2) [< B

e logo, para x1 € [0,1], x2 € [1,+00], |r1 — T3] < € = min{ey,ea},
tem-se

]

@) = F) || @) = FO) | +1 £ = flaa) 1< 3 + 2 =&
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1
2. A ji conhecida fungdo f :]0,1] — R, f(z) = sin <—> é continua
x

mas nao uniformemente continua; basta aplicar o anterior corolario
e observar que f nao admite limite quando x — 0.

3.4. As funcdes exponencial e logaritmica.

Se a é um real positivo, recordemos que a'/9(q € N) foi definido (cf.
(1.1.1.)) como o wnico real x > 0 tal que 27 = a. Tomando agora um

P
racional £ > 0, define-se a?/? como (al/q) . define-se ainda @ ?/ pondo
q

Enfim, convenciona-se que a® = 1.

OBSERVAGAO. Tem-se naturalmente a?/7 = (a!/9)" = (a?)"?. Com efeito,
(T T -

Fica assim definida uma aplicacdo r € Q — a” € R que satisfaz o
seguinte conjunto de propriedades :

donde a conclusao.

1. a">0 VreQ;
a’ ¥ =a".a®, (a")’=d"* Vr,seQ;
3. se a>1, reQ —a" ¢estritamente crescente;

se a<l, re€eQ—a" éestritamente decrescente;
se a=1, a"=1"=1 VreQ.

A demonstragao destas propriedades é bastante elementar e segue-se dos
correspondentes resultados j& conhecidos para a” (r € Z). A guisa de
exemplo, veja-se a segunda iguldade de 2.; fazendo r = p/q, s = p'/q,
tem-se

’

’ N\ 14
’ 1 qq N 1/4q ’ ’ s
(a".a%)% = ((ap) /Q) A (ar — qP? qP'1 = opd'+P'a

pelo que aP/9.qP' /4 = qpd'+r'D/ad" = grs,

O nosso objectivo é estender a aplicagdo r € Q — a” (a > 0) a todo o
R (definindo assim a potenciagao: a*, = € R).
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Definigao de =z € R — a”.

Defina-se a aplicacdo x € R — a*, prolongando por continuidade
a todo o R a aplicacao r € Q — a”.
Lema. Seja a > 0 um numero real. Tem-se lim a" = 1. Em consequéncia,
reQ
a aplicagdo r € Q — a” € continua.

Demonstracao. Se a = 1 o resultado é imediato. Se a > 1, resulta das
propriedades (Pq) que 7 € Q — a” ¢ estritamente crescente e portanto
existem os limites laterais em 0. Como

1/n:¥:1

lim ¢" = lim /" =1; lim a" = lim a~ T

r—0+ n— 00 r—0~— n—0o0 lim a
n—00

.1 . .
tem-se o resultado. Se a < 1, entao — > 1 e a conclusao sai de
a

T Wy

Finalmente, a continuidade sai de
— T—T
a"—a"® =a" (ar To—l) 0. =

FEis agora o resultado que nos permite prolongar por continuidade a
aplicacao r € Q — a:

3.4.1. Proposigao. A4 aplicagio r € Q — a” (a > 0) admite limite finito
em todo o ponto r € Q=R

Demonstragcao. Seja x € R e fixemos racionais sg, s1 tais que s; < x <
sp. Tem-se entao para todo o par de racionais r, s tais que s; < 7, s < So

la"™ —a®| = ‘as (a’”*s - 1)‘ < M‘(arfS — 1)|

em que M = max{a®*®,a°*}. Por outro lado sai do lema precedente que,
dado & > 0 existe um ¢ > 0, tal que

rs€Q, |[r—sl<e=|a"*—1|<§/M
e logo
rs€Q, 1,sEVp(r)=la"—a’|<M|(a"*-1)| <d.

O critério de Cauchy 3.1.7. estabelece a conclusao. m
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Sex = p/q € Q, a continuidade de a”, r € Q, implica liIr> a” = aP/q,
T—p/q
reQ

Portanto, € natural definir o® (x € R) como o limite

a® = lim a".
rT—xT

reQ
A aplicagao z € R — o diz-se a funcgdo exponencial de base a(a > 0).

3.4.2. Teorema. A funcao exponencial x € R — a* (a > 0) € continua e
satisfaz as propriedades:

1. a®*>0 VzeR;
2. a*"V=a"a¥%, (a*)!=a" Vz,y€R;
3. se a>1, xe€R —a” ¢ estritamente crescente;

se a<l1l, xze€R—a” ¢éestritamente decrescente;
se a=1, a*=1"=1 VzeR.

Demonstragdo. A demonstragdo de (P) é simples consequéncia das
propriedades algébricas dos limites e das propriedades (Pg). A titulo de
exemplo vejamos que a®, a > 1, é estritamente crescente. Sejam z,y € R,
x < y e fixem-se racionais 71,72 tais que z < r; < ro < y. Tomando as
sucessoes 1, € Q — z e s, € Q — y tem-se (a partir de certa ordem ng)
<11 < T2 < Sp e logo

a® =lima™ <a™ <a™ <lima®* =a¥.

Finalmente, a continuidade de x € R — a” sai do mesmo argumento que
o utilizado no lema anterior para mostrar a continuidade da exponencial
racional. m

No que se segue faremos o estudo da fungao exponencial fixando uma
determinada base, a saber, o nimero

1 n
e = lim (1 + —> ,
n—oo n

numero de Neper, ja nosso conhecido: e = 2.718281828459045.... No
final deduz-se facilmente o comportamento da exponencial z € R — a”,
Va > 0. Veremos mais tarde a razao da eleicao do ntimero e para base da
funcao exponencial. Mostremos entretanto

3.4.3. Proposicao. Tem-se

1\* 1\*
lim (1 + —) = lim <1 + —> =e.
Tr——+00 €T T——00 €T
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Demonstragcdo. Vejamos primeiro o limite em +o0o. Seja z > 1 e
designemos por I(z) o maior inteiro < z. Tem-se I(x) < z < I(z) +1
e logo

1 1
I+ ——>1+=->1+
x

1
I(2) I(z)+1

o que implica, pela monotonia da exponencial de base maior que 1

L\ @ X ) I(z)
(1+755)  >(143) > (o)
Pondo n = I(x), vem entéo
1 \H@ 1\
o () () -
= lim (1—|— l)n.lim (1—|— l) =e.
n n

Analogamente, fazendo n = I(z) + 1 :

1 I(z) 1 n—1
m (1+— = lim (14— -
wirfoo( +I<x>+1) nirfoo( +n)

. " /. 1
= lim <1+—> /hm <1+—> =e.
n n

Finalmente, para obter o resultado com 2 — —oo, faga-se 1 = —(1 + x);
tem-se entao

1 x x —1—x1
lim (1+—> = lim ( ! ) =
T——00 x z1—4o0 \ 11 + 1

, 1\" 1
= lim 1+ — 14+ — =ec. m
T1—+00 1 X1

3.4.4. Proposicao. Tem-se

x

. € .
lim — =400 e lim ze* =0.
rx——+oco I r——00

Demonstrag¢do. Pondo e = 1+ h (h > 0), resulta do binémio de Newton,

n 1+ h)™ 1 -1
e_:u>_+h+uh2
n n n 2



118 3. Limite e Continuidade

en
pelo que lim — = 4o00. Fazendo n = I(z), temsen <z <n+1e
n—oo N
portanto
e® e’ 1 €n+1 n—o00
— > = - 400
x n+l en+1

donde a conclusao. Resulta agora facimente que

lim ze® = lim —ye ¥ =— lim Y _0 u
Tr— —00 Yy——400 y——+oo e¥Y
Coroléario. Para todo o k € R tem-se
xT
lim — =400 e lim |z [Fe” =0
r——+00 I xr——00

Diz-se por isso que, “ e € um infinito superior a todas as poténcias

de z”.

Demonstragao. O limite em —oo sai do primeiro fazendo a mudanca
de variavel ja utilizada na proposigao. Veja-se entao o limite em +oo. Se
k < 0 o resultado € trivial; para k > 0, observando que

e ez/k k

) em/k ) el 1 ) el
lim = lim —=- lim —=+4o00. =
r—+oo I u—+oo ku k u—too u

sai da proposigao

Em consequéncia do que foi dito, resulta que a aplicagao z € R — €”
¢ uma bijecio de R sobre Rt =]0,+oco[. A aplicagao inversa chama-se
funcao logaritmo e representa-se por

log :]0, +00[— R.

A fungao logz, sendo a inversa de e”, é portanto estritamente crescente
e continua (continuidade da fungdo inversa). O conhecimento da fungao
exponencial permite-nos enunciar o seguinte conjunto de propriedades:

3.4.5. Teorema A fungao x €]0, +oo[— log x satisfaz
1. log(e®) =2 Vz€R; €% =2 Vaz €)0,+o0];

1
2. log(z.y) =logx + logy; log (E) = —logx Vx,y €]0,+o0];

3. Paraa>0(a € R), a®=¢"1%% VzeR;
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4. log (z¥) = log (eleg””) =ylogx Vz>0,VyeR.

Demonstracao. Escreva-se logx = y e note-se que
logr =y <=z =¢€".

As propriedades védlidas para a funcao exponencial permitem obter sem
dificuldade os resultados enunciados. Veja-se, por exemplo, 2. Tem-se,
com efeito

Ty = elogm'elogy _ elogw-{-logy

e logo, log(z.y) =logx + logy. Enfim,

0=1logl=log(z.z™ ") =logz +logz™*

e portanto, logz~! = —logz. m
6
exp (x)
4
2 log x
2 2 4 6
-2
-4
Figura 3.12

3.4.6. Proposicao. Para todo k > 0, tem-se

log x

lim - =0.
r——4oco I

Isto €, “logx € um infinito inferior a todas as poténcias de x”.

Tem-se ainda
1ir%xk logz =0 Vk > 0.
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Demonstragao. A demonstracao sai facilmente do correspondente re-
sultado para a fungdo exponencial (3.4.4. coroldrio); com efeito, fazendo
y = klogz = logz* tem-se

. log x 1 . Y
lim =7 lim = =0.
r—+o0 T k y—+oo e¥

Finalmente,

1" /1 lo
lim z¥logz = lim (—) log (—) =— lim gky =0. =
z—0 y—+oo \ Y Y y—+oo Y

Sublinhe-se uma vez mais que logx = 400, mais lentamente do
r—T00
que qualquer poténcia arbitrariamente pequena de x. Vejam-se as figuras

abaixo em que se comparam as funcdes logz e 292,

1 |
|
I
P I
Na vizinhanca do ponto x = 3.65 log x !
1 2 3 3.654
a funcao log “ultrapassa” a
~ 0.2 . . - 1
funcao z”¢, dando a ideia
geométrica falsa de que o .2
crescimento do log é mais rapido.
-3
Figura 3.13
12.9
12.8
No entanto para grandes valores z0-2

12.7

de z, (z = 332105 (!1)), 202 logm/

torna-se enfim superior a log x.

Figura 3.14 320000 332105 350000
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3.4.7. Proposicao. Tem-se

v —1
lim & 1 e oy o8tz
x—0 x z—0 x

1 xT
Demonstracdo. De lim <1 + —) = e vem lim (1 + z)Y/® = ¢, e pela
x

T—+00 z—0
continuidade da funcao log resulta

lim log(1 + x)

=1 1/I = =
lim . :PL% log [(1 +x) } loge = 1.

Finalmente, de y = e* — 1 <= z = log(1 + y) sai

. e’ —1 . Y
lim =lim ———=1.=m
0 x y—0 log(l+y)

O estudo da exponencial de base a > 0, a”, reduz-se agora a exponen-
cial e® pela relacio a® = e* o8¢,

a*f (a>1)
X
1 2 3
Figura 3.15
Tem-se entao:
lim ¢® = lim €*98% = +0
Tr— 400 r——+00

(a>1)

lim o= lim e*!°¢% =0

r— —00 r— —00
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e
lim a® = lim e*'°8% =0
Tr——+00 Tr— 400 0 1
<a<
lim ¢ = lim €*'°8% = 400 ( )
Tr——00 Tr——00

Corolario. Para todo x € R, se x,, — x e u, — 400, entdao

] T, Un,
lim (1 + —> =e”.

n— o0 Unp,

Demonstracao. Com efeito,

log{(l—l—x—n) ] = unlog<1+x—")_
Un Un

log (1 + I—")
Un n—oo

Ty . T

rzl=x

Un

dado que z,/u, — 0 (cf. (3.4.7.)); pela continuidade de z — e*, sai
finalmente

lim (1 + ZC_n) = lim elOg(1+1n/uvl)u" = m

n—oo
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FExercicios

1. Sejam X =Y U Z subconjuntos de Rea €Y NZ. Dada f: X — R,

tomemos g = fly e h = fiz. Mostre que, se limg(z) = L e
lim h(z) = L entdo lim f(z) = L.

2. Analise os limites quando x — 400 e © — —oo da funcao f: R — R,
dada por

flx)=a+ gsinx.

3. Para todo o real x represente-se por I(z) o maior inteiro < 2. Mostre
que se a e b sao numeros positivos entao

lim E1(9> _b e tim E1(5) — 0.
r—0t+ a X a r—0t+ T a

Prove também que

lim EI(E):é e lim él(f)z—i—oo.
x—0— Q X a x—0— T a

4. Seja f : R — R, dada por f(z) = z + axsinzx (a € R). Mostre que se
| a |< 1 entdo linrtl f(z) = +oo.

5. Discuta a existéncia de limite em a € R da funcdo f : R — R, dada
por

fx) =

2> se reQ
x se z€R\Q

6. Analise os seguintes limites:

a) hmm(aef_{); b) lim Lro- 1—3:;
r—a I z—0 x
c) hrf Vo (Ve +a—z);

d) lim ( x? 4+ x2+x—x>;

r——+00
e) 1(iH/1) (\/l—l—tga:—\/tgx).
x—(m/2)~

7. Dé um exemplo de fungdes f: D — R e g: f(D) — R tais que exista
lim f(z) = b, exista lim (g o f)(z) e ndo exista 1in%)g(y).
T—a T—a y—



124 3. Limite e Continuidade

8. Mostre que lim f(z) = b (em R) sse para toda a sucessio z, — a,
r—a

existe uma subsucessao o, tal que f(zq,) — b.

9. Mostre que a funcao f : R — R, dada por

z se z€R\Q
f(z) =
q se x=plq, pg€Z, ¢>0

com p/q fracgdo irredutivel, é ilimitada em qualquer intervalo nao
degenerado.

Sug. Reveja o exemplo 5.(3.2.7.).

10. Calcule os limites superior e inferior das seguintes func¢ées nos pontos
indicados

a) |sinz | no ponto +oo;

1
b) tg — mo ponto 0;
x

1 1
c) ——1 <—) no ponto 0;
x x

0 se r€Q
d) f(z)= num ponto a € R.
I(z) —z se zeR\Q

11. Seja f : [z, +00[— R uma funcao limitada em cada conjunto limitado
do seu dominio. Mostre que

)
lim [f(z+1)— f(z))=a€eR = lim @:a.

T——+00 Tr——+00 €T

b) Mais geralmente, se existe limite em R

fl+1) - f(x)

li =0,1,2,...
Jlim o (n=0,1,2,...),
mostre que
i LD = f@) o fl)
z——+00 x" z——4o0 g1

12. Seja P : R — R um polinémio nao constante. Dado b € R, suponha
que existe uma sucessdo (z,) tal que P(z,) — b. Mostre que (x,) é
uma sucessdo limitada. Prove, em particular, que se existe (z,,) tal
que P(z,) — 0, entdo P admite pelo menos uma raiz real.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

P(z)
Qz)’

@ polindmios de coeficientes inteiros, que satisfaga a seguinte pro-
priedade: para todo o racional r € Q existe um inteiro k € Z tal que
R(k) =r.

Determine os pontos de continuidade e descontinuidade (indicando as
descontinuidades de primeira e segunda espécie) das fungoes :

a) f:]-1,3 =R,

Demonstre que ndo eriste uma fungao racional R(z) =

1 se z€]—1,0]
fw={ @1 T
I(z) +z se x€]0,3]
b) f:R—R,
2w se r€Q

fx) =
2+1 se zeR\Q

Seja f: R — R uma fungao tal que

flx+y)=f(z)+ fly) Vz,yeR.
a) Mostre que f(rz) =r.f(z), VreQ,VreR.

b) Suponha que f é limitada numa vizinhanga de zero. Mostre que
f é continua em x = 0 e conclua que f é continua em R.

¢) Prove que existe ¢ € R tal que f(z) =cx, VreR.

Mostre que uma fungao f : R — R é continua se e sé se a imagem
inversa de qualquer aberto de R é um aberto de R. Mostre também
que f é continua se e sé se a imagem inversa de todo conjunto fechado
de R é um fechado. Conclua que o conjunto dos zeros de uma fungao
continua em R é um conjunto fechado.

Sejam f,g : [0,1] — R fungbes continuas. Se f(1) = ¢(0), prove a
continuidade da funcao h : [0,1] — R, definida por

f(2x)  se 0<z<1/2
h(z) =
g2x—1) se 1/2<2<1

Seja f : D — R uma funcao continua em D e sejam a,b € R com
a < b. Mostre que a fungao

flx) se a< f(x)<b
h:D—R, hx)=Sa se f(z)<a
b se f(z)>b

é continua em D.
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

Seja P : R — R um polinémio, P(z) = ag + a12 + - -+ + a,2™ com
an, > 0 e n par. Mostre que P tem um minimo em R, isto é, existe
x0 € R: P(xo) < P(z), Vz € R. Se P(xp) < 0, mostre que P admite
pelo menos duas raizes reais.

Seja f : [a,b] — R uma funcao continua (a < b). Prove que as fungoes
m(z) e M(x) dadas por

m(x) =minf e M(xz)=maxf

la,z] la,z]
estao bem definidas e sdo continuas em |[a, b].

Seja f : R — R uma fungao continua. Prove que sao equivalentes as
seguintes condigoes:

@) Jdim | @)= lim | f(@) = +oo
b) Se |z, |— +oo, entdo | f(x,) |— +oc;

¢) Se K é compacto, entao f~!(K) é compacto.
Mostre que a equagao
sin®x + cos®z =0
tem pelo menos uma raiz no intervalo |0, 7[.
Seja f : [a,b] = R (a < b) uma funcdo definida no intervalo limitado

e fechado [a, b] e satisfazendo a seguinte propriedade:

para todo z1,x2 € [a,b] e para todo o nimero C entre f(z1) e f(z2)
existe um & entre x1 e x2 tal que f(§) = C.

a) Dé um exemplo de uma funcdo com tal propriedade mas que nédo
seja continua em [a, b].
b) Mostre que toda a fungao que satisfaz a propriedade indicada nao

pode ter descontinuidades de primeira espécie.

Seja f : R — R uma funcao continua. Suponha que para todo o
aberto A C R, f(A) é aberto. Mostre que entao f é injetiva (e logo
mondtona).

Dé um exemplo de uma funcdo injetiva, continua em xg e tal que !
é descontinua em yog = f(zo).

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua no intervalo limitado e fechado
[a,b] C R e tal que f([a,b]) C [a,b].
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27.

28.

29.

a) Mostre que f tem pelo menos um ponto fizo, isto é, existe pelo
menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

b) Suponha agora que f é uma contragao estrita:
K, 0< K <1 : |[f(z) - fy)l < K|z —yl, Vz,y€[a,b].

Mostre que f admite um tnico ponto fixo, ¢. Mostre ainda que,
dado um qualquer zg € [a,b], a sucessdo definida por recorréncia,
Zn = f(xn-1), n > 1, converge para c.

Seja f : [a,b] = R (a < b) uma funcdo tal que f([a,b]) C [a,b] e
satisfazendo a condigao

| f(z) = fy) I<lz—y |, Va,y€la,b], (z #y).

a) Mostre que a equacdo f(z) = x tem uma unica solucédo 6.

b) Defina a sucessao x, por recorréncia dando xg e x, = f(xp—1),
com n € N.
Mostre que |z, — 0 | é decrescente e tem limite [.

¢) Mostre que se pode extrair da sucessdo (z,) uma subsucessao
convergente para 6 + el em que € = +1 ou € = —1.

d) Mostre que | f(6+¢el)—6|=1
Conclua que [ =0 e logo z,, — 0.

Dizemos que a funcao f : D — R é semi-continua superiormente no
ponto a € D se V§ > 0, Je > 0 tal que

ze€D, |[z—al<e = f(z)< f(a)+0.

A fungdo f diz-se semi-continua superiormente em D se o for em todos
os pontos de D.

a) Defina funcdo semi-continua inferiormente em a € D e mostre que
f é continuaem a € D se e s6 se f é semi-continua superiormente
e inferiormente em a.

b) Mostre que f é semi-continua superiormente em a € D se e
s6 se lim f(z) = f(a). Enuncie e demonstre a correspondente
Tr—a

caracterizacao para as fungoes semi-continuas inferiormente.

Seja f :Ja,b[— R uma fungdo continua num intervalo aberto ]a,b[C R
e sejam [ = lim f(z), L = lirr})f(x), L>1.

Demonstre que para todo C, 1 < C < L, a equagio f(z) = C tem
infinitas raizes em qualquer vizinhanga de b.
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30. Seja f : R — R uma fungao arbitraria definida em R. Para cada
n € N, represente por C), o conjunto dos pontos a € R com a seguinte
propriedade: existe um intervalo aberto I contendo a e tal que

zyel = |[f(x) = fy) <1/n.

a) Prove que cada C,, é um conjunto aberto.

b) Mostre que f é continua em a se e sé se a € m C,. Conclua

neN
que o conjunto dos pontos de continuidade de qualquer funcao

f R — R é uma interse¢cao numeravel de abertos. Conclua
finalmente que nao existe uma funcao f : R — R, continua nos
racionais e descontinua nos irracionais. (cf. exerc. 47, Cap.2.).

31. Considere as sucessoes x,, = \/7/2+ 2n7 e y, = V2n7w

a) Mostre que x, — yn, — 0 (n — 00).

b) Mostre que a fungdao ¢ : R — R, ¢(z) = sin(z?) nao ¢é
uniformemente continua.

32. Seja g : R —] — 1,1] o inverso do homeomorfismo f(x) = %H,
— |z

x €]—1,1] . Mostre que g é uniformemente continua mas g~! = f nao
o é.

33. Seja D C R um conjunto nao fechado. Dé um exemplo de uma fungao
continua, f : D — R, que nao se estenda continuamente a D.

34. Seja f : D — R uma funcao uniformemente continua. Mostre que
existe uma tinica funcéo continua ¢ : D — R extensao de f, isto é, tal
que ¢p = f.

35. Mostre que a fungdo f : [0,+oo[— [0,+o0[, dada por /z, nao é
lipschitziana num intervalo da forma [0,a], (a > 0), embora seja ai
uniformemente continua.

Mostre ainda que f é lipschitziana no intervalo [a, 4+o0c[. Conclua que
f é uniformemente continua em [0, +oo.

36. Mostre que toda a fungao continua, mondtona e limitada, definida num

intervalo I C R, é uniformemente continua.
37. Seja f : [a,+oo[— R continua e tal que existe e é finito HIJP ().
r—T00

Mostre que f é uniformemente continua.

38. Dé um exemplo de uma fungao limitada e continua num intervalo e
que nao seja uniformemente continua.

39. Seja f : R — R uniformemente continua. Mostre que existem
constantes a,b > 0 tais que

|f(z)| <alz|+b, VreR.
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Introducao ao
Calculo Diferencial

4.1 Derivacao de funcdes reais. Definicdes e exemplos.

Seja f : D — R uma fungao real de variavel real e ¢ € D um ponto de
acumulacao de D.

4.1.1. Definigao. Diz-se que f € derivdvel ou diferencidvel em a se

existe (e € finito) o limite: lim f@) = fla) (*). Tal limite (quando existe)

—a Tr—Qa
diz-se a derivada de f no ponto a e representa-se por

f'(a) = lim f@) = @) _ yy, Hlath) = fla)

z—a Tr—a h—0 h

A derivada de f em a pode ainda representar-se por D f(a) ou ainda por

df
%(a).

Newton e Leibnitz introduzem a nocao matemaética de derivada com o
objectivo de dar uma defini¢ao rigorosa (analitica) da nogao de velocidade.
Todavia, foi Fermat um dos primeiros mateméticos a definir o conceito

(*) Repare-se que o limite em a € D ¢é o limite por valores diferentes; com efeito, o

dominio da razado incremental, w, é precisamente D \ {a}.
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de derivada ao interessar-se em determinar o maximo e o minimo de uma
fungdo y = f(x). Geometricamente, a interpretagéo do conceito de derivada
¢é bastante clara e permite em particular definir rigorosamente tangente a
uma curva (que seja grafico de uma fungdo y = f(z)). Intuitivamente,
(cf. Fig. 4.1), a tangente no ponto A = (a, f(a)), é obtida como o “limite
geométrico” da secante AX quando o ponto X = (z, f(x)) se “aproxima” de
A, isto é, quando x — a; como a secante AX é determinada pelo ponto A e
f(z) — f(a)
o limite lim L2 = /(@)
r—a x —

a
estd definida se e s6 se f admite derivada em a; Ty, f é entao definida pelo
ponto A e pelo coeficiente angular f'(a), e a sua equagio vem dada por:

y = fla) + f(a)(x — a).

pelo seu declive, , tal limite geométrico existird se e s6 se existir

. Assim, a tangente T, f no ponto A = (a, f(a))

y
T.f

f(x)

X=(x, (X))
f(a)

A=(a f(a))

O a X
Figura 4.1

Derivadas laterais.

Retomemos a nossa fungdo f : D — R e seja a € D um ponto de
acumulagao de D, ={z € D :z < a}.

Diz-se que f é derivdvel (ou diferencidvel) a esquerda em a se existe
e ¢é finito o limite

o S@ = S@) St h) — f()
r—a~ r—a h—0— h

= fela).

Seja agora a € D um ponto de acumulagao de D}f ={z € D :xz > a}.

Diz-se que f ¢é derivdvel (ou diferencidvel) a direita em a se existe e
¢ finito o limite
_ h) —
i, H S0 _ S =10 _

r—at r—a h—0t
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Resulta imediatamente das defini¢oes que, se a é ponto de acumulagao
de D} e D, [ € derivdvel em a se e s6 se f é derivdvel a esquerda e
o direita em a e fl(a) = fi(a). A semelhanca do que se disse com a
nogao de derivada, funcao derivavel a esquerda em a implica a existéncia
de tangente a esquerda ao grifico de f no ponto A = (a,f(a));
analogamente, funcao derivavel a direita em @ implica a existéncia de
tangente a direita ao grafico de f no ponto A.

Do mesmo modo que uma
funcao f pode nao ter deri-
vada num ponto a, embora
admita as derivadas laterais,
assim a curva, grafico de f, f
pode nao ter tangente no pon-
to A e admitir as tangentes &
esquerda e a direita em A. a

Figura 4.2

Extensao a R: derivadas infinitas.

Diz-se que a derivada de f em a é +00 (resp. —o00) se

OEI0)

= 400 (resp. — 00).
z—a T —a

Do mesmo modo se definem as derivadas infinitas a esquerda e a direita
de a. Geometricamente, se f tem derivada infinita em a, o gréfico da
fungdo admite tangente em (a, f(a)), paralela ao eixo dos yy, e a mesma
interpretagdo é dada para as derivadas laterais. As figuras abaixo exibem
exemplos de derivadas infinitas (400 e —oo respetivamente): a derivada em
a é +oo (resp. —00) sendo a tangente, paralela ao eixo dos yy, aproximada
por secantes com declive positivo (resp. com declive negativo).

f'(a) = +o0 f'(a) = —c0

Figura 4.3 (a) Figura 4.3 (b)
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Na figura em baixo, o grafico de f ndo admite tangente em (a, f(a)): a
tangente & esquerda corresponde a f.(a) = 400 enquanto a tangente &
direita corresponde a f}(a) = —oo. Contudo, geometricamente, as duas
tangentes sobrepoem-se.

fia) = +o0

T.=T,

a

Figura 4.4

4.1.2. Definicdo. Diz-se que a funcio f : D — R € derivdvel (ou
diferencidvel) em D se for derivdvel em todo o ponto de D (*) e d nova
fungio f': D - R, x— f'(x), chama-se derivada de f; representa-se
também por Df ou —.

dx

4.1.3. Proposicao. Se f: D — R ¢ uma funcao derivdvel em a € D,
entao € continua nesse ponto.

Demonstracdo. Com efeito, para © € D, (z # a) tem-se

£o) — flay = T (o)
e logo ;13}1 [f(z) — f(a)] = f(a).0 = 0 o que mostra a continuidade de f
em a. m

OBSERVAGAO IMPORTANTE. A existéncia de derivada infinita, f'(a) = +00
ou f’(a) = —oo, nao garante a continuidade de f em a. Por exemplo,
a fungao f(z) = Sgn(z) (cf.(1.4.1.)), descontinua em 0, tem derivada
f(0) = +o0.

(*) Se a € D for somente ponto de acumulagio de DF ou D , apenas se exige que a

fung@o tenha ai a derivada lateral finita correspondente.
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4.1.4. Teorema. Sejam f,g: D — R funcdes deriviveis em a € D; entdao

[+ g é derivdvel em a e

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a);

f.g € derivdavel em a e

(f.9)(a) = fla)g'(a) + f'(a)g(a);

em particular, f™ € derivdvel em a e tem-se
(f")(a) =nf"*a)f'(a), neN;

se g(a) #£0, f/g é ainda derivdvel em a e

g

<f>' (@) f'(@)g(a) — fla)g'(a)

Demonstragcao. Demonstremos apenas a derivacao do produto, deixando
a cargo do leitor a demonstracao das outras alineas. Observemos que

F@)o(e) ~ Fadoa) _ ) F@) = Fl@) | o0(e) —ola)

Tr—a r—a Tr—a

Como g é derivével em a, é ai continua; passando ao limite x — a, obtém-se
o resultado. m
4.1.5. Exemplos.

1. A funcao linear f : R — R, f(z) = ax + b (a e b constantes reais) é
claramente derivdvel em todo o ponto z € R: f/'(z) =a Va € R; a
funcéo derivada é a funcao constante, f' = a.

2. Resulta imediatamente das regras da derivagao atras enunciadas que
a funcdo f(x) = 2", (n € N), admite derivada em todo o ponto z € R
igual a nz"~!. Mais geralmente, o polinémio

P(x)=ao+ a1z 4+ ap_12" ' + a,z"

é derivavel em R e a sua derivada é ainda um polindémio, agora de
graun — 1:

Pl(z)=a;+ 4+ an_1(n—1)z" "2+ apna" "
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3. A funcao sinz, definida em R, é derivavel em todos os pontos; com
efeito, da relag@o trigonométrica

. . . rT—a r+a
sinx — sina = 2sin cos 5
e de (3.1.9.(3.)), tira-se
. x—a
. sinx —sina . s 92 r+a
lim —— = lim . COS =1.cosa = cosa
T—a T —a z—a T —Q 2

2

. !/
e portanto, (sinz) = cosz.

4. Consideremos agora a fun¢ao exponencial e* : R — R e um ponto
a € R qualquer. Sai de (3.4.7.) que

eoth _ ea Cetel —en el —1

hHl —_— = hm —_— = ea. hm
h—0 h h—0 h h—0

0 que mostra que a funcao exponencial é derivdvel em todo o ponto
. . . , . ~ !
da reta e a sua derivada coincide com a prépria fungao: (e*)" = e”.

5. De modo andlogo se vé a diferenciabilidade da funcao log : RT — R.
Com efeito, se a > 0, tem-se

a+h ﬁ
log(a + h) —loga log a log <1 + a>

h h h
e por (3.4.7.),
h
. log(a+h)—loga o1 log <1+5) 1 1
lim =lim-.——————2 = —1="-.
h—0 h h—0 a h a a
a

. P . . r 1
Assim, log x é derivdvel no seu dominio e a sua derivada: (logz) = —.
x

6. Vimos anteriormente que fungao derivavel num ponto é continua nesse
ponto. Reciprocamente, sublinhe-se que nem toda a fungao continua
é derivdvel. Assim, por exemplo, a funcao f(x) =| z |, claramente
continua em todo o ponto x € R, nao é derivavel na origem, dado que

-0 —0
L0 p = tim 12

z—0- = —0 z—0+t x —0

=1
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Poder-se-4 mesmo ter uma funcdo continua que nem tao pouco
derivadas laterais possua num determinado ponto; é o caso da funcao,
j& nossa conhecida,

1
rsin— se x#0
x

fla) =
0 se =20
o1
rsin——0 1
em que, por exemplo, lim ——% —— = lim sin —, nao existe.
z—0t x—0 z—0+ T

O resultado seguinte dd uma caracterizagio (condi¢ao necessdria e
suficiente) de diferenciabilidade de uma fun¢do num ponto.

4.1.6. Proposicao. Seja f: D — R uma funcao real e a € D um ponto
de acumulagdo do dominio. Entdo f é derivdvel em a se e s6 se existe
leR tal que

f(@) = fla) +1(x —a) +0(x), (z€D),

0(x
em que 0 € uma funcdo que satisfaz: lim (2)
T—a T —a

= 0. Sendo assim, | é
dnico el = f'(a).

Demonstragdo. Seja f(x) = f(a) + l(x — a) + 0(z), em que §(x) satisfaz
a condigao do enunciado; entao,

f@)—fa) _, 6
T—a r—a

e logo

i {0 =@y, 00

B I z—ax —a
Portanto f é derivdvel em a e f/(a) = .
Reciprocamente, seja f derivavel em a e faca-se 6(x) = f(z) — f(a) —
f'(a)(z — a). Resulta entdo que

lim (@) = lim f@) = fla) —f(a)| =0

r—a l —Q r—a xr—a

o que conclui a demonstracao. m

- 0
OBSERVAGAO. A relagdo lim (z)

r—a T — Q
um infinitésimo de ordem superior a = — a e escreve-se 0(x) = o(z — a)

= 0 exprime-se dizendo que 6(z) é
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(esta notacao, devida a Landau, serd mais tarde desenvolvida). Observe-

0(x)

-se ainda que, escrevendo = a(z), se tem 0(z) = (z — a)a(z) com
rT—a

lim a(x) = 0. Assim, f é derivdvel em a se e s se

f(z) = f(a) +U(z — a) + o(x — a)
ou ainda, f é derivdavel em a se e s6 se
f(x) = fla) +1l(z —a) + (z — a)a(z), alz) —20.

Note-se enfim que a anterior caracterizacao se estende naturalmente as
derivadas laterais.

4.1.7. Proposigao (Derivagdo da fung¢do composta). Consideremos
as fungoes f : D — R ey : E — R, tais que p(E) C D. Se ¢ €
diferencidvel em to € E e f € diferencidqvel em xo = p(ty) € D, entao
fow: E— R € diferencidvel em ty e tem-se

(fop) (t) = f'(m0)¢ (to) = f'((t0))¢' (to)-

Demonstragao. Sendo f diferencidavel em xg, tem-se pela anterior
proposicao

f(@) = f(xo) = (& = w0) f'(z0) + (z — wo)a(z), (a(z) = 0).
Fazendo = = p(t) e zg = ¢(ty), obtém-se
Fle() = f(e(to)) = (@(t) — p(to)) f' ((to)) + ((t) — @(to))alep(t)

e portanto

T~ telto)) _ 20— e00) 114 1 aotry).

Como ¢ é continua em tg, resulta que z = @(t) — @(to) = zo (t — to) €
logo a(p(t)) — 0 (t — tp). Entao

fle(t)) — fle(to))

tlgItlo t— to -
= Jim EOZ D iy (17p(00)) + (o (0) =
= ¢'(to)-1"(¢¢(to))

0 que mostra o resultado. m
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4.1.8. Exemplos.
1. A funcao cosz = sin (:v + g), sendo composicao da funcao sinx e da

- ™ .. . .
funcao x + > é diferenciavel em todos os pontos e a sua derivada

!’

(cosz)" = sin (:v + g) = cos (:v + g) 1 =—sinz.

A derivabilidade da fungéo tan :]—7/2, 7/2[— R sai agora trivialmente
das regras de derivacao:

(tanz) = = = sec“z.

Ccos T cos2x

. / .
' (sm x) cos?z + sin’x 5
2. Se ¢ : D — R é uma funcao diferencidavel, a fungdo composta,
e? : D — R é ainda diferencidvel; com efeito, x — e* é derivavel em
todos os pontos tendo como derivada a prépria fungao exponencial,

pelo que
(€?) (1) = e?M (1), (t€ D).

3. Do mesmo modo, se ¢ : D — R é uma funcao diferenciavel tal que
p(t) > 0,Vt € D, a composta logy : D — R é diferencidvel e a sua
derivada

¢'(t)
(logg)' (t) = ===, (t€ D).
()

4. Tomemos de novo ¢ : D — R, fungao diferencidvel tal que ¢(t) > 0,
Vt € D, e para o € R considere-se a funcio ¢® = e*1°8%; trata-se de
uma dupla composi¢ao:

t — o(t) — alog p(t) — e*108¢®),
Dos exemplos anteriores resulta agora que
/
(o7 « ! (0% (p t o—
(¢ 1) = (e717)' (1) = 250000 8 = ap™ (1) (1),

E de sublinhar o caso particular & = 1/n, n € N, isto é,
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5. Tomemos enfim a exponencial de base a > 0, a® = e1°8¢. Pelo que se
disse, é claramente uma fungao diferencidvel e a sua derivada

(ax)l _ (ezloga)/ _ eacloga' loga =a”. IOg a,

0 que mostra que a dnica fungao exponencial (de base a) que admite
derivada igual a si prépria é a exponencial de base e. Tal é a razao da
escolha de e” como funcao exponencial privilegiada.

4.1.9. Proposicao (Derivagdo da funcao inversa). Seja f uma
fungdo diferencidvel e injetiva definida num intervalo I C R. Seja o € 1
tal que f'(xo) # 0; entdo f~1 ¢ diferencidvel em yo = f(x0) e

1

) o) = iy

Demonstracdo. Faca-se y = f(x) e note-se que y # yo = f (y) #
FY(yo) = 7o (f é injetiva). Pode entdo escrever-se

) — o) 1 _ 1
Y — Yo Y= Yo P w)] = flzo)
=) = f~(wo) ) — o

Mas como f é diferencidvel (e portanto continua) e estd definida num
intervalo, f~! é continua (continuidade da funcdo inversa) e portanto
y — yo = f Y(y) — x0; a conclusdo sai agora do conhecido resultado
sobre limites:

lim “y) = (o) ~ lim 1 _ 1 .
Y—yo Y — Yo v=vo f1f7 )] — flzo)  f'(z0)
f~Hy) — o

OBSERVAQOES. 1. A anterior proposi¢do é ainda vélida para fungoes f
definidas em dominios gerais (ndo necessariamente intervalos). Bastard
para isso (apercebe-se da demonstracao) acrescentar a hipétese de con-
tinuidade da funcdo inversa f~1, em yo = f(z0).

2. Note-se que a hipdtese f'(z9) # 0 é fundamental. Caso contréario
o resultado nao é necessariamente verdadeiro. Tome-se, por exemplo, a
funcdo bijetiva: f: R — R, dada por f(r) = 23; a funcdo inversa, /= nio
é derivédvel na origem: (%);:0 = 4o0. (cf. Fig.4.5).
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Figura 4.5

4.1.10. Derivacao de fungoes monétonas. Pontos criticos. Ex-
tremos locais.

Seja f: D — R uma fungao mondtona crescente, isto é,

r,yeD, x<y = f(z) < fy).

Se f é derivavel em a € D, porque M > 0, resulta obviamente
T—a

r—a Tr—a

Do mesmo modo, se f é mondétona decrescente e derivavel em a € D, a sua
derivada f’(a) < 0. Assim,

f mondtona crescente e derivivel = f'(x) > 0;
f mondtona decrescente e derivivel = f'(x) <0.

Observe-se contudo que, fungao estritamente mondtona e derivavel nao
tem necessariamente derivada > 0 (ou < 0); basta ter presente o exemplo
f(x) = 23, fungo estritamente crescente mas com derivada nula na origem.
Veremos adiante que, reciprocamente, funcao derivavel num intervalo
com derivada positiva (ou negativa) em todos os pontos é mondtona.
Entretanto, analisemos o que se passa na vizinhanca de um ponto em que
a derivada lateral nesse ponto é positiva ou negativa.
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4.1.11. Proposigao. Seja f: D — R ea € D um ponto de acumulagao.
Entao

1. se fi(a) > 0, existe € > 0 tal que f(x) > f(a)
Yz €]a,a + e[ND;

2. se fi(a) <0, existe e > 0 tal que f(z) < f(a)
Va €la,a + e[ND;

3. se fi(a) > 0, existe ¢ > 0 tal que f(x) < f(a)
Vz €]a — g,a[ND;

4. se fl(a) <0, existe £ > 0 tal que f(z) > f(a)
Yz €]a — ¢, a[ND.

OBSERVAGAO. Note-se que f}(a) e fl(a) representam as derivadas laterais
de f, finitas ou infinitas.

Demonstragdo. Veja-se a demonstracao de 1. (a demonstracao dos
restantes pontos é perfeitamente andloga). Dado que

) — i L) 1@

r—at r—a

>0

resulta de 3.1.2. que existe € > 0 tal que

f(z) — f(a)

>0 YV €la,a + e[ND;
T—a

como x — a > 0, a conclusao é agora imediata. m

OBERVAGAO. Note-se que f7(a) > 0 ndo implica que f seja crescente
nalguma vizinhanca, Ja, a + . Considere-se, com efeito, a funcao (cf. Fig.

1.6)
F(a) = xQSinG)%’ v70
0 x=0

Tem-se f'(0) = f;(0) = 1/2 e portanto, a proposigdo anterior garante
que existe e > 0 : 0 < & < e = f(x) > f(0) = 0. No entanto, dado

<
1 1
que f'(x) = 2zsin (—) —cos| — |+ > existem pontos arbitrariamente
T x

pertode 0, (z, = —, = , que fazem f'(z,)=—-= <0
2nm 2

m 2mm +7/2
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e f'(xm) > 0 e logo, de acordo com o que se disse no inicio desta secgdo, f
néo serd crescente nem decrescente em nenhum intervalo ]0, £].

0. 0024+

0. 0022+

0.0045 0. 005

0. 0018+

0. 0016+

Figura 4.6

Em particular, se a é de acumulagdao de D} e D, e f'(a) > 0, como
f'(a) = fi(a) = fl(a), a proposi¢do apenas nos garante que existe ¢ > 0
tal que

a—e<z<a<y<ate= f(z)< fla) < f(y)

sem que f seja necessariamente crescente em |a — £, a[ ou Ja,a + €.

Da mesma maneira, se f'(a) < 0, existe € > 0 tal que
a—e<z<a<y<ate= f(z)> f(a)> f(y)

sem que f seja necessariamente decrescente em ]a — £, al ou |a,a + £|.

As precedentes consideragoes vao-nos ser de grande utilidade na busca
de méaximos e minimos locais de funcoes diferencidveis. Comecemos por
introduzir estas nogoes.
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4.1.12. Definicao. Seja f : D — R e a € D. Dizse que f
tem em a um mdzimo local (ou relativo) se existe ¢ > 0 tal que
f(z) < f(a) ¥z € Vi) D.

Do mesmo modo, diz-se que | tem em a um minimo local (ou relativo)
se existe € > 0 tal que f(a) < f(z) Vz e V.(a)ND.

Mdzimo ou minimo local diz-se extremo local (ou relativo).
Consequéncia imediata da proposigao 4.1.11. é o seguinte resultado:

4.1.13. Proposicao. Seja f : D — R uma fung¢ao com deriwvada em
a € D, ponto de acumulagao de D} e D, . Se f tem em a um extremo
local, entdo

f'(a) =0,

isto €, f tem um ponto critico em a.

Maximo local e

/‘ ponto critico

Ponto critico

Minimo local el

itico |
ponto critico |

Figura 4.7

OBSERVAQAO. A proposicao estabelece uma condi¢ao necessdria de
extremo local para uma funcao diferencidvel. Sublinhe-se uma vez mais a
hipdtese de a € D ser de acumulagao de D} e D ; se apenas uma derivada
lateral estiver definida, o ponto a nao serd necessariamente critico, mesmo
que a seja extremo local (cf. Fig. 4.7).

Reciprocamente, a pode ser um ponto critico (f'(a) = 0) e nao ser extremo
local; é o caso do ponto assinalado na Fig. 4.7, ou ainda o ponto z = 0
para a funcao



4. Introdugao ao Calculo Diferencial 143

Tem-se f'(0) = 0, mas claramente f ndo tem mdximo nem minimo locais
em x =0 (cf. Fig. 4.8).

Figura 4.8

A determinacdo dos extremos de uma funcao diferencidvel (condigoes
suficientes de extremo) serd analisada mais adiante.

4.2. Teoremas globais do calculo diferencial.

Tal como acontecera com a continuidade, o facto de o dominio de
fungoes diferencidveis ser um intervalo vai ser determinante na obtencgao
de novos resultados fundamentais. Eis os teoremas:

4.2.1. Teorema de Rolle. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua no
intervalo limitado e fechado [a,b] e com derivada (finita ou infinita) em
todos os pontos do seu interior, la,b[. Se f(a) = f(b), entdo existe pelo
menos wm ponto critico § €)a,b|, isto é, f'(§) = 0.

Demonstragdo. Sendo f continua no compacto [a,b], f tem maximo e
minimo absolutos, e logo relativos (teorema de Weierstrass). Se o mdximo e
minimo sao atingidos nos extremos do intervalo, como f(a) = f(b), ter-se-&
f = constante e portanto qualquer ¢ €]a, b] satisfaz f'(c) = 0.

Caso contrario, o maximo ou minimo é atingido num ponto interior £ €|a, b|
e logo, por 4.1.13., f/(§) =0. m
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f(a)=f(b) |-

Figura 4.9

Seja f : D — R uma funcao diferencidvel em D, o que nos permite
definir a funcdo f': D — R, x — f'(z). A funcdo f diz-se de classe C*!
em D se f' é continua em D e escreve-se f € C*(D) ou apenas f € C*.
Nem todas as funcdes diferencidveis sdo de classe C'; por exemplo, a funcio

o) = x2 sin (%) se x#0

0 se =0

admite derivada finita em todos os pontos,

oy (D) —en(2) e

0 se =0
!l 2 . . . . 1 ~ .
mas f’ é descontinua na origem: lim 2xsin | — | —cos | — | nao existe.
x—0 T T

Consideremos agora uma funcao f € C'([a,b]); sendo f’ continua
no intervalo [a, b], o teorema de Bolzano garante que f’(x) toma todos os
valores entre f’(a) e f’(b). Contudo, ndo sendo f’ continua em [a,b], tal
conclusdo (que & priori ndo estaria garantida) continua a ser védlida: é o
que exprime o notavel teorema de Darboux.

4.2.2. Teorema (Darboux). Seja f : [a,b] — R uma funcio continua
com derivada (finita ou infinita) no intervalo limitado e fechado [a,b].
Entdo f'(x) assume todos os valores entre f'(a) e f'(b).

Demonstracdo. Seja yo um real entre f'(a) e f'(b) (elementos de R) e
admita-se, por exemplo, que f'(a) < yo < f/'(b). Mostremos que existe
¢ €la, b tal que f'(c) = yo.
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Para isso, considere-se a fungdo g(x) = f(z) — yox; sendo uma fungao
continua, g admite um minimo em ¢ € [a, b] (teorema de Weierstrass). Por
outro lado, ¢'(z) = f/(z) — yo e logo
g'(a) = ga(a) = f'(a) — yo <0,
g'(b) = go(b) = f'(b) = yo > 0.
Pela prop. 4.1.11., existe € > 0 tal que
g(z) < gla) Vz€la,a+e],
g(x) < g(b) Vx €]b—e,b].

Assim, o ponto de minimo ¢, ndo sendo nem a nem b, terd de ser um ponto

interior, ¢ €]a,bl e af, ¢’(c) =0 (4.1.13.). m

4.2.3. Teorema do Valor Médio de Lagrange.(x) Seja f : [a,b] = R
uma fungdo continua no intervalo limitado e fechado [a,b] e com derivada
(finita ou infinita) no interior |a,b]. Entdo, existe pelo menos um ponto
¢ €la, b tal que

f(b)

f(a)

Figura 4.10

A interpretacdo geométrica do teorema é simples: em pelo menos um
ponto interior ao intervalo, a tangente ao grafico de f devera ser paralela
& corda que liga os pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)).

Demonstragao. Considere-se a fungao

1) = fla)

b—a

p(x) = fz) -

(*) O teorema de Lagrange também é designado por teorema dos acréscimos finitos.
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Tal como f, a fungdo ¢ é continua em [a, b] e tem derivada em |a, b[. Além
disso, tem-se

o) =) - LI 1, ) 1)
—f() - LT )

O teorema de Rolle garante entdo que existe ¢ €]a, b] tal que

o que conclui a demonstragao. m

Seja agora f : I — R uma fun¢@o continua num intervalo I qualquer e
com derivada no seu interior, int(I); fixando a € I, o teorema de Lagrange
permite-nos escrever:

Ve el, f(xz)=f(a)+ (z—a)f'(c) paraalgum centre a e x
ou seja,

f(x) = f(a)+ (z —a)f'(a+60(x —a)) para algum 6 entre 0 e 1;
basta aplicar o teorema de Lagrange ao intervalo [a, 2] ou [z, a], conforme
a < x oux < a; note-se que § €]0,1] depende de a e z. De modo

equivalente, pode ainda escrever-se, Vh € R tal que a + h € I,

fla+h) = f(a) +hf'(a+6h) paraalgum 6 entre 0 e 1.

O teorema de Lagrange é rico em consequéncias. Vejamos algumas delas:

Corolario 1. Seja f : I — R uma fungao continua em I e com derivada
em int (I). Entdo

f(x) =0 Vaxe€int(l) = f = Const.

Corolario 2. Seja f : I — R uma fungdo continua em I e com derivada
em int (I). Entdo

f(x) >0 Vz €int(I) < fé crescente;
f(x) <0 Vr€int(I) < fé decrescente.
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Tem-se ainda

f'(z) >0 Vz€int(I) = fé estritamente crescente;
f'(x) <0 Vr€int(I) = fé estritamente decrescente.

Demonstragdo. Vimos ji atrés que, se f é mondtona crescente (resp. de-
crescente) e derivdvel entdo f'(z) > 0 (resp. f'(x) < 0). Reciprocamente,
se f estd nas condig¢oes do enunciado, tomando z,y € I, com x < y, tem-se

fly) = f@) = (y—a)f'(c), (z<c<y).

Entio, f'(c) > 0= f(y)— f(z) > 0 (resp. f'(z) > 0= f(y)— f(z) > 0)
ou seja, f é crescente (resp. estritamente crescente). Do mesmo modo se
conclui o caso decrescente. m

OBSERVAGAO. Note-se que para as duas ultimas implicagoes, a reciproca
é falsa; bastara recordar o exemplo, f : R — R, f(z) = 23, funcio
estritamente crescente em R mas com derivada nula na origem.

E de demonstracio imediata o seguinte

Corolario 3. Seja f: I — R uma fungao continua em I e com derivada
em int (I). Se existe K > 0 tal que | f'(z) |< K, Va € int (1), entdo f é
K-lipschitziana:

| f@) = fy) IS K|z—y| Vr,yel

Corolario 4. Seja f: I — R uma fun¢ao continua em I e c € I um ponto

do intervalo. Se f tem derivada em I\ {c} e se existe lim+ f'(xz) =L
xr—c

(finito ou infinito) entdo existe fi(c) e tem-se fi(c) = L.

Do mesmo modo para a derivada a esquerda. Em particular, se existe

lim f'(x) = L (finito ou infinito) entao existe f'(c) e tem-se f'(c) = L.

xr—c

Demonstragao. Seja x, — ¢, ¢ < Ty, T, € I; pelo teorema de Lagrange,
existe yn, ¢ < yn, < T, tal que

fan) = f(e)

Ty —C

Mas x,, — ¢ = y,, — ¢ e portanto f'(y,) — L o que mostra que

4(c) = lim 7“17") — f(9) = lim f'(yp)=L. m

n— o0 Ty —C n— o0
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4.2.4. Exemplos.

1. Tomemos a fungdo sin : [—E, z} — R. Como (sinz)’ = cosz > 0

Va €] —m/2,7/2], resulta que sinz é estritamente crescente e portanto
invertivel; a funcao inversa, definida em [—1, 1], designa-se por

arcsin: [-1,1] — R
e é derivdvel (derivagdo da funcdo inversa) em | — 1,1[; escrevendo
y=sinz, x € —7/2,7/2], tem-se
. 1 1 1
(arcsiny) = —— = =
(sinz) cos T 1—y2

Finalmente, dado que

i
y—1 /1 _y2 y——1 1 _y2
o anterior corolario 4. diz-nos que

d(arcsiny)

dy = +00.

y==%1

2. Analogamente, a fungéo cos : [0,7] — R tem derivada —sinz < 0
Va €]0, 7| e logo, sendo estritamente decrescente é invertivel; a fungao

inversa,
arccos : [-1,1] — R,
|
é derivavel no interior
do dominio:
arccos vy
Vi 1
(arccosy) = S = 2
(cosx)
1 1
sinx 1— 12
. -1 -0.5 0.5 1
Tem-se ainda
d(arccosy)
Ay -
Yy y=-=+1
arcsin y _n
58

Figura 4.11
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3. Considere-se enfim, a fungao trigonométrica

T
] I m
mTyel T
Sendo diferenciavel, com derivada (tanz)’ = sec?z > 0, a funcio

tangente é uma bijegao estritamente crescente sobre R, sendo a fungao
inversa representada por

arctan: R — R

NS

Figura 4.12

De novo, utilizando o teorema da derivagao da fungao inversa e dado
que sec?x = 1 +tan?z = 1 + 32,

(arct y 1 1 1
arctany) = = = )
Y7 ltan)  sez | 1447

4.2.5. Teorema do Valor Médio de Cauchy. Sejam f,g: [a,b] — R,
fungées continuas no intervalo limitado e fechado [a,b] e com derivada
(finita ou infinita) no interior |a,b[. Entdo, se ¢'(x) #0 Vzx €la,b|, existe
pelo menos um ponto ¢ €]a,b| tal que

a demonstragao é agora similar a do teorema de Lagrange. m
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OBSERVAQAO. O teorema do valor médio de Cauchy generaliza o teorema
de Lagrange e reduz-se a este quando g(x) = xz. Repare-se ainda que o
enunciado do teorema estd bem definido, isto é, g(b) # g(a); com efeito, se
g(b) = g(a), o teorema de Rolle implicava a existéncia de um ponto £ €]a, b]
com ¢'(£) = 0 o que contrariava a hipétese.

= ‘ .. . . . 0 o
Aplicacao ao calculo dos limites nas indeterminagoes 0 e —.
0o

4.2.6. Proposicao (Regra de L’Hospital ). Sejam f,g : D — R,
funcoes diferencidveis em a € D; suponha-se que, nalguma vizinhang¢a de
a, g(z) # 0,z € (Ve(a)\ {a}) N D. Se f(a) =g(a) =0 e ¢’(a) # 0 entdo

lim

existe e tem-se
r—a g({[;)

o 10 _ @
v—ag(z)  g'(a)

Demonstragdo. Para x € (V.(a) \ {a}) N D tem-se

flx) _ f@) = fla) _ f(év)—f(a)/g(fv)—g(a)

g(x)  g(z) —gla) r—a T—a

e passando ao limite z — a, obtém-se o resultado. m

OBSERVAQOES. 1. A regra é ainda vélida se f/(a) = +c0 e ¢'(a) = k € R;

neste caso,
i L) _ £
gk

Ou ainda se f'(a) =k € R e ¢'(a) = £oo, tendo-se agora

. fle) Kk
I @) T Eeo

2. Se g'(a) =0e f'(a) # 0 é claro que o resultado nao é conclusivo; apenas
podemos acrescentar que

f(x)

g(

lim
r—a

:+OO

Um outro resultado, porventura ainda de maior aplicacdo (j& que

. 0 oo,
permite atacar as indeterminagoes 0 e —) é a regra de Cauchy.
00
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4.2.7. Proposigéio_(Regra de Cauchy). Seja I C R um intervalo
qualquer de R e a € I (*); sejam f,g: I\ {a} — R func¢des diferencidveis
e admita-se que ¢'(x) # 0, x € I\ {a}. Suponha-se agora que

lim f(z) = lim g(x) =0

r—a r—a /
ou e lim (@) existe.
T—a g/(x)
lim g(z) =+ 0
Tr—a
Entdo, lim 1@ existe e tem-se
r—a g(x
4
lim 1(@) = lim f/(ac)
" g@) e g(a)
!
Demonstracao. Seja L = lim () e admita-se que L € R; o caso

e
L = 400 tem demonstracao similar. Entdo, dado um qualquer § > 0,
existe € > 0 tal que

Los<i @ 1y Vo € Ve(a)N 1. (1)

Do teorema do valor médio de Cauchy, dados x,y € V-(a) N I, existe um c
entre x e y (e logo ¢ € Vz(a) N I) tal que

fl@) = fly) _ o)
g(z

~—
|
s
—~
<
~
QQ\
—
9]
~

e portanto, de (1) sai
f(x) = fy)
L-4<—F—""=><L+6§ V Ve I.
< @) —aly) SLTO vawe (a) N (2)
12 caso : 11111 f(z) = 11111 g(x) =0.

Fixando x em (2) e passando ao limite y — a, vem entao

(x
(z

(*) Note-se que a pode pertencer ou ndo a I; neste ultimo caso, a serd um extremo do

~
S~—

L-46<

<L+ YeeVia)nl,

~

Q

intervalo, podendo ser +o00 ou —oc.
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ou seja
(ORI ()
Mgl T W)

22 caso : lim g(z) = to0.

r—a

Dado que, neste caso, g(z) # 0, z € V.(a) N1, as desigualdades (2)
podem escrever-se

()  f()
L-s<9@ 9@ 15 veyevienl (3)
L 9)
9(x)
Fixado y € Vz(a) NI, tem-se lim M =0 e portanto 1 — M é positivo
a—a g(z) 9(x)

quando z é vizinho de a; sendo assim, (3) pode escrever-se
B 9w\ _ f@)  fy) 9
w-0(1-38) <5 - T e (1-58).

Tomando os limites superior e inferior (quando  — a) e utilizando
(3.1.16.), obtemos

(2)
(z) Vo >0

e logo

OBSERVAQAO. Aplicada a regra de Cauchy a i, se
g

lim f'(z) =lim ¢'(z) =0

r—a Tr—a
ou
lim ¢'(z) =+ o0
r—a
!/
x
e se f/g ; estd nas condigoes de aplicacao da regra de Cauchy, entao
g'(x

lim @ = lim I'(z) = lim )

z—a g(x) z—a g’(x) T—a g”(x
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Assim, por exemplo, sendo « e 3 constantes reais positivas, o calculo

log (1 + ax)

im —————=~

z—+o0 log (1 4 fBx)
Cauchy:

do pode ser feito utilizando sucessivamente a regra de

1
1 «
im 081" T oT) (1+az) = lim dtox
z—+o0 log (1 4+ fx) z—+oo 3 1
1+ Bz

o . 1+8z «
= —. lim =—.
B z—tol+axr [

b,
«

4.3. A Férmula de Taylor. Aplicacoes.

4.3.1. Derivagao de ordem superior.

Seja f: D — R uma funcao diferencidvel em D. Se f’ é diferencidvel
em a € D entdo diz-se que f é duas vezes diferenciavel em a: a segunda

derivada de f em a representa-se por f”(a) ou D?f(a) ou ainda por ﬁ(a)
x

e vem dada por
" - n/ T f/(x) _f/(a)
f(a) = (f") (a)_;gﬁ.

Mais geralmente, se existem f/, f”,..., f"=D em D e f(*=1 é derivéivel
em a, entao diz-se que f tem derivada de ordem n em a :

£00(a) — tim 1) =5 D@,

T—a r—a

A funcao f diz-se de classe C™ e escreve-se f € C™(D) se f é n vezes
diferencidvel em D e a funcdo f(™ é continua em D. Por extensdo de
linguagem, escreve-se f € C°(D) para designar f como funcido continua.
Se f admite derivadas de todas as ordens em D, entao dizemos que f é
indefinidamente diferencidvel ou de classe C°.

4.3.2. Exemplos.

1. A funcdo e® é de classe C* em R ji que

(ez)(n) =e” VneN.

2. A fungdo 2™, (n € N) é ainda de classe C°°; com efeito,

P

DP(z")=n(n—-1)...(n—p+1)z""? (p<n)
D" (z") =nl!
DP (z™)=0 (p>n).
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Resulta agora que o polinémio de grau n,

P(z) =ao+ a1z + -+ apa™ € C™.

. A funcdo f; : R — R, dada por

.1
z2sin= se x#0
x

filx) =
0 se =0
é derivével em todos os pontos de R mas a sua derivada, fj(x) =
.1 1 A p
2zsin— —cos— se ¢ # 0 e fi{(z) = 0 se z = 0, ndo é continua na
x x
origem. Assim, fi é derivével mas ndo é de classe C'. Mais geramente,

a funcao f, : R — R definida por

1
r?"sin— se x#0
falz) = r

0 se z=20

é n vezes diferencidvel mas nao é de classe C™ (exercicio).

Se f,g: D — R sao n vezes derivaveis em « € D, entao f+ge f.g
sao n vezes derivaveis e tem-se

i) (f+9)™ () = (@) + 9™ ();

i) D"(f.9)(x)=
F@)D () 4 nDF @)D" g(o) + () D H @)D" 20(a)+
+ot <nﬁ 1) D" f(2)Dg(w) + D" f(x)g(x) =
= n DPf(x)D" Pg(x). (Férmula de Leibnitz).
2 () i

A demonstragao da férmula de Leibnitz pode ser feita por indugao em
n. (exercicio).

. A fungdo f: R\ {0} — R, dada por f(z) = l, é C™ ; a derivada de
x

ordem n:
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6. Como log :]0, +oo[— R é derivdvel com derivada igual a 1/z, resulta
que logz € C™ e

n—1 (n — 1)'

xn

D"logx = (—1)

7. Consideremos a funcao f : R — R,

2 J—
Para z # 0, f'(z) = 22— ) e 2> — 0 (z — 0) e portanto
x

f'(0) =0 (cf. (4.2.3.), Cor. 4.).
Mais geralmente, mostremos por indugao em n que
1y =
n) _ T2
0@ =P () ¢ ¥

em que P(z) é um polinémio e [ um inteiro positivo dependentes de n.
Com efeito, a féormula é valida para n = 1 como vimos; admitindo-a
valida para n, a derivada de ordem n + 1 de f vird dada por

70w = (1) ) = Py (5 ) )
+ P(z)1 (;12 - (—2z) <x_12)26%+ (2)
+ Px) (é)leéé (3)

Mas
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e logo

1 +2 =
n+1 _ 2
P = Q) () e
em que Q(z) é o polinémio P;(z) + Pz(x) + Ps(z). Isto termina a
demonstragao; como

1

l J—
ﬁ)e 2 — 0 (x —0)

1) = o)
conclui-se que f*(0) = 0. Assim, f € C® e f*(0) =0, VneN.

4.3.2. A Férmula de Taylor.

Seja f : I — R uma funcao diferencidvel em a € I (sendo I um
intervalo arbitrdrio de R). Recordemos que (cf. (4.1.6.))

(£1) f@)=fla)+ f'(a) (z —a)+0(x), €l

em que #(x) = o(x — a) é um infinitésimo de ordem superior a = — a:
0

lim (z) = 0. Isto é, a funcao f é aproximada pelo polindémio de primeiro

rx—a I — a

grau, f(a)+ f'(a) (x —a), com um “erro” determinado por 8(z) = o(x — a).
No que se segue, procuramos uma melhor aproximacao de f na vizinhanca
de a: o erro serd determinado por o((z — a)™); tal aproximagao vem dada
pela férmula de Taylor, de que (F}) é um caso particular.

4.3.3. Proposicao. Seja f: I — R uma funcdo n vezes diferencidvel em
acl. Sef(a)=f'(a)="---= f™(a) =0, entio

lim & =0.
r—a (x —_ a)n
Demonstragdo. A demonstracao serd feita por indugdo. Paran =1,

lim I(@) = lim

z—a (x —a z—a (x—a)

Suponha-se agora o resultado vdlido para n — 1(n > 1) e seja f tal que
f(a) = f'(a) = --- = f™(a) = 0. A hipétese da inducio aplicada a f’
!/

implica lim = 0. Aplicando a regra de Cauchy,

T—a ({[; — a)n—l

ilgtlz (a:f—(xcz n %;lg}z (x i/gzll

=0. m
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4.3.4. Teorema (Férmula de Taylor).(*) Seja f: I — R uma fungdo
n vezes diferencidvel em a € I. Entdo, Vo € I tem-se

f"(a)

n!

(Fn)  f(z)=fla)+ f'(a) (x—a) +--- +

R.(z) = o((x —a)™), isto é, 9113}1 (fii(z)n =0.
) (q
O polindmio T(x) = [(a) + (@) (x —a) 4 -+ L2 n'( L (@ = )" dizese o

polinémio de Taylor. A funcio R, (x) € designada 1')07“ resto de ordem
n.

Demonstragdo. Designe-se por g(z) = f(a) + f'(a) (x — a) + -+ +
f™(a)

| (x — a)™ o polinémio de Taylor; trata-se entdo de demonstrar que
n!
f(z) — g(z) = o((x — a)™). Com efeito,

9" (a) = f)(a)

e o resultado sai agora trivialmente da anterior proposicao. m
Rn(z)
(x —a)"
(x — a)™.a(x) em que a(z) = o(1) =% 0, e a férmula de Taylor pode

escrever-se

Dado que «(z) — 0 (z — 0), tem-se R,(z) =

f"(a)

n!

(Fp) f(z) = fla)+ f'(a)(x—a)+-+ (z —a)" + (z - a)"a(z).

Se a =0 € I, a férmula de Taylor na origem escreve-se

(n)
M) @) = FO + O+ T o

(*) A férmula de Taylor é também chamada desenvolvimento limitado de Taylor ou
apenas desenvolvimento de Taylor; desenvolvimento limitado, porque faz intervir um
numero limitado (ou finito) de termos, contrariamente & série de Taylor, nogdo que serd

abordada mais tarde.
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e designa-se por formula de Mac-Laurin.

4.3.5. Proposicao (Unicidade do Desenvolvimento Tayloriano).
Seja f : I — R uma fungdo n vezes diferencidvel em a € I. Se existem
constantes co,c1,...,cn € R tais que

f(@) =co+er(z—a)+---+en(r—a)" + Ru(z) (1)
em que R, (z) = o((x — a)"), entdo

1 (n)
00=f(a)701=%,---7cn=fn7!(a).

Demonstragdo. Subtraindo (1) de (F},) obtém-se

0= (co = fla)) + (1 = f'(@)) (& —a) + -+
() (g ~
# (- E0) -0 4 (Falo) - Ralo)

onde claramente, (R, (z) — Rn(z)) = o((z — a)"). Passando ao limite
(x — a), obtém-se imediatamente ¢y = f(a). Dividindo agora por x — a e
passando de novo ao limite (z — a), vem ¢; = f’(a) e assim sucessivamente,
obtendo-se o resultado quando, pela n-ésima vez, se divide por (z —a) e se
passa ao limite x — a. m

Conhecidas as derivadas de ordem m na origem, podemos escrever os
desenvolvimentos de Mac-Laurin :

ala—=1)---(a—n+1)

l14+x)*=14+ax+---+ . " 4+ o(a™)
(@ eR, (x>-1);
$3 $5 x2n+1 o1
smx*x—g—l—g—l— +( (2n+1)!+0($ );
PR a2 o
cosx:l—g—l-z—l-” +(-1) (2n)!+0(x )
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Seja f : I — R uma funcao n + 1 vezes diferencidvel ema € 1. A
férmula de Taylor escreve-se

() (g
F@) = fla) + @) @)+ LD o ayry
(nt+1) (4
+ f(nTl()') (x —a)""™ + Ryy1(z)

em que R,11(z) = a(x) (x — a)", com a(z) — 0 (z — a). Associando
os dois ultimos termos da anterior férmula de Taylor, obtemos o resto de

ordem n na forma

(x —a)™tt

(Rp) Ry (z) = NCES

(£ (@) +o(1))

como(l) = (n+1)!a(z) -0 (x — a). O resto dado por (Rp) designa-se
por resto de Peano e a férmula de Taylor associada

(") (g
F@) = F@)+ @) @ —a) +-+ L oy
et (o0 )

é designada por formula de Taylor-Peano.

Exija-se agora que f € C(I) e que f™ admita derivada (finita ou
infinita) no int (I). Fixado a € I, defina-se, para cada z € I, a funcdo
¢:la,z) C I — R, sex>a, (ouentdo ¢: [z,a] — R se z < a) por

em que K é uma constante a fixar. A fungdo ¢ assim definida é evidente-
mente continua, com derivada em ]a, z[ (ou ]z, a[). Além disso, um simples
célculo permite ver que

_ K — frt (1)

/! n
=KLy @)
Escolha-se entdo K, em (1), tal que ¢(a) = 0. Como p(z) =0 = ¢(a), o

teorema de Rolle garante que existe ¢ entre a e x tal que ¢'(¢) = 0 e logo
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de (2) se tira que K = f"*V(c) = f+t(a +0,(z —a)), (0< 6, <1).
Finalmente, sendo ¢(a) = 0, de (1) vem

f(z) = f(a)+ f'(a) (x —a) +---+

S (a+ 0z — a)) 1
+ (n+ 1) (2= a)™,

féormula de Taylor de f no ponto a com resto

(r —a)"tt

(n+1)! Ut atOu(z —a),  (0<6, <1),

Rn(x) =

dito resto de Lagrange.

Um exemplo cléssico : seja P(z) = ag+a1x+- - -+a,2™ um polinémio
de grau n. Como P("*V(z) = 0, Vx € R, o resto de Lagrange (de ordem
n) vem identicamente nulo e logo a correspondente férmula de Taylor num
ponto a € R, toma a forma

P™(a)

n!

P(x) =P(a) + P'(a)(x —a)+ -+ (x —a)",

que nao é mais do que o desenvolvimento do polinémio P(x) em poténcias
de £ — a. A férmula de Mac-Laurin

p(n)(o)

n!

n

P(x) =P0)+ P'(0)x +--- + T

vem dada pelo préprio polinémio (consequéncia de 4.3.5.) :

pn) (0)

n!

P(O) = ao, P/(O) = A1y,

= ay,.

4.3.6. Aplicacao ao estudo do comportamento de uma fungao :
extremos locais, pontos de inflexao e concavidade local.

Seja f : I — R uma funcdo diferencidvel e a € int (I) um ponto
de maximo ou minimo local; entao é sabido que @ é um ponto critico :
f'(a) =0.

Reciprocamente, sabemos ja que um ponto critico a pode nao ser ponto de
extremo local. No entanto,
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4.3.7. Proposigao. Seja f : I — R uma fungao n vezes diferencidvel num
ponto a interior ao intervalo I. Admita-se que f'(a) = 0 e designemos por
R (n > 1) a primeira das sucessivas derivadas de f que nao se anulam
ema :

flla)y=---=f""a=0, fa)#0 (n>1).
Entao,

se f™(a) >0, a € ponto de minimo local
n par
se f(”)(a) <0, a ¢€ ponto de mdximo local

, .
nimpar: a nao € ponto de extremo local

Demonstragdo. Escreva-se a férmula de Taylor-Peano (de ordem n — 1)

no ponto a,
(x —a)"

f@) = fla) = === (@) +o(1))

Como o(1) = 0 (z — a), vé-se que existe ¢ > 0 tal que £ (a) +o(1) tem
o sinal de f(™(a) se x € V.(a). Logo, se n é fmpar, (z — a)” muda de sinal
em V(a) consoante x > a ou z < a o mesmo acontecendo a f(z) — f(a)
e portanto f nao admite extremo local em a. Se n é par, (x — a)" é
sempre positivo e logo f(z) — f(a) tem o sinal de (™ (a), o que termina a
demonstracao. m

Corolario. Seja f : I — R uma funcdo duas vezes diferencidvel num
ponto a € int (I), ponto critico de f, (f'(a) =0). Entao,

f"(a) >0 = a:ponto de minimo local

f"(a) <0 = a:ponto de mdxzimo local.

Sentido da concavidade. A nogao de funcdo convexa (ou concava)
pode ser estabelecida para fungdes em geral (ndo apenas para fungoes
diferencidveis) e constitui a base de um importante dominio da Andlise
Matemaética dos nossos dias: a Andlise Convexa. Todavia, nés limitar-nos-
emos apenas a definir rigorosamente, para fungoes diferenciaveis, o sentido
da concavidade num ponto. Seja f : I — R uma fungao diferenciavel em
a € I; o grafico de f admite entdo tangente no ponto A = (a, f(a)) (cf. Fig.
4.13). Intuitivamente, é razodvel dizer que f tem a concavidade voltada
para baixo (resp. a concavidade voltada para cima) no ponto a, se nalguma
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vizinhanga de a o gréfico de f estiver “abaixo” (resp. “acima’) da tangente
em A.

Escreva-se a equacdo da tangente em A = (a, f(a)) : y = f(a) +
1(a) (z — a) ¢ faca-se r(z) = £(z) — f(a) — f'(a) (x — a); assim,
4.3.8. Definigao. Diz-se que f tem a concavidade voltada para
baixo no ponto a se existe € > 0 tal que r(z) <0, Vre V.(a)\ {a}.

Diz-se que f tem a concavidade voltada para cima no ponto a
se existe € > 0 tal que r(x) >0, Vo e V.(a) \{a}.

Diz-se que a € int (I) é ponto de inflexdo se existe € > 0 tal que,
num dos intervalos Ja — €,a] e la,a + €[ se tenha r(xz) > 0 e no outro
r(z) < 0.

f(a)

Figura 4.13

Como analisar a concavidade de f ema el ?

Seja f duas vezes diferencidvel em a € I e admita-se que f”(a) # 0.
Escrevendo a formula de Taylor-Peano

(z - a)®

2 (@) + o(1)

f(@) = f(a) + f'(a) (x — a) +
tira-se que
(x—a)®

r(@) = = (f"(a) +o(1)).

Como o sinal de f”(a) + o(1), numa vizinhanga de a, é o de f”/(a) (note-se
que o(1) — 0 (x — a)), o sinal de r(x) serd portanto, na dita vizinhanga, o
de f”(a) o que nos permite concluir:
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4.3.9. Proposigao. Se f: I — R € duas vezes diferencidvel em a € I,
entao f tem a concavidade voltada para baizo nos pontos a € I tais que
f"(a) < 0 e a concavidade voltada para cima nos pontos a € I tais que

f"(a) >0

Corolario. Se f:I — R € duas vezes diferencidvel em a € int (I) ea é
ponto de inflexdo, entao f"(a) = 0.

O corolario diz-nos que, para uma
funcao duas vezes diferenciavel, os
pontos a € I candidatos a pontos
de inflexdao sdao os que anulam a
segunda derivada de f; no entanto
a reciproca € falsa ( cf. Fig. 4.14)
: a segunda derivada de f(z) = z*
anula-se na origem que no entanto
nao é ponto de inflexdo (a anédlise
direta da fungdo permite concluir
imediatamente que f(z) = x* tem a
concavidade voltada para cima em

x =0).

Figura 4.14

Tal como a andlise das derivadas superiores de f foi determinante para
encontrar os pontos de extremo local por entre os pontos criticos, também
agora o uso da férmula de Taylor permitira decidir, por entre os pontos que
anulam a segunda derivada, quais os pontos de inflexao.

4.3.10. Proposicao. Seja f : I — R, uma fungao n vezes diferencidvel
(n>2) emacint (I, tal que

fllay=---=f""Da)=0 e ["(a)#0.
Entao,
f™(a) >0 = concavidade voltada para cima em a.
n par
f™(a) <0 = concavidade voltada para baixo em a.

nimpar: a € ponto de inflexao.

Demonstragcao. Basta observar que se tem

£(a) = f@) + £/(@) (- @) + E= D Tr0(a) 4 o)

n!
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¢ portanto
(z —a)"

n!

r(@) = [0 (@) +o()] -

Dado que o(1) — 0, quando = — a, f(™(a) + o(1) ter, numa vizinhanca
de a, o sinal de f(™(a). Logo, se n é par, r(z) terd o sinal de f(™)(a) o
que mostra a primeira parte. Se n é impar, como (z — a)™ muda de sinal
em qualquer vizinhanca de a, o mesmo sucede a r(x) e a serd ponto de
inflexao.

4.3.11. Nogao de assintota.

Seja f : D — R uma funcao definida num dominio D contendo uma
vizinhanga de +00 : Vi (400) C D (resp. V.(—o0) C D). Diz-se que a reta
y = ax + b é assintota ao gréfico de f em 400 (resp. —00) se

lim [f(z)— (az +b)]=0 (1)

Tr— 400

(resp. lim [f(x) — (axz +b)] = 0).

r——00

Faga-se w(x) = f(x) — (ax + b); se y = ax + b é assintota em +oo entdo,

como
tem-se
a= lim @) (2)

e de (1) resulta ainda que

b= lim (f(z)— ax). (3)

r——+0o0

Reciprocamente, existindo os limites (2) e (3), a reta axz + b ¢é assintota em
400, dado que

lim [f(z)— (axz+b)] = lim (f(z)—ax)—b=0,

r——+00 Tr——+00

como se vé imediatamente de (3). Resultado semelhante se estabelece para
a assintota em —oo.

A andlise do grafico de uma funcdo completa-se, introduzindo a nogéo de

assintota vertical ao graficode f: sea € DNR e se

lim f(z) =+ ou lim f(z) = +oo,

z—at T—a~
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dizemos que o grafico de f admite em a uma assintota vertical.
4.3.12. Exemplos.

1. Tomemos a funcao

fi]—o0,1[U]1l, 400 — R, flx) = ———.

N

/

Figura 4.15
Tem-se
im 29 o Ty
r—+oo I r—+o00 4(1—{[;)
e logo
lim () — (—1/4)2] = lim — 1T i
A @) = (G = Mp ey =

1 . . )
pelo que £ 71¢ assintota ao grafico de f em 400 e em —o0;

finalmente, é claro que x = 1 é assintota vertical ao gréfico de f (cf.
Fig. 4.15).
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2.

Estudo das fung¢oes hiperbdlicas.
Em varias aplicagoes da Andlise, desempenham papel importante as

chamadas fungoes hiperbdlicas. Sao definidas do seguinte modo:

x —X

et —e

sinhz = — > eR seno hiperbdlico
e’ +e " . .

coshz = — x € R cosseno hiperbdlico

Como se pode ver, a funcao sinh z é impar e coshx é par. Claramente
que
(sinhz) = coshx e (coshz) =sinhz

e portanto sinhx é funcao estritamente crescente em todo o seu
dominio; a funcao coshx é crescente para x > 0 e decrescente para
x < 0, admitindo um minimo (absoluto) em x= = 0. E ainda
claro que ambas as fungdes tendem para +oo (quando z — +00)
do mesmo modo que a fung@ao exponencial; em —oo, a fungao sinh x,
sendo fmpar, tende (exponencialmente) para —oo e cosh z, fun¢ao par,
tende exponencialmente para +oo. Enfim, a andlise das segundas
derivadas, mostra um ponto de inflexdo em x = 0 para a fungao
sinhz : (sinha)” = sinhz, enquanto a funcdo coshz tem a segunda
derivada sempre positiva : (coshz)” = coshz.

6
4t sinhx
2 cosh x
3 -2 -1 1 2 3
-2
-4
6 3 2 -1 0 1 2 3

Figura 4.16
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Foi referido que, quando x — +o00, as funcoes sinh x e coshx tendem
b) b)
para 400 exponencialmente; mais precisamente,

1 1
sinhz — —e* = —=¢e™°* cosh x 3
2 2
cosh:v——ex:lefx 2
2 2
Como e~ * tende rapidamente para 0, (1/2) e”
os gréficos de sinhx, cosha e (1/2)e”, T " 5
tendem a identificar-se para x > xg.
-1
sinh z
-2
Figura 4.17 -3

Defina-se agora a funcao tangente hiperbolica de x :

sinh x et —e *
tanhx = = , x€R.
coshr e*+4e*

Figura 4.18

A funcdo tanhz é fmpar, positiva se z > 0 e negativa em x < 0, e
tem-se 0 < tanhx < 1, x > 0. Tem-se ainda

lim tanhx =1 e lim tanhx = —1.

r——+0o0 TrT——00

Derivando, (tanhz) =1 — tanh? z, pelo que a funcdo ¢ estritamente
crescente. A segunda derivada, (tanhz)” = —2tanhz (1 — tanh? ),
mostra que se tem um ponto de inflexao em = = 0 e que o gréfico
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3.

apresenta a concavidade voltada para baixo em x > 0 e voltada para

cima em x < 0. Finamente, como lilf tanhz/z = 0, as retas y = 1
r— o0

e y = —1 sao assintotas em 400 e —o0, respetivamente.

A semelhanca das fungoes trigonométricas, as fungoes hiperbdlicas
satisfazem um certo numero de relagoes algébricas. Exibimos algumas,
deixando a demonstragao como exercicio.

cosh?z — sinh?z = 1 (1)

1 — tanh’z = 5 = sech’z (2)
cosh”z

cosh (z 4+ y) = coshx coshy + sinh z sinh y (3)

sinh (z + y) = sinh z coshy + cosh z sinh y (4)

Fazendo x = cosht e y = sinht, a anterior relagao (1) mostra que o
ponto P(cosht, sinht) do plano Oxy, descreve a hipérbole 22 — 3% = 1
(quando ¢t percorre R). Esta a razao pela qual as fungoes descritas sao
designadas por func¢oes hiperbdlicas:

X2 y2=1
y
cosht
sinht
tanht
0 ! X
Figura 4.19

As aplicagoes do célculo diferencial a determinacao de méximos e
minimos das fungoes constituem a versao elementar de um dominio
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da Matematica especialmente importante designado por Calculo das
Variagoes. Vejamos um simples (mas cldssico) exemplo tirado da
Geometria elementar.

Problema. Por entre os triangulos com um dado perimetro P > 0,
quais sao aqueles de maior area?

a) Consideremos em primeiro lugar o problema de determinar os
triangulos de maior area por entre aqueles que tém o perimetro P e um
lado de comprimento dado, digamos 2r (r > 0). No plano cartesiano
Ozy representemos o dito tridngulo conforme a figura

-r O X r

Figura 4.20

Como a area do tridngulo vem dada por A = r.h, maximizar a area é
maximizar h = h(z) (ou se quisermos h?(x)). Ora

== (o 4r) = 1§ — (2 —1)? (1)
e daqui tira-se
1212 —4rz =0. (2)
Mas Iy + Iy + 2r = P ; fazendo P — 2r = k, tem-se
B=k—-10)?*=kK —2kly+13 (3)

e portanto, de (2) e (3) obtemos ly = (k? — 4rx)/2k. Trata-se assim de
maximizar a fungao

) =) = B~ o= = T oy
Derivando,
—2r(k? — 4rx 2 _ 912\
fl(z) = %—2@_7«): % _
2P(ir — P)e

k2
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e portanto, f'(z) =0 <= 2 =0. Como 4r—P < 0, é agora imediato
concluir que x = 0 é ponto de maximo (absoluto) de h?(x), e logo é
ponto de méximo da drea A(x). Assim, por entre os tridngulos com
um dado perimetro e um dado lado, sdo os isésceles (I3 = I3 = 1) os
que tém area maxima.

b) Para um qualquer tridngulo de perimetro P, a cada r > 0
associamos a area maxima do triangulo isésceles de perimetro P e
lado de comprimento 2r, a qual vem dada por A(r) = r.h = r/I12 — r2.
Como P = 2l 4 2r, i.e.,, |l = P/2 — r, trata-se agora de maximizar a

funcao
2 2
A(r)y=r (g—r) —r2=r\/%—Pr.
Dado que
P?2/2) - 3P
an = 2 0
2 I — Pr

o0 Unico ponto critico, ponto de méximo, é r = P/6, o que significa
que 2r = P/3 = [, e portanto os tridngulos de perimetro P com drea
méxima sao precisamente os equilateros.

OBSERVAQAO. Repare-se que o denominador de (4) é sempre positivo
dado que o lado de comprimento 27 terda naturalmente de ser inferior
a P/2 e logo o dominio de A(r) é 0 < r < P/4.
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FExercicios

1. Calcule as derivadas das seguintes fungoes, indicando o maior dominio
de diferenciabilidade :

a) arcsin(l — x) ;
) Va1

¢) log(logx) ;
)
)

e

2. Determine os nimeros naturais p para os quais a fun¢ao, dada por

1
2Psin— se x#0
fz) = v
0 se =20
a) é derivavel em R;

b) tem derivada continua em R.

3. Mostre que se f é derivavel num ponto xg, entdo a sucessao

(rlr oo 2) -]

converge. Mostre, com um exemplo, que a reciproca nao é verdadeira.
4. Sejam f e g: R — R, dadas por

2 se x>0

fz) = ; g(z) =| = |.

-1 se <0

Mostre que f e g nao sao derivdveis no ponto zero mas que f o g é
derivavel nesse ponto.
5. Considere a funcao f: R — R, f(z) = + cosz.
a) Mostre que f é invertivel.

b) Calcule a derivada de f~! no ponto y = 57/2. Determine os
pontos em que a fungao inversa tem derivada +oco.
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6.

10.

11.

Diga para que valores de a e 8 (8 > 0) a fungéo

|z|*sin(1/]z|?) se x#0

f(z) =
0 se =0

no ponto x =0 é:

a) continua; b) tem derivada; c¢) tem derivada continua.

Determine os valores de a e 3 para os quais a fungao

arctan oz se |x| <1
flz) = ) r—1
g signzx + —5— e |z| > 1
tem derivada
a) no ponto = = 1; b) no ponto z = —1.

. Estude a derivabilidade das funcoes :

_[2? se z€Q
@) f(x)_{o se xeR\Q
2

N se T€Q
b) f(l")—{2|g;|—1 se zeR\Q

. Prove que 22 + 3z — 1 tem um s6 zero em R, ficando esse zero situado
b)

no intervalo ]0, 1[.

Seja f uma funcao real trés vezes diferenciavel em R e tal que
f"(x) >0 VreR.

Determine o nimero méximo de zeros de f.

Seja f : D — R uma funcao derivavel num ponto a interior a D.
Mostre que

o Sl h) = fa—h)

h—0 2h = ['(a).

Prove, com um exemplo, que a existéncia do anterior limite nao implica
tao pouco a continuidade de f em a.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Prove que a aplicacao f : [0,2] — R, dada por

3—2?

se 1<ax<2

satisfaz as condigdes do teorema de Lagrange em [0, 2] e determine os
valores ¢ € [0, 2] tais que

f2) = f(0) =2f"(0).

Determine os seguintes limites

T —p* 1-1
a) lim a4 a,b>0; b) lim w;
=0 z—0 log(l — x)
t _ e” sin —
¢) lim anr T, d) lim L.

z—0 e* — 1

log (1 + l)
f)  lim i

Yoo el/logz _ ]

. )
z—0 T —SInx

tan(ax) — ax
im ———
z—0 tan(bx) — bz

li 1/x. h li t tan(2z) )
g9) lim /% ) mﬁugl/él(auﬂx)

Dé um exemplo de funcgoes f,g :]0,1[— R com derivadas finitas em
10,1, ¢’(x) # 0, Vz €]0,1], e verificando

lim 28—, /(@)

Jm g(a:) zli% g’(:z:) nao existe.

Mostre, utilizando o teorema do valor médio de Lagrange, que para
0<b<a,

Utilize o teorema de Lagrange para mostrar

a) H% <log(l+z) <z comz>0.
b) tanx > x, x € [0,7/2].
Mostre que
b—a b—a

< arctanb — arctana < (0 <a<b).

1+ 52 1+a?
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

Mostre que se tem
1
2% logz| < —
ae
para todo 0 < x < 1 e para todo a > 0.

Seja f : [a,+00o[— R uma fungdo continua no seu dominio, dife-
rencidvel em ]a, +00[ e satisfazendo as condigoes

fla) <0
fl(x)y>m >0 Vz€la,+o0]

a) Mostre que a equagao f(x) = 0 admite uma tnica raiz real em
la, +o0l.

b) Verifique, com um exemplo, que a condi¢ao f'(z) > m > 0, com
x €]a, +ool, ndo pode ser substituida pela condigao f’(z) > 0.

a
¢) Mostre que a raiz da equagao pertence ao intervalo ] a,a — M] .
m

Mostre que a equagao
e —a—bzx>=0, abeR
nao pode ter mais de quatro raizes reais.

Seja f : [a,b] — R uma fungdo nas condigdes do teorema de Rolle.
Mostre que se f nao é constante, existem &,& €la,b[ tais que

f'(&1) <0e f'(&) > 0.
Mostre que se tem

1

em que 1/4 < 0(z) < 1/2. Mostre ainda que

lim 6(z) = i e lim fO(z) = %

z—0*t r——+00

Seja f derivével em [a,b] C R e tal que f(a) = f(b). Mostre que existe
€ €a, b] tal que
fla) = f(&) = € f'(&)-

Sug. Repare que [xf(x)] = f(x) + zf'(x); aplique o teorema de Rolle
a uma conveniente funcao.
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24.
a) Seja f : [a,+oo[— R, fungdo derivdvel tal que liril f(z) =0.

Demonstre que

lim ——= =0.
Tr——+00 €T

b) Mostre com um exemplo que a reciproca nao é verdadeira. No
entanto tem-se

im 18 o — lim |f'(x)| = 0.

r—+00 I r——+00

25. Seja f : [a,b] — R uma fungdo derivével e suponha-se que a equagio
x = f(z) tem uma unica raiz, ¢ € [a, b].
Defina-se a sucessao recorrente
Un = f(Un-1), wuo € [a,b] dado.
a) Mostre que, se
0< f(2) <1, Ve b,
entdo u, € [a,b], Vn, e a sucessdo (u,) é mondtona e convergente
para c.

b) Mostre que, se
—1< f(z) <0, Vz € [a,b], e wuy € [a,b],

entdo uy, € [a,b], Vn, e as subsucessoes gy, Ugp+1, S40 mondtonas
e convergentes para raizes da equagao

z=(fof) ()

Mostre finalmente que ¢ é a tUnica raiz da anterior equacgao, se

~1< f'(z) <0.

26. Estude as seguintes funcgoes, determinando os limites nos pontos
de descontinuidade e nos pontos +o0o e —oo, assintotas, maximos
e minimos, sentido da concavidade e pontos de inflexao; esboce os
graficos;
T

a) ——; b) log|logz|;
) T ) log|logz|
z(logz)? se x>0 : ,
c) {O s 1-0° d) aresin —5——
x
1 — 75 se z#0
o =(1+5); gy ey

0 se x=0.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

Seja f : [a,b] — R duas vezes derivdvel e suponha-se que f'(a) =
f/(b) = 0. Mostre que existe £ €]a, b[ tal que
4
1
> — .
7€) 2 s 110) — F(@)

Sug. Considere o desenvolvimento de Taylor de f em a e em b e
considere o ponto intermédio ¢ = (a + b)/2.

Seja f: R — R uma fungao de classe C*°. Suponha que se tem,

F™0)=0, VneN, e sup | £ (z) |< nlk™
z€R

em que k > 0 é um numero real fixo. Utilize Mac-Laurin para mostrar
que f é nula no intervalo [—1/k, 1/k].

Mostre finalmente que f é idénticamente nula em R.

Prove que a funcao f(x) =| x [***1 (n € Ny) é de classe C*" em R,
mas nao é 2n + 1 vezes diferenciavel.

Seja f : I — R uma funcio de classe C"*! e a € I. Escreva-se a
férmula de Taylor-Lagrange de ordem n — 1,

fr (@) e
D) R
n f™(a+0,.h)

n!

flath) = fa)+ fa)ht -+
AT

em que 0 < 0, = 0,,(h) < 1. Mostre que, se f("+1)(a) # 0, entdo

. 1
}lllg%en(h) o+l

Seja f : [0,1] — R duas vezes diferencidvel tal que f(0) = f(1) = 0.
Suponha-se que a segunda derivada de f é limitada e seja M > 0 :
|f"(z)] < M, Vz € [0,1]. Mostre entdo que |f'(z)| < M/2, Vz € [0,1].

Sug. Escreva o desenvolvimento de Taylor de f num ponto xy € [0, 1].

Seja f : I — R uma fungdo duas vezes diferencidvel num ponto
a € intI.
a) Utilize convenientemente a férmula de Taylor para mostrar que

f”(a): lim f(a+h)+f(a_h)_2f(a)

h—0 h?
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b) Dé um exemplo em que exista o limite acima indicado mas f/(a)
nao exista.

33. Seja f : R — R uma funcao duas vezes diferencidvel. Suponha-se
que f e f” sdo fungdes limitadas em R e ponha-se My = sup |f(z)] e
R

TE
M = sup |f"(z)|.
z€R
a) Mostre que f’ é limitada em R e que se tem

M, M
sup | f/(z)] = My < =2 4 422
rzeR

Va > 0.

Sug. FEscreva o desenvolvimento de Taylor de f no ponto x e
aplique-o aos pontos x +a e x — a.

M, M.
b) Minimize a aplicagdo x €]0, +o00[— =04 et
x

e conclua que

M, < V2+/My Ms,.

¢) Seja agora f : R — R uma funcdo p vezes diferencidvel, p > 2,
e suponha-se que f e f(?) sdo funcoes limitadas em R. Pondo
My = sup |f(z)] e M, = sup |f® (z)|, utilize a indugio e o

TR zeR

resultado precedente para mostrar que

E(p—k) 1-E

k
My *MpP, 1<k<p-—1.

sup |f ()| = My <2
zeR

34. Determine o retangulo de drea méxima inscrito na elipse

$2

2
+%:1, a,b> 0.

a

35. Dados dois pontos A e B representando dois focos luminosos de
intensidades p (o ponto A) e g (o ponto B), determine o ponto X da
reta AB menos iluminado (sabendo que a iluminagdo de um ponto é
inversamente proporcional ao quadrado da distancia ao foco luminoso).
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36.

37.

Dados dois pontos A e B mno semi-plano superior, Ozy, y > 0,
determine o ponto M no eixo dos = que torna minimo o comprimento
da linha quebrada AM +M B. Verifique que o ponto M é o tinico ponto
que satisfaz a = 3, sendo a e 8 os angulos AMC, respetivamente
CM B, formados pelos segmentos AM e M B com a vertical ao eixo
dos x.

Figura 4.21. Fenémeno da reflexao.

Sejam P e ) dois pontos situados respetivamente nos semi-planos
superior e inferior de Oxy. Suponha que um ponto material de desloca
de P para @ segundo uma linha quebrada PM @, em que M é um
ponto do eixo dos x. Se v; é a velocidade no semi-plano superior e vy
a velocidade no semi-plano inferior, mostre que o ponto M para o qual
é minimo o tempo de deslocamento ao longo de PM @ ¢ tal que

sinae 0

sinf vo

sendo « (respetivamente () o &ngulo de vértice M, formado pelo
segmento PM (respetivamente M Q) com a vertical ao eixo dos z.

R

Q

Figura 4.22. Fenémeno da refracgao.
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O Integral de Riemann

O conceito de integral, historicamente anterior ao de derivada, nasce
com o0 objectivo de definir rigorosamente a nocao intuitiva de “drea” de
uma regiao do plano limitada por uma curva fechada. Embora o processo
de integragdo remonte & Antiguidade Cldssica, é s6 no século XVII, com
Newton e Leibnitz, que os conceitos de integral e derivada aparecem
relacionados, descoberta decisiva para o desenvolvimento fulgurante do
Célculo. Contudo, a apresentagao sistematica da teoria do integral sé é feita
em todo o rigor no século XIX (com Riemann, em particular), fenémeno
que podemos perceber se tivermos presente que é apenas no século passado
que o conceito de limite é rigorosamente formulado.

No capitulo que segue, serd exposta a teoria do integral de Riemann
para funcées (limitadas) definidas em intervalos compactos [a,b] C R.
A integragdo de fungoes ilimitadas em [a,b] ou de fungdes definidas em
intervalos ilimitados, | — 00,b], [a,4+00[, serd exposta na parte final do
capitulo (integrais impréprios). Ponto central da teoria do integral é o
Teorema Fundamental do Célculo, em que se mostra como a integragao
é a “operacao inversa” da derivagao; isto leva-nos a definir o conceito
de primitiva e a apresentar com algum desenvolvimento as técnicas de
primitivagao.

5.1. Primeiras definicdes. Motivacao geométrica.

Considere-se uma funcéo f : [a,b] — R (a < b) definida num intervalo
limitado e fechado [a, b] C R e admita-se que f(x) > 0, Vz € [a,b]. O nosso
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objectivo é associar a funcao f um numero real que “represente a area” da
regiao do plano limitada pelo grafico de f e o eixo dos xz. Neste sentido,
decompomos o intervalo [a, b] em n subintervalos [x;, z;+1] (¢ = 0,---,n—1)
determinados pelos pontos a = 29 < 1 < --- < z, = b, e escolhemos
arbitrariamente em cada um dos subintervalos um ponto &; € [x;, ;1] (cf.
Fig. 5.1).

Figura 5.1

Considere-se entao a soma das dreas dos retangulos de base [z;, ;41
e altura igual a f(&;):

E claro que o valor de S representa uma aproximacao grosseira da
“area” limitada pelo grafico de f e pelo eixo dos xx; todavia, intuitiva-
mente, é razodvel esperar que para intervalos [x;, z;41] com uma amplitude
suficientemente pequena a soma das areas dos retangulos, .S, se aproxime
da area procurada. Esta é, com efeito, a ideia subjacente a nocao de inte-
gral de f, a qual permitira definir rigorosamente a drea do subconjunto de
R? limitada pelo grafico de f > 0 e pelo eixo dos zz.

Em toda a teoria que se segue, o dominio das fungoes consideradas,
[a,b] C R, é um intervalo compacto de R nao degenerado, isto é, a < b.
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5.1.1. Definigao. Seja [a,b] C R um intervalo limitado e fechado em R.
Chama-se particdo de [a,b] ao conjunto P={xg=a,z1, -, T, =b} em
que a = xg < 11 < --- < xp =b. Os elementos xg,x1, -, Ty, dizem-se 0
vértices da particao. Os intervalos [x;,x,1+1] chamam-se intervalos da
particao e a maior das amplitudes destes intervalos diz-se o diametro da
particdo e representa-se por |P| = ._dnax |zie1 — x4

Dadas duas parti¢oes de [a,b], P = {zg, 21, ", 2n} € Q = {yo, Y1, ", Ym },
diz-se que QQ € mais fina do que P se todo o vértice de QQ € um vértice de
P.

Assim, para o intervalo [0,1], a partichio @ = {0,1/3,1/2,1} é
evidentemente mais fina do que a particgio P = {0,1/2,1}. Dadas
duas particoes P e @ de [a,b], é facil constatar que existe sempre uma
partigao mais fina do que P e Q; com efeito, bastard considerar a partigao
R = P U Q@ formada pelos vértices de P e pelos vértices de @; por
exemplo, relativamente ao intervalo [0, 1] e as partigoes P = {0,1/2,1}
e @ = {0,1/3,1}, a particio R = PUQ = {0,1/3,1/2,1} é claramente
mais fina do que P e Q.

Seja agora f:[a,b] — R, uma fungdo definida no intervalo limitado e
fechado [a, b]; considere-se uma partigdo P = {xg, 21, -, x,} e escolha-se
arbitrdriamente um elemento &; € [z;, ;1] em cada um dos intervalos da

partigdo. A soma
n—1

Sp =Y f(&) (@i — )

i=0
é designada por soma de Riemann relativa a fungao f no intervalo [a, ]
e associada a particao P e a escolha dos &;.

5.1.2. Defini¢do. Diz-se que a fungio f : [a,b] — R € integrdvel a
Riemann ou R-integrdvel, se existe um nimero real I satisfazendo a
sequinte condi¢do:

para todo § > 0, existee >0 tal que |Sp—1I| <6

para toda a particdo P de [a,b] tal que |P| < € e qualquer que seja a
escolha dos pontos §; € [x;,Tit1].

Exprime-se a condi¢ao precedente dizendo que existe “limite” das somas
de Riemann quando o diametro da particao tende para zero:

n—1

P|=0
\PI=0 555
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O nidmero [ é designado por integral de Riemann ou integral definido
(3 Riemann) de f em [a, b] e representa-se por

I:Zfﬂ@dm(m I:fo

A funcao f diz-se a func¢ao integranda.

OBSERVAQOES 1. E um elementar exercicio verificar que, para uma funcao

. [ . b PP . [
R-integravel f em [a,b], o integral I = [’ f(x)dz é tinico; o leitor poderd
utilizar um raciocinio similar ao utilizado para mostrar a unicidade do
limite para fungoes reais de varidvel real.

2. Se f > 0 em [a, b] é integrdvel & Riemann, é agora natural definir a 4rea
do subconjunto de R? limitado pelo grafico de f e pelo segmento do eixo
dos zx entre a e b como o nimero:

Alw@mx

Nio sendo f R-integravel, diremos que o subconjunto de R? em questdo
nao tem area definida (no sentido de Riemann).

O teorema seguinte é particularmente importante na medida em que
nos permite restringir o desenvolvimento da teoria do integral de Riemann
a uma classe particular de fungoes : as fungoes limitadas; com efeito,

5.1.3. Teorema. Seja f:[a,b] — R uma fun¢ao R-integrdvel. Entdo f €
limitada.

Demonstragdo. Sendo f uma funcio R-integravel em [a,b], dado § > 0
existe € > 0 tal que para toda a partigdo P com |P| < € as correspondentes
somas de Riemann satisfazem:

|Sp| =|Sp =TI+ 1| <|Sp—1I|+|I| <0+ ||

Fagamos agora um raciocinio por absurdo, supondo que f ¢ ilimitada em

[a,b]. Consideremos uma particdo P de [a,b] com |P| < € e considere-
n—1

-se a correspondente soma de Riemann, Sp = Z f(&) (zig1 — x;). Sendo
i=0

f ilimitada em [a,b] entdo serd ilimitada num dos intervalos da partigao,

digamos [z;,, Zi,+1], € podemos escrever:

Sp = f(&iy) (Tigr1 — i) + Y F(&) (w41 — ;). (1)
J#io
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Fixemos os §; (j # 4o ) e designemos por B a soma que figura a direita do
segundo membro de (1). Tem-se naturalmente,

1Sp| > [f(&i)| (Tig+1 — T4y) — | B

Dado agora um qualquer N € N (arbitrariamente grande), como f é
ilimitada em [x;,, Z;,+1], existe um &;, tal que:
N + |B|
f&o)l > ———
£ (&io)] T — 2
e logo

1Sp| 2 [ f(&o)] (Tig41 — i) — [B| > N, VN € N;

mas entdao, pelo que se disse no inicio da demontragao, f nao seria R-
integravel. m

5.2. Somas de Darboux.

Seja f:[a,b] — R uma funcao limitada no intervalo compacto [a,b] C
R e considere-se uma qualquer particio P = {a =20 < 21 < --- < &, = b}.
Ponha-se
m; = inf f(z) e M= sup f(z), (i=0,1,---n—1)

z€[zi,Tiy1] z€lx,xi41)

e tomemos as somas

n—1 n—1
Sp(f) =Y mi(zisi—z:) e Sp(f) =Y Mi(ri —zi).
=0 =0

As somas Sp(f) e Sp(f) sdo chamadas respetivamente, somas de Dar-
boux inferiores e superiores. Sdo numeros reais bem definidos (f é
fungdo limitada) que dependem evidentemente de f e de P. Geometrica-
mente:

my

mot - - - -

-
N

\\‘\\\\%
DA

N

Figura 5.2
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E imediato constatar que Sp(f) <Sp(f) paratoda a particio P de
[a,b]. Mais geralmente:

5.2.1. Proposicao. Se Py e P, sio duas parti¢oes quaisquer de [a,b],
entio S, (f) < S (D)

Demonstragao. Comecemos por mostrar que se P é uma particao de
[a,b] e P' uma particio mais fina do que P, entdo

Sp(f) <Spi(f) <Spi(f) < Sp(f). (1)
Por simplicidade, admita-se que a particdo P’ tem o nimero de vértices
de P mais um, isto é, se P = {a = 29 < 21 < --- < z, = b}, faga-se

P={a=zg<a1 < <z <t<mip1 <+ <z, =b}. Seja agora

M;= sup f(z), M' = sup f(z), M"'= sup f(z).

TE[xi,Tit1] T€[x4,t] TE[t,xit1]
Entao,

gp/(f) :M0($1 —$0)+"'+M/(t—l‘i)+
M// (xi—&-l — t) —+ e+ Mn—l (.Tn — .’ﬂn_l).

Como M' < M; e M" < M;, é claro que M’ (t — x;) + M" (2,41 — t) <
M; (w41 — ;) e logo Sp:(f) < Sp(f). Analogamente se via que Sp(f) <
Sp/(f); repetindo o raciocinio, obtém-se (1) para qualquer particdo P’ mais
fina do que P.

A proposicao resulta agora facilmente se observarmos que a parti¢do P;UP;,
¢é mais fina do que P; e P; e logo

ﬁpl Sﬁplupz < SPlng < SP2~ L]

A proposicao anterior significa, em particular, que o conjunto das
somas inferiores de Darboux,

D () ={Sp(f) : P é particio de [a, ] },

é majorado (qualquer soma superior ¢ um majorante); do mesmo modo, o
conjunto das somas superiores de Darboux,

> (f) ={Sp(f) : P ¢ partido de [a,b] },

é minorado (qualquer soma inferior é um minorante). Podemos entdo
estabelecer:
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5.2.2. Definigdo. Seja f :[a,b] — R uma func¢do limitada. Define-se
b b
integral inferior de f em [a,b] e representa-se por / f@)dz ou /f

como o supremo das somas inferiores, supremo tomado relativamente a
todas as partigoes P de [a,b] :

b
[ #a)dz=sup 3 (5) = sup ().

Analogamente, define-se integral superior de f em [a,b] e representa-se

b b
or / f(x)dz ou / f como o infimo das somas superiores de Darboux:
a a

/f da:—lnfz 1nfSp (f)-

Consequéncia da anterior proposicao e da precedente defini¢ao sao as
seguintes propriedades:

1. Para qualquer partigdo P de [a, b], tem-se
b -b -
Sp(N) < [ f@ydo < [ f@)de < Sels).
2. Sem< f(z) <M, Vz € [a,b], entdo
b b
m(b—a) < / flx)de < / flz)de < M(b—a).
Em particular, se |f(z)| < K, Vz € [a,b], vem
b b
/f(x)dac <K(b-a) e /f(x)dx < K(b-a),

jdque |f(z)]| < K < —K < f(z) < K.
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5.2.3. Exemplos.
1. Seja f:[a,b] — R, dada por

0 se x éirracional (z € [a,b]N(R—Q))
f(z) =

1 se =z éracional (x € [a,b] N Q)

Tomando uma qualquer partigdo P = {a = zg < 21 < -+ < z, = b}
de [a, b], é claro que

m; = inf f(xr)=0 e M;= sup f(z)=1
z€[zi,it1] z€[mi,ziq1]
n—1
Logo, Sp(f) =0e Sp(f) = Z 1.(xiy1 — x;) = b— a e portanto
i=0

_/abf(x)dx() e /:bf(x)dxba.

Intuitiva e geometricamente, poder-se-ia pensar que os integrais infe-
rior e superior de Darboux s&o iguais para uma qualquer funcao; este
exemplo mostra bem que nao é assim.

2. Seja agora f:[a,b] — R, f(z) = K, Vz € [a,b], a fungao constante.
Entao, m; = M; = K e logo

n—1

Sp(f) =Sp(f) =) K@it — @) = K(b—a)

=0

para toda a particdo P de [a, ], donde
b =b
/ F()da = / F(2)dz = K(b—a).

5.2.4. Teorema. Sejam f, g : [a,b] — R duas fungdes limitadas. Entao,

L If+_/abg<f<f+g></ab<f+g></abf+/abg.

2. Para c > 0, tem-se

/abc.f:c./abf e /:bc.f:c./:bf.
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3. Para c <0, tem-se

/abc.f:c./abf e /abc.f:c./abf.

Em particular,

I(—f)=—/:bf e /:b<—f>=—ff.

A demonstracdo do teorema utiliza o seguinte lema elementar, cuja
prova ¢é deixada ao leitor como exercicio.

LEMA 1. Sejam A e B subconjuntos de R nao vazios e limitados; sejam
A+B={z=x+y:x€AyeB}tecA={cx:xz€ A} (ceR).
Entao, tem-se
inf(A+ B) =inf A+ inf B, sup(A+ B)=sup A + sup B;

inf (c.A) = cinf A, sup(c.A) =csupA, se c>0;
inf (c.A) = csup A, sup(c.A) =cinf A, se ¢<0.

Demonstracao do teorema. Mostremos a primeira desigualdade de 1.
(a desigualdade a direita de 1., prova~se de modo idéntico). Tomemos uma
particio P = {a = 20 < 21 < -+ < x, = b} de [a,b] e designemos
por m;(f), m;(g), m;(f + g) os infimos, respetivamente de f,g e f + g,
no intervalo [z;,2;41] (0 < i < n —1). Como é sabido, m;(f + g) >
mi(f) +mi(g) e logo Sp(f +9g) = Sp(f) +Sp(9), pelo que

b
§p(f)+§p(g)§/(f+g)

para toda a particdo P de [a,b]. Por outro lado, dadas duas quaisquer
particoes P e @, como P U @ é mais fina do que P e @, vem (cf. Prop.
5.2.1. (1)) :

b
Sp(f) + 8(9) < Spuo(f) + Spuglo) < / (f +9)
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e do lema precedente, resulta

/abf +/abg =sup ) (f) +sup ) _(g) = sup (Z(f) + Z(g)> =

b
= sup (Sp(f) + Sql0) < [+

Para mostrar 2. observemos que se tem

mi(c.f) =cmi(f), Mi(c.f)=cM;(f) se (c>0)
mi(c.f) = cM;(f), M(c.f)=cmi(f) se (c<O0).

Entao, para ¢ >0
Spl(ef)= Zmz‘(&f) (Tiy1 — i) =
=c. Zmi(f) (i1 — x;) = c. Sp(f).

Aplicando de novo o lema, tira-se que

b
/ c.f =supSp (c.f) =suple. Sp(f)] =
Ja P P

b

= csup (8,() = e / 7.

a

Analogamente se obtém as outras igualdades. m

Antes de apresentarmos o teorema central que poe em relacao a nogao
de integral de Riemann com as de integral inferior e superior de Darboux,

introduzimos a nocao de oscilagao de uma funcao f num conjunto.

5.2.5. Defini¢ao. Seja f:[a,b] — R uma fungao limitada e X C [a,b]
um subconjunto do dominio [a,b]. Define-se oscilagcao de f no conjunto

X como o numero real:

w(f; X) =sup f —inf f = sup f(X) — inf f(X).
X X

O lema seguinte permite-nos dar um outro esclarecimente a nocao de

oscilacao de f em X.
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LEMA 2. Seja A C R um conjunto de reais ndo vazio e limitado; faga-se
M =sup A e m =inf A. Entao,

M-m=sup{lz —y|:z €A, ye A}.

Demonstragdo. Seja C = {|lx —y| : v € A,y € A}. Dados dois
quaisquer elementos x,y € A (podemos naturalmente supor x > y ), tem-se
m<y<az<Melogo |zt —y|l=(x—y) <M—m,istoé, M —m é um
majorante de C. Tomemos agora um arbitrario € > 0; entao existe x € A
tal que x > M — €/2 e existe y € A tal que y < m + ¢/2, pelo que

e —yl>2x—y>M—€/2—(m+¢€/2) =M —m—¢
ouseja, M —m =supC. =
Pode entéo dizer-se que a oscilagao w(f; X) vem dada por:

w(f; X) = sup{[f(z) = f(y)] - z € X,y € X}.

5.2.6. Teorema. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Entdo sdo
equivalentes:

I. /abf:/:bf.

1. Para todo § > 0, existe uma particio P de [a,b] tal que

Sp(f) —Sp(f) <é. (1)

1ul. Para todo § > 0, existe € > 0 tal que a desigualdade (1) é verificada
para toda a parti¢io P de [a,b] satisfazendo |P| < e.

Iv. Para todo o § > 0, existe uma particio P = {a =z < 21 < -+ <
x, = b} de [a,b] tal que

n—1
Zwi (l‘iJrl — J}l) < (S,
i=0
em que w; = w (f; [, xi41]) representa a oscilagio de f no intervalo

[l’i, zi-‘rl]'

V. f € R-integrdvel e tem-se
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Demonstra¢cao. Como
n—1
> wi(@ip1 — ) = Sp(f) = Sp(f)
i=0

é imediato que I1I. <= 1v.

Vejamos agora que I. = 1I.
Da definigao de integral inferior e superior, para § > 0, existem partigoes
P, e P, tais que

b b — i B)

b b
Como /f = /f = I vem, tomando a particaco P = P; U P, e tendo
presente a Prop. 5.2.1. (1)
é — — )
I_§<§P1 §§P§5P§5P2<I+§7
o que dé o resultado.
II.— 1.

Seja § > 0 qualquer e P uma particdo que satisfaca (1). Como

Sp(f) S_/abf < /:bf <Fp(f).

/:bf—/:f<(5, Vé >0, ou seja /abf:/:bf.

111.—11. E imediato.

tem-se

II.—III.

Seja entao 6 > 0 um qualquer ntimero positivo; por II., existe uma particao
Q={a=z0 <z < <z = b} tal que Sq(f) — 9 (f) < d/2. Escolha-

se agora € > 0 tal que 8neK < ¢, sendo K = sup |f(z)], e escreva-se para
z€(a,b]
toda a particao P de [a, b],

gP(f) - ﬁP(f) = Z (Ma - m(x) ($a+1 - Ia)‘i’

[e3

+> (Mg —mg) (wp11 — g),
8
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em que y  se estende a todos os intervalos da particio P que contém
algum vértice da particao Q e Y 5 corresponde a todos os outros intervalos
da particao P. Facilmente se constata que ) nao pode conter mais do
que 2n parcelas. Tomando entao P tal que |P| < ¢, tem-se

Z (Mo —mq) (Tat1 — To) < 2K 2ne < §/2.

e

Analisemos agora a soma Zﬁ correspondente aos intervalos de P estrita-
mente contidos nalgum intervalo [x;, z;41] da particdo @. Designando por
[©3,,7p,,,] os intervalos de P contidos (estritamente) no intervalo [z;, z;41],
tem-se

Z (Mﬁz - mﬁi) (l'ﬁﬂrl - xﬁi) < (Ml - ml) Z (mﬁﬂrl - xﬁi) <
Bi Bi
< (M; = mi) (zig1 — i)

e portanto,

> (Mg —mg) (g1 —x5) =YY (Mg, —mg,) (x5,41 — x3,) <
i B

B

< Z(Ml —m;) (g1 — x;) =

7

—Solf) - So(f) < 8/2.
Em conclusao, tem-se
Sp(f)—Sp(f) <é/2+6/2=14

para toda a particdo P tal que |P| < €, o que mostra a implicacao.
L.=—>V.
Seja d > 0 e escolha-se € > 0 satisfazendo 111. Como foi j visto que I1I.<=1.
b -b
tem-se / f= / f = I. Tomando agora uma partigdo P tal que |P| < e,
Ja a
tem-se

Sp(f) < Zf(&') (i1 —xi) < Sp(f)

com ; arbitrariamente escolhido no intervalo [x;, 7;41]. Dado que Sp(f) <
I < Sp(f), podemos entdo escrever

I— Zf(fi) (zig1 — ;)| < Sp(f) = Sp(f) <9,



192 5. O Integral de Riemann

o que mostra que f é R-integravel e
b b b
[o=Lr=1r
a Ja a
Sendo f uma funcdo R-integravel, dado § > 0, existe € > 0 tal que:

’ b
/af g<Zf<§i)<zmxi)</af L8

para toda a particao P : |P| < € e para quaisquer &; € [x;, z;41]. Tomando
o infimo e o supremo das somas ), f(&) (i+1 — «;) relativamente a todos
0s & € [x;,2;41] e usando o lema 1, obtemos

/f—f<sp<f> /f+

o que mostra 1I. O teorema estd demonstrado. m

V.=—III.

As propriedades algébricas do integral.

Dados os resultados obtidos sobre os integrais inferior e superior de
Darboux, com relativa facilidade se demonstra um conjunto de propriedades
algébricas satisfeitas pelo integral de Riemann e condensadas no seguinte
teorema:

5.2.7. Teorema. Sejam f,g : [a,b] — R fun¢des R-integrdveis. Entdo,

(i) Sea <c<b, flae € fljep sdo R-integrdveis e

/abf=/:f+/cbf- 1)

Reciprocamente, se fia,q € fiep) sdo R-integrdveis, entio f é R-
integravel em [a,b] e verifica-se (1).

(i) Para todo o A € R, A.f € R-integrdvel e tem-se

/ab)\.f:)\./abf. (2)

(iii)  f+ g é R-integrdvel e tem-se

Lb<f+g>Lbf+ng. (3)
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(iv) Se f(x) >0, Vx € [a,b], entao/ f=0.

Se f(x) > g(x), Yz € [a,b], entao/ f>/

(v) |f| € R-integrdvel e tem-se
b b
fl= [

Em particular, se |f(z)| < K, VYx € [a,b], entdo
b
|1
a

Demonstrag¢do. Comecemos por mostrar (¢). Consideremos uma sucessao
de partigdes P,, de [a,b], tal que |P,| — 0(n — o00) e tal que o ponto ¢
seja vértice de cada uma das particoes P,. Cada particao P, determina
naturalmente duas particoes, P; e P de [a,c] e [c,b] respetivamente, e
tem-se

e, ()= Sp, (1) = (Sr (5 = 8p, (D) + (Ser(H) = Spp(N) - (4)

< K (b—a).

Como f é R-integrével em [a, b], o teorema 5.2.6. (111.) garante que o lado
esquerdo da igualdade (%) tende para zero com n — oo pelo que, cada
uma das parcelas (positivas) do lado direito converge também para zero
(n — o0 ); de novo o teorema 5.2.6. (II.) garante agora que fi, e fj,
sao R-integraveis.

Finalmente, escrevendo as somas de Riemann, tem-se

Sp,(f) = Sp,(f)+ Sp:(f)

e passando ao limite n — oo, obtemos (1).

Reciprocamente, se fja,c] € fijc,p) sa0 R-integraveis, tomando arbitrarias
partigdes P, e P/ de [a,c] e [c,b] respetivamente, e tais que |P,| —
0, |P)| — 0 com n — oo, o mesmo sucede a particdo P, de [a, b] formada
pelos vértices de P, e P/ : |P,| — 0(n — o0). Mais uma vez o teorema
5.2.6. (I11.) garante a convergéncia para zero da parte direita de (x), e logo
da parte esquerda, o que implica (teorema 5.2.6. (11.)) a integrabilidade de
f em [a,b].

As alineas (i4) e (iii) saem trivialmente do teorema 5.2.4. e (iv) é de
demonstracao elementar. Resta-nos mostrar (v); como

f @ =[f @I <1f(@) = fy)l, Yo,y €la,b],
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sai do lema 2 que, para toda a parte X C [a,b], se tem w (|f]; X) < w (f; X).
Tomando uma partigdo P de [a,b], tem-se em particular, w;(|f|) < w;(f)
(recorde-se que w; representa a oscilagao relativa ao intervalo [x;,2;41]
associado a P). Sendo f R-integravel, o teorema 5.2.6. (Iv.) garante
entdo que |f| é R-integrével.

Finalmente, sendo |f| R-integrdvel e tendo-se

—|f(@)] < f(z) < [f(2)], Va€la,b],

—fﬂsl?s[ﬁL
i@fslbﬂ-

5.3. Caracterizacao das funcdes integraveis.

sai de (i) e (iv) :

ou seja,

Quais as fungdes integraveis & Riemann no intervalo [a,b]? Esta
questdao, como veremos adiante, foi respondida pelo matematico francés
Henri Lebesgue. Entretanto, um primeiro resultado pode desde ja ser
estabelecido.

5.3.1. Teorema. Se uma fung¢do f é continua no intervalo limitado e
fechado [a,b], entdo f é R-integrdvel.

Demonstrag¢do. Sendo f continua no compacto [a,b], f é ai uniforme-
mente continua e logo, dado & > 0, existe € > 0 tal que

ny€latl oyl <e = |f@) —f)] < 7.

Seja n € N tal que (b —a)/n < € e tome-se a particaio P={a=129<z1 <

-oo < xp, = b em que os vértices sdo definidos por x; = a + i. com
n
i=0,1,...,n. E imediato verificar que se z,y € [x;, 2;11], entdo |[x —y| < €

e portanto |f(z) — f(y)| <

2 , 0 que mostra que w; < /(b — a). Logo
—a

)
;wi (I’H_l*‘fl) S b—a(bia) :57

e o teorema 5.2.6. (1v.) garante que f é R-integrével. m
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Assim, a classe das fungbes continuas em [a,b] é uma parte das
fungbes R-integraveis. Se f tem um numero finito de descontinuidades
¢é ainda possivel ver, sem qualquer dificuldade, que f é R-integravel; é uma
consequéncia da seguinte proposi¢ao:

5.3.2. Proposicdo. Seja f : [a,b] — R uma funcdo limitada e R-
integravel em todo o intervalo [a,x] com a < x <b. Entao f é R-integrdvel
em [a,b].

Analogamente, f é R-integrdvel em [a,b] se for R-integrdvel em [z,b] para
todox : a <x <b.

Demonstrag¢do. Por hipétese, tem-se |f(z)| < M, Va € [a,b], para um
certo M > 0. Seja agora um qualquer 0 > 0 e escolha-se ¢ = §/4M. Como
f é R-integrével em [a,b — €], existe uma partigdo @ = {a = zp < 1 <
cor < Xpo1 = b— €} tal que

n—2

_ 5
So(f) = So(f) =Y J(Mi = my) (g1 — 33) < 3
i=0
em que M; = sup f(z) em; = inf  f(x). Tomando entdo a
xe[.’ci,le] ze[rtvzi+1]

partigho P={a=12p <21 <+ < Tp_1 < T, = b} de [a, ], tem-se

Sp(f) = Sp(f) = So(f) = So(f) + (My_y — mp_1)e <
0 6

)
<§+2M€—§+§—(5,

e o teorema 5.2.6. (11.) dd-nos a conclusao. m

Corolario 1. Seja f:[a,b] — R uma funcdo limitada e R-integrdvel em
todo o intervalo [x,y] com a < x <y < b. Entdo f é R-integrdvel em [a,b].

Demonstrag¢do. Seja a < ¢ < b; como f é R-integrdvel em [z, ¢], para
todo z tal a < z < ¢, a proposicao implica que f é R-integrével em]a, c].
Analogamente se vé que f é R-integrdvel em [c,b]. A conclusdo sai agora
do teorema 5.2.7.(7). m

Coroldrio 2. Seja f:[a,b] — R uma fungao limitada com um nidmero
finito de descontinuidades. Entdo f € R-integrdvel.

Demonstragao. Sejam, por exemplo, ¢ = g < 1 < -+ < x, = b
os pontos de descontinuidade de f; pelo corolario anterior resulta que
f é integrével em [z;,x;41] (j& que f é continua em todo o intervalo
[e,d] + x; < ¢ < d < xi41). Do teorema 5.2.7. conclui-se que f é R-

integravel e
b ] T2 b
[o=[ss[ son[ 1
a a x1 Tn—1
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De seguida enunciamos (sem demonstragdo (*)) um importante re-
sultado devido a Lebesgue, o qual caracteriza as funcoes integraveis a
Riemann em [a,b] (condi¢io necesséria e suficiente de integrabilidade &
Riemann em [a,b]). Para tal, torna-se necessério introduzir a seguinte
nogao:

5.3.3. Definicao. Um conjunto E C R diz-se um conjunto de medida
nula a Lebesgue se para todo § > 0, existe uma familia numerdvel de
intervalos abertos, I,, tal que

n=1
em que |I,| representa a amplitude do intervalo I,,. Escreve-se u(E) =0
para designar que E tem medida nula a Lebesgue.

5.3.4. Exemplos.

1. Todo o conjunto numerdvel D C R tem medida nula ¢ Lebesgue.
Com efeito, seja D = {x1,z9, -+, Ty, -} wm conjunto numeravel
e § > 0 um qualquer nuimero positivo; considere-se a familia dos
intervalos abertos,

4] 4]

In:|x”2n+1’xn+2n+l|:’ n:1,2,....

E claro que D C U I,,; tem-se ainda

Z|In| 227:5 Zini
2 2
1 1 1
e portanto p(D) = 0. Em particular u(Q) = 0.

i) Se D C E e u(E) =0, entéo p(D) = 0.

it) Se DC EyUFEU---UE, U--- e u(E)=0,1i=12...
entao u(D) = 0.

A demonstragao de (i) é trivial. Vejamos agora (ii); como u(E,) =0,
para cada § > 0 e para cada n existem intervalos abertos I,;, (j € N)

tais que E,, C I, U---UL,;U--- e i|fﬂi|§5/2n' Entao
oo = oo 5
Pe Uty e 2.2 Ml 5 =0
n,j=1 n=1

(*) O leitor interessado pode consultar a referéncia bibliogréfica [8].
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assim, a unido numerédvel (ou finita) de conjuntos de medida nula &
Lebesgue é um conjunto de medida nula a Lebesgue.

3. Um intervalo [a,b], a < b, ndo pode ter medida nula.

Com efeito, dada uma cobertura de [a, b], formada de intervalos abertos
I, =]an, b,[, mostremos que

(b—a) <D (bn—an) =Y |Ll.

Pelo lema da cobertura (cf. (3.3.8.)), podemos extrair uma subcober-

tura finita. Basta entdo mostrar que se [a,b] C U]ai, b;[, entao
i=1

i(bZ — ai) >b—a.
n=1

Podemos obviamente admitir que nao se tem I; C I;, para dois
quaisquer intervalos da cobertura, e que I; N [a,b] # 0, Vi. Ordenemos
agora os extremos esquerdos dos intervalos I; : u; < ug < -+ < Up, €
representemos ainda por I; =]u;, v;[ 0s mesmos intervalos da cobertura,
mas agora reordenados. A demonstracdo prossegue por inducdo; para
n =1, é trivial. Admitindo o resultado para n, escreva-se para
n+1l, up <ug <o <Up < Upyi- Eclaroque
n
up < a, Upy1 <b<wvpp1 e [a,upi1] C U]u“vz[
i=1
Pela hipétese da inducao
n
Z(Ui —Uj) > Upt1 — G
i=1
e portanto
n+1
Z(vi —U;) > Upt1 — @+ (Upp1 — Upt1) >b—a
i=1

como se queria.

5.3.5. Teorema (Lebesgue). A condi¢do necessdria e suficiente para
que uma fungdo f : [a,b] — R seja integrdvel ¢ Riemann € que [ seja
limitada e o conjunto das descontinuidades de f seja um conjunto
de medida nula a Lebesgue.

Corolario 1. Toda a fungdo f : [a,b] — R limitada e com um nidmero
numerdvel de descontinuidades € R-integrdvel.
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Por exemplo, a funcao f : [0,1] — R, dada por

sin(m) x # 0, x#%, k=1,2,...

0 r=0 2=+, k=12,...

fz) =

é evidentemente limitada e admite um nuimero numerdvel de descon-
tinuidades (x =0, x = 1/km, k=1,2,...); serd portanto R-integrével.

Corolario 2. Se f,g:[a,b] — R sdo fungdes R-integrdveis, entiao f.g é
R-integrdavel.

Demonstracao. Designemos por D¢, Dy e Df 4 o conjunto das descon-
tinuidades, respetivamente de f, g e f.g. E claro que Dy C Dy U Dy;
como f e g sao R-integrédveis, sai do teorema de Lebesgue que u(Dy) =0e
w(Dgy) =0, pelo que u(Dy.4) = 0. A conclusao sai agora aplicando de novo
o teorema de Lebesgue a f.g.

OBSERVAQAO. Notemos que, se f:[a,b] — R é uma fun¢ao R-integravel,
modificando f num ndmero finito de pontos, x1,x2,...,T, € [a,b],
obtemos uma nova fungao g, também R-integrdvel e com integral igual
ao integral de f. Com efeito, escreva-se

f(x) =g(x)+p(x) com ¢(x)=0, Vo€ la,b]\{z1,...,2,}.

Evidentemente que ¢ é R-integravel e f; ¢ = 0. Entao f —¢ é R-integravel
e tem-se (teorema 5.2.7.):

/abg=/ab(f—<p)=/abf—/ab<p=/abf-

Tenha-se, contudo, a prudéncia de nao aplicar o precedente resultado
quando se modifica f num numero numeravel de pontos do dominio: a
fungao f:[a,b]— R, f(x) =1, Va € [a,b], difere da funcdo g : [a,b] — R,
dada por

1 se =z éirracional (x € [a,b]N(R—Q))
0 se xz ¢ racional (x € [a, b)) N Q)

num niimero numeravel de pontos : x € [a,b] N Q, e no entanto g, como se
sabe, nao é integravel.
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5.3.6. Exemplos.

1. A fungdo f : [a,b] — R, f(x) = =, sendo continua é R-integravel.
Mais adiante veremos as técnicas adequadas ao calculo dos integrais
de uma vasta classe de fungoes. Por agora e utilizando diretamente a
definigao, determinemos o valor do integral, f; z dzx. Escolha-se uma
sucessao de partigoes P, de [a, ], do seguinte modo :

Divida-se [a,b] em n intervalos de amplitude igual a

bf
h:T“, P={a,a+h, - a+nh}

e escolha-se &g =a+h, &, =a+2h, ..., &1 = a + nh (recordemos
que podemos escolher arbitrariamente os pontos & € [, Tit1]). As
somas de Riemann tomam entao a forma:

S (f)=h(a+h)+h(a+2h)+---+h(a+nh) =
=nah+ (1+2+ - +n)h%

Como1+2+---+n=n(n+1)/2, vem entdo

b—a n(n+1) (b—a)?
+ .
n 2 n?

Passando ao limite n — oo, obtém-se

b
/ zdxza(b—a)—k%(b—a)Zzé(bZ—aQ).

Figura 5.3
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2. Seja dado um intervalo [a,b] CReP={a=x0 <21 < - <z, = b}
uma partigdo. Considere-se a fungéo f : [a,b] — R definida por

ki, x€lx;, z; , 1=0,1,...,n—1
o) = { e oSl

Ci, T =T, 1=0,1,....n
3 ———
. B ———
2 —_—
1 . .
1 2 3 4 5
Figura 5.4

-1

A funcao f diz-se uma func¢do em escada. Tem um numero finito
de descontinuidades, sendo portanto R-integravel; o seu integral:

b Ty Z2 b
/ f=/ Jljayz1) +/ Jljar 0] +"'+/ S\n 101 -
a a T Tn—1

Mas pelo que foi dito na observacao precedente, tem-se

Tit1 Tit1
/ f|[zi,zi+1} = / kia

i

ap6s ter modificado a fungdo f nos extremos z; e x;41 tornando-a
identicamente igual a k; no intervalo [z;, 2;11]. Assim,

b 1 T2 b
[r= [ ws [Crres [ hie
a a xr1 Tp—1

= ko(l’l — a) + k‘l(iL’Q — IL’l) + 4 kn_l(b — l’n_l).

3. Toda a fungao f : [a,b] — R mondtona é R-integrdvel.

Basta ter presente que uma funcao monétona f possui um conjunto
numerdvel (ou finito) de descontinuidades (cf. (3.2.6.)).

5.4. O integral indefinido.

Recordemos (teorema 5.2.7.) que a igualdade f:f = facf + fcbf é
vélida se a < ¢ < b e f é R-integrivel em [a, b]. Pretende-se agora estender
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a anterior igualdade, tornando-a valida para quaisquer reais a, b, e c. Para
tal, convencionamos:

/:f:o; /:f=—/baf.

E agora simples constatar que a anterior férmula da decomposicao do
intervalo continua vélida para quaisque a,b, ¢ € R (supondo naturalmente
que f é R-integrdvel no maior dos intervalos em questdo); assim, por
exemplo, sendo a < b < ¢ e f uma fungdo R-integrével em [a,c|, tem-

se c b c
/af=/af+/b /
/abf=/:f—/bcf=/:f+/cbf;

analogamente se obtém o mesmo resultado nos outros casos (¢ < a < b,
b<c<a, etc.).

e logo

OBSERVAGAO IMPORTANTE. Como é sabido (cf. (5.2.7.),(v)),se a <be f
¢ R-integravel em [a, b], ‘f: f’ < f; |f]; se b < a, a desigualdade deixa de

ser verdadeira tal como esté escrita; tem-se no entanto

/:f /ab|f||-

LA == = 15 £ < 1 =

(v*)

<

-

Com efeito,

Seja f:1 — R uma fungao definida num intervalo I C R e R-integravel
em todo o intervalo [z, y] C I. Diz-se entao que f é localmente integrdvel
; fixemos agora um qualquer a € 1.

5.4.1. Definicao. A func¢io F:1I — R, definida por

)= [ s
diz-se o integral indefinido de f.

Se f é limitada em I, isto é, | f(z)| < K, Vx € I, tem-se por (v*)
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P - Fo)l=| [ fa- [ roa|- /:f(t) o <
< /:f(t)ldt‘<K|x—y, Va,y el

Vé-se assim que, se f é limitada, o integral indefinido F' é uma fungao “mais
bem comportada” : é lipschitziana. O teorema seguinte vem sublinhar este
processo de regularizacao, quando se passa de uma fungao integranda f a
funcao integral indefinido, F.

5.4.2. Teorema Fundamental do Calculo. Seja f:I — R uma funcdo
localmente integrdvel. Se f € continua em ¢ € I, entdo a fungdo integral
indefinido

F(x) :/ ft)dt, ael,
é derivdvel em c e tem-se F'(c) = f(c).

OBSERVAGQAO. Supde-se naturalmente que o intervalo I é ndo degenerado
(ndo reduzido a um ponto). Se ¢ € I é extremo do intervalo I, a derivada
F'(c) é evidentemente entendida como a derivada lateral correspondente.

Demonstrag¢ao. Sendo f continua em ¢ € I, para todo § > 0, existe € > 0
tal que

tel, t—cl<e = |f(t)— flo)] <.
Tomando h tal que 0 < |h| < e e c+h € I e utilizando a desigualdade (v*),
tem-se

Flc+h)—F(c) R [ B
’h (0 _|h|/a () dt /af(t)dt hi()
ct+h cth
- [ rwa-nse ~ JARECENOT
< = dlh| =0,

~ |nl
o que mostra que F'(c) = f(c). m
Corolario. Seja f:1 — R uma fungdo continua num intervalo I C R.
Entao existe F': I — R tal que F' = f.

Demonstrag¢ao. Se f:I — R é continua, entao é localmente integravel
e fixando a € I, o teorema garante que F(z) = [ f(t)dt é derivavel em
todooxeleFl(x)=f(z) m
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5.4.3. Exemplos.

< o B 1, zel0,1] , . , o
A fungdo f(z) = sgnz = {_1’ v e -1,0] é descontinua em x = 0;

mas sendo limitada em [—1,1], o seu integral indefinido é, como vimos,
uma fungao lipschitziana; neste caso, g(x) = fow 1dt = xsex > 0e, se

x <0, gle)= [ —1dt=— [ —1dt= [’ 1dt = —z. Logo

o(x) = / " f(t) dt = Jal.

Como ¢ é lipschitziana (e portanto continua) o seu integral indefinido serd
uma func¢ao derivavel (cf. Exemplo 1. (5.3.6.)):

Jy tdt =a?/2, >0

J¥—tdt =~ [P —tdt = —2?/2, x<O.

f=sgnz
1
g(x) = [y [ =lz]
0.5
-1 -0.5 0.5 1
0.5 0.5
—— 1 0.5 0.5 1
22, x>0
xr
(P(‘r) = fo g =
—2%/2, <0
0.5
-1 -0.5 0.5 1
-0.5

Figura 5.5
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O Teorema Fundamental do Célculo motiva a seguinte importante
defini¢ao:

5.4.4. Definicao. Seja f: D — R uma fungao definida num dominio
D C R. Chama-se primitiva de [ a funcio F : D — R, derivdvel e tal
que F'(z) = f(z), Yz € D. A fungio [ diz-se primitivdvel se admite
pelo menos uma primitiva. E usual representar-se uma primitiva de f por
Pf.

Se f,g9: D — R sao funcoes primitivaveis, é consequéncia imediata da
definicao que
P(f+g)=Pf+Pyg
P\f)=XPf, XeR.

OBSERVAQOES 1. Se f:I — R é uma fungao continua num intervalo
I C R, o Teorema Fundamental implica que f é primitivavel:

o) = [ f0a e,

é uma primitiva de f. Porém, nem toda a funcao R-integrdvel é

primitivdvel; com efeito, a fungao f: [-1,1] — R,
1, z€][0,1]
fla) =
-1, ze€[-1,0]

é evidentemente R-integravel mas nao é primitivavel : se existisse F' tal que
F'(z) = f(x), = €[-1,1], a fungdo f = F’ deveria tomar todos os valores
entre F'(—1) = f(—=1) = —1 e F'(1) = f(1) = 1 (teorema de Darboux), o
que claramente nao acontece.

2. E claro que, se a funcao f: D — R admite uma primitiva F', entao
admite infinitas : F + C, C € R. Repare-se no entanto que, nem toda a
primitiva de f é da forma F + C (em que F é uma dada primitiva de f);
por exemplo a funcao

1, zelL2
f:[_laO[U[LQ]%Ra f(l‘):
-1, ze[-1,0]
admite como primitivas, a fungao F(z) = |z|, = € [-1,0]U[1, 2], bem como

a funcao
z+1, zell,2]

-z , z€[-1,0]
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e nao se tem F' = G+ C para algum C € R. Assim, nao se podera afirmar,
em geral, que a diferenca de duas primitivas de f é uma constante. Todavia,
isto verifica-se se D = I é um intervalo:

5.4.5. Proposicao. Seja f:1 — R uma fun¢do primitivavel num intervalo
I C R; entdo a diferenca de duas quaisquer primitivas de f é constante:
se F € uma dada primitiva de F, qualquer primitiva de f ¢ da forma
F+C (CeR).

Demonstracao. Trata-se de mostrar que, se F' e G sao duas primitivas
de f em I entdo a sua diferencga é constante; com efeito, de I/ = G’ = f
resulta que (F—G) = F -G = f—f=0em I. A fungdo F — G
tem derivada nula no intervalo I e o teorema do valor médio de Lagrange
garante-nos que F — G =C. n

Resulta da proposigao que, sendo f : [a,b]U[c,d] — R primitivdvel na
uniao de dois intervalos disjuntos de R e sendo F' uma primitiva particular
de f, a representacao genérica das primitivas de f vem dada pela familia
de fungoes

F(z)+ C1, =€ la,b
G(z) =
F(z)+ Cs, z€]cd]

para quaisquer C1,Cs € R.
5.4.6. Proposigao. Seja f:1 — R uma funcdo primitivavel num intervalo

I C R e firtemos a € I. Entdo, dado k € R qualquer, existe wma unica
primitiva G de f tal que G(a) = k.

Demonstra¢ao. Se F é uma primitiva de f, logo se vé que a funcédo
G(z) = F(z) + (kK — F(a)) é ainda uma primitiva e satisfaz G(a) = k.
Reciprocamente, se G é uma primitiva de f tal que G(a) = k, como a
diferenca G — F' é constante, tem-se

elogo G(z) = F(x) + (k- F(a)). n

OBSERVAGQAO. A proposigdo anterior diz-nos que, se f é uma funcdo
primitivavel no intervalo I, o problema

du
(P) E:f’ u=u(t), tel
ula)=k (a€l)

admite uma unica solugao, u : I — R.
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du - .
A equacao i f é o exemplo mais simples de uma equacao diferen-
cial ordindria, em que u : I — R representa a funcao incégnita. O
problema (P) é usualmente designado por problema de valor inicial ou
problema de Cauchy e traduz mateméaticamente um classico problema
de cinematica:

conhecida a velocidade em cada instante ¢, v(t), de um ponto material que
se desloca ao longo de uma reta

u(t)
| !
1 1
(0] v(t)
Figura 5.6
e designando por u(t) o espaco percorrido no tempo ¢, é conhecido das leis
d
elementares da mecanica que di: = v(t). Se para além da velocidade v(t),

conhecermos a posi¢do do ponto material num dado instante, u(tg) = uy,
a solucdo do problema de Cauchy, (P), diz-nos que existe um unico
movimento retilineo ¢ — w(¢), correspondente & dada velocidade v(t),
sempre que esta for primitivavel.

Seja F':[a,b] — R uma funcio de classe C*'. Dado que F’ é continua,
sai do Teorema Fundamental que ¢(z) = [” F/(t)dt é uma primitiva de
F’; a diferenga das duas primitivas, ¢ e F' de F’, seré entao constante em
[a, b]:

o(x) — F(z) = const = ¢(a) — F(a) = —F(a)

e logo
p(z) = F(z) — F(a), =z € [a,b)].

Fazendo = = b, obtém-se a cldssica férmula de Barrow:

/b F'(t)dt = F(b) — F(a).

A exigéncia da continuidade de F’ pode, contudo, ser retirada; assim, mais
geralmente, tem-se:

5.4.7. Teorema (Foérmula de Barrow). Seja f:[a,b] — R uma fungao
R-integrdvel e primitivdvel em [a,b]. Representando por F' uma primitiva
de f, tem-se

b
/ f(@)dz = F(b) — Fla).



5. O Integral de Riemann 207

Demonstrag¢do. Seja P = {a = zy < --- < x, = b} uma qualquer
partigdo de [a,b]. Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange,
obtemos

n—1 n—1
F(b) - F(a) = [F(Iz'-s-l) - F(Iz)] = Z F’(@:) (I¢+1 - 5177)
i=0 i=0
com x; < & < 241 (1 =0,...,n—1). Escrevendo,

m,= inf F', M/= sup F',

[4,2441] lzi,@it1]

tem-se evidentemente, m; < F'(§;) < M| e logo Sp(F') < F(b) — F(a) <
Sp(F"). A conclusao é agora imediata do teorema 5.2.6.

F(b) — F(a) /bF’(x) dz/abf(a:) dz.

a

OBSERVAQOES. 1. O teorema precedente exprime que, se F':[a,b] — R é
uma fungao com derivada integrdvel em [a,b] (e ndo necessariamente de
classe C') entao

F ¢ derivavel em [0,2/7] e a sua derivada vem dada por

2zsinl/x —cosl/x, x €0,2/7]

fl) =
0, z=0

A funcao f nao é continua; mas sendo limitada e tendo apenas uma
descontinuidade (em = = 0), f é R-integravel e tem-se :

2/m 1 1 2 4
/ <2msin — Cos ) de =F () —F(0) = —-
0 X X iy s

2. Repare-se que a férmula f; f(z)dx = F(b) — F(a), demonstrada para
a < b é ainda valida para b < a; basta observar que:
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b a
/f=—Af=4ﬂ@—ﬂm=F@—ﬂw

3. A férmula de Barrow é particularmente importante do ponto de vista
pratico ja que permite calcular exactamente o integral de uma funcao
f :[a,b] — R de que se conhega uma sua primitiva. Algumas das técnicas
de primitivacao serao abordadas mais adiante.

5.5. Teoremas cldssicos do célculo integral.

5.5.1. Teorema A;(Mudanca de varidvel no integral). Seja f uma
fungao continua num intervalo I C R e ¢ : [a,0] — R uma funcgdo
derivdvel com derivada ¢' R-integrdvel e tal que ([, §]) C I. Sea = ¢(a)
eb=p(0), tem-se

b 16
/ﬂmm:/fwmdmw

Demonstragdo. Como f é continua em [a,b], admite uma primitiva F}
derivando a funcdo composta F'(p(t)), obtém-se

[Fe®))]) = fet) ¢ (1),

o que mostra que F(p(t)) é uma primitiva de f(p(¢)) ¢'(t) em [«, 8]; esta,
por outro lado, é uma fungao R-integravel dado que é produto de fungoes
R-integraveis em [o, 8] (cf. (5.3.5.), Cor.2.). Finalmente (cf. (5.4.7.)),

B
/fwwmﬂwﬁ=ﬂﬂM—FMMH=
— F(b) - F(a) :/ (@) d. n

Uma nova versao da mudanca de variavel no integral é agora apresen-
tada, em que ndo se exige a continuidade de f mas em contrapartida se
acrescenta uma hipotese de monotonia para a funcao .

5.5.2. Teorema A, (Mudanca de varidvel no integral). Seja f
uma funcao localmente integravel num intervalo I C R, isto €, integrdvel
em todo o intervalo compacto [a,b] C I; seja ¢ : [a, 3] — R uma fungao
mondtona, derivdvel, com derivada @' R-integrdvel e tal que ¢([ov, 8]) C I.
Sea=p(a) eb=p(B), tem-se

b 16
/ﬂ@m=/fwm¢®#
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Demonstragdo. Supomos ¢ : [a, ] — R monédtona crescente (o caso
decrescente é andlogo). Consideremos entdo uma partigdo P = {a = tg <
t; < --- <t, =0} de [o,[]; tal partigdo induz naturalmente uma outra,
Q={a=20<z1 < <myp =0b}, ; = p(t;), de [a,b]. Representemos
por ¥(t) a funcdo f(e(t)) ¢'(t) e consideremos as somas de Riemann:

n—1

Sp(W) =Y (t*) (tigr — ), 67 € [t tia], 0(67) = Fp(t:7))e (67),
1=0
n—1

So(f) =D f@:") (g1 — ), 3" = @o(t:") € [, 2]
1=0

Como f é R-integravel em [a, b], dado § > 0, existe € > 0 tal que

b
So(f) - / fl <62 (1)

desde que |Q| < €. Por outro lado, do teorema do valor médio de Lagrange

sai que wip1 — @ = p(tiv1) — (i) = ¢ (&) (tiyr — ti), & €]t tiga], e
portanto

1Sq(f) = Sp(¥)] < z_: [ (i") (¢ (&) — @' ()] [tiga — Ll -
=0

Designando por M = sup ¢’, m;= inf ¢’ e pondo |f(z)] < M para
[tistita] [t tiva
todo z € [a, ], resulta da anterior desigualdade:

n—1

1Sa(f) = Sp(w)| < MY (M] —mj) (tis1 —t:). (2)

i=0
Dado que ¢’ é R-integravel, pelo teorema 5.2.6. (111), existe n; > 0 tal que
[Pl <m = [Sq(f) —Sp(¢)| <d/2. 3)

Enfim, como ¢ é continua e portanto uniformemente continua em [« 3],
existe n (escolha-se n < 1) tal que z;41 — 2; = @(tit1) — p(t;) < € desde
que t;+1 — t; < n. Logo, dada uma parti¢do P de [a, ] com |P| < 7, vem
|Q| < € e portanto de (1) e (3) tem-se

b b
/f—Sp(t/f) < / f = S(f)] +1Sa(f) = Sp(¥)] <
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0 que mostra que

/abf: /jw:/jf(w(t))so’(t) dt. m

5.5.3. Exemplos.

1. Seja f: I = [—a,a] — R, a > 0; recordemos que f se diz uma
fung@o par se f(—x) = f(x), Vz € I; e diz-se uma funcdo impar
1

se f(—x) = —f(z), Va:g .

Supondo agora que f é uma fun¢ao R-integravel no intervalo [—a, al,
tem-se

/a f(x)dx =0 se f é impar
/a f(x)da::2/af(x)dx se f é par
—a 0

. a 0 a / .
Com efeito, [* f = [T f+ [, f; sendo f impar, considerando a
mudanca de varidvel, z = ¢(t) = —t, ¢ :[0,a] — R (¢ é mondtona),
obtém-se:

/_Oaf(a:)dx:/aof(—t).(—l)dt:/Oaf(—t)dt: —/Oaf(t)dt,

pelo que

[ L[

Se f é par, de modo andlogo se vé que, [ f =2 []f.

Figura 5.7.
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5.5.4. Teorema (Integra¢do por partes). Sejam f,g: [a,b] — R
funcoes com derivadas R-integrdveis. Entao

b b
/ f(2) g (@) da = [fg]" - / f() g(a) de,

em que [fg], = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Demonstragao. Como (fg)' = fg’'+ f'g, fg é uma primitiva de fg'+ f'g
e como esta é uma funcao R-integravel, a férmula de Barrow conclui o
resultado. =

5.5.5. Teorema (Primeiro Teorema da Média). Sejam f,g fungoes
R-integrdveis no intervalo [a,b] C R. Se g ndo muda de sinal em [a,b],

entao existe K tal que inf f(z) <K < sup f(z), e
z€[a,b] w€[a,b]

/abf.g:K./abg.

Em particular, tem-se

/abe.(ba)
%

a b

Figura 5.8

Demonstracdo. Faca-se m = ir[lfb]f(m) e M = sup f(z); suponha-
z€la, z€la,b]

-se (por ex.) que g > 0 em [a,b]. Entdo, de mg(z) < f(x)g(x) <
Mg(x), x € [a,b], tira-se que

b b b
m/gé/f-géM/g
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e logo existe K, m < K < M, tal que

/abf.g:K./abg.-

Corolario. Sejam f,g: [a,b] — R fungdes definidas em [a,b] tais que f é
continua e g é R-integrdvel. Se g ndo muda de sinal em [a,b], entdo existe

¢ € [a,b] tal que
b b
[ t@terde=1(6) [ gta)da.

Demonstragdo. Sendo f continua, tem-se f([a,b]) = [ M]; entao, se
m < K < M, é claro que existe £ € [a,b] tal que f(§) = K (consequéncia
dos teoremas de Bolzano e Weierstrass). m

5.5.6.Teorema (Segundo Teorema da Média). Sejam [ e g fungdes
definidas em [a,b] C R, g mondtona e f R-integrdvel. Entdo existe
¢ € [a,b] tal que

b c b
/ f(2) g(z) de = g(a) / f(@)dz+ g(b) / f() d. (1)

Demonstragcao. Basta mostrarmos o teorema para g mondtona decres-
cente (se g é crescente, —g é decrescente e aplicando (1) a —g o mesmo
resultado se obtém para g). Como g, sendo mondtona, é R-integrével (cf.
(5.6.3.)) e f é R-integravel entao f.g é R-integravel (cf. (5.3.5.), Cor. 2.).
A demonstragio é feita em primeiro lugar para g > 0, decrescente para
g(b) = 0. Como f é limitada em [a, b], tem-se f > —M em [a,b], para um
dado M > 0. Tomemos agora uma qualquer particdo P = {a = 29 < 21 <
- < xp = b}; tendo em conta que f+ M > 0 e g decrescente, tem-se

Tk+1

/f+M ZI/%f+M>.gs:Z_lg<xk>/zk (f + M) =

Zk+1 n—1

Zg / [+ M) g(or) (Trp1 — k) (2)
k=0 z

k —0

B

Sendo F(x) = [ f(t)dt, o integral indefinido, o primeiro somatério em (2)
pode escrever-se:

igm)( Floes) ZkaH ) - glakn) <
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dado que F'(a) =0, g(b) = 0 e g é decrescente (e logo g(zk) — g(zk+1) > 0).
Passando entdo ao limite em (2) quando |P| — 0, tem-se

b b
/(f+M).g§g(a). sup F(x)JrM/ g

z€la,b]

e logo
b

f.g<g(a). sup F(x). (3)
a z€la,b]

b
Aplicando (3) a —f tem-se / f.9>g(a). infb F(z) ou seja

z€la,b]
b

1
inf F(z) < — fg9< sup F(x).
wefa.b] (=) 9(a) Jo w€[a,b) (@)

Como F' é funcdo continua em [a, b], todos os valores entre inf F' e sup F'
sdo tomados pela fungdo (Bolzano e Weierstrass) e logo existe ¢ € [a, b] tal
que

b c
/ f(@) g(z) di = g(a) / f(z) de (4)

o que mostra o resultado para g > 0 decrescente para g(b) = 0. Finalmente,
a férmula geral (1) sai de (4) quando aplicada a g(x) — g(b). =

Corolario. Nas condigoes do teorema, se g > 0 € mondtona decrescente,
existe § € [a,b] tal que

/ " f(a) ) da = gla) / e,

Basta observar que, sendo g > 0 e decrescente, podemos alterar o valor de
g em b escolhendo g(b) = 0 sem modificar o valor do integral a esquerda de
(1) (repare-se que a fungdo modificada permanece monétona).

5.6. Técnicas de primitivacao.

Consideremos as seguintes classes de fungoes:

1. As funcgoes racionais, isto é, as fungoes definidas analiticamente por
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em que P(z) =ap+ a1z + - +anx"™, Qx)=0by+bxz+--+byua™,
sao polinémios tais que b,, #* 0, n,m € N. O dominio de f
P(z)

Q(z)’

é entendido como o maior dominio de definicao de

D={zeR:Q(x)#0}.

ou seja

2. As funcgoes trigonométricas : sinz, cosz, tanx e as suas inversas,
arcsin x, arccos x e arctan x.

3. As fungoes exponencial, e, e a sua inversa, logzx.

4. As fungoes z — z% (a € R).

Se a € R\Q §é irracional, 2% = e%1°8% est4 definida em R*. Se
a€Qt, a=p/q, p,q €N, o dominio vem dado por

D(z*) =R se g é fmpar
D(z*)={z€R:x >0} seqépar;

¢ o caso, por exemplo, de \/r ou ¥z fungdes que tém como dominios
respetivamente {v € R:z > 0} e R.

5.6.1. Definicao. Chama-se funcao elementar toda a funcao que se
obtém como soma, produto, divisdo ou composi¢ao de um numero finito de
funcdes fazendo parte das quatro familias atrds assinaladas.
Representamos por € a familia das fungoes elementares.

OBSERVAQAO. Quando se fala em soma e produto de duas fungoes f e g,
nos consideraremos f + g e f.g definidas na intersecao dos dominios de f
e g, sempre que tal intersegdo é nao vazia. Do mesmo modo, f/ge fog
sao supostas ser definidas nos maiores dominios possiveis e nao vazios do
campo real.

E claro da definicao que a soma, produto, divisao e composigao de
duas fungoes de € é ainda uma funcao de &; das regras de continuidade e

derivagao, é ainda imediato constatar que toda a funcao de f € € é continua
e derivével (no seu dominio de diferenciabilidade); além disso f’ € €.

Assim, sao exemplos de fungbes elementares, as funcoes dadas por

V14 21— 22 ousin (log(1 — 2?)), definidas em [—1,1] e ] — 1, 1] respeti-

vamente, ou ainda z® = %1087

em todo o R.

1
definida em R™ e arctan ——, definida
1+ 22

Como ja foi assinalado, se f: I — R é uma funcao continua num
intervalo I C R, entdo f ¢é funcdo primitivavel e [ f(t)dt + C' é uma
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primitiva de f (e € I, C € R); no entanto, mesmo no caso em que
f € € é uma funcgao elementar, nao estd dito que a primitiva fax f(t)dt
seja uma func¢ao elementar. Com efeito, mostra-se (a demonstracao sai
fora do ambito deste curso) que, por exemplo, a fungao e~ (funcdo de
grande importancia, especialmente em Teoria das Probabilidades) embora

primitivdvel, a sua primitiva nao ¢ funcao elementar. O mesmo sucede
sinx ~ .
com a fungdo, f(x) = (x #0), f(0) =1, fungdo continua e logo
x

primitivavel; a sua primitiva, fow sint/t dt néo pertence a €.

O que nos vai ocupar nesta seccao é precisamente a exposicao de
algumas técnicas capazes de primitivar uma vasta classe de fungoes, no
quadro das fungoes elementares. A exposicao que segue serd apresentada
em trés grandes partes: numa primeira parte apresentamos um quadro
suficientemente amplo de fungoes cuja primitiva se determina de modo
imediato, bem como as técnicas de primitivagao por partes e substituigao;
de seguida é exibida a primitivacao das fungoes racionais e finalmente,
utilizando convenientes mudancgas de varidvel, mostramos como é possivel
racionalizar certas classes de fungoes, “tornando-as” assim primitivaveis.

A. PRIMITIVAS IMEDIATAS.
PRIMITIVAGAO POR PARTES E SUBSTITUIGAO.

N xa-{-l
L )= @eRar o P =T
2 f)=1 Pf(r) = log ]
3 f(z) =sinx Pf(x) =—coszx
4 f(z) =cosz Pf(z) =sinz
5 f(z) =sec’x Pf(z) =tanzx
6 f(z) = 7 —|—1x2 Pf(z) = arctanx
7 f(z) = 7\/11—7902 Pf(z) = arcsinz
8. fz) = \/% Pf(x) = arccosx
9. f(z)=¢€" Pf(x)=¢€"
10.  f(z) =sinhx Pf(x) =coshz
11.  f(z) =coshz Pf(z) =sinhx

O conhecimento das fungoes derivaveis e das suas derivadas permite-
-nos desde logo, por verificagao direta, obter as primitivas (como elementos
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de €) de grande numero de fungbes. O quadro anterior exibe algumas
fungdes bem conhecidas e as suas primitivas (o dominio das fungdes estd
omisso, admitindo-se que as fungoes primitivas estao definidas no seu maior
dominio de diferenciabilidade).

As observagoes que se seguem permitem-nos aumentar consideravel-
mente o quadro das fungdes que tém primitiva imediata. Seja, com efeito,
f:E — R uma func¢ao primitivavel e ¢: D — R, uma funcao derivavel tal
que (D) C E; representando por F' uma primitiva de f, tem-se

[F(e(@))] = F'(¢(x)) ¢'(z) = fo(2)) ¢'(2),

pelo que
Pf(¢(z)) ¢'(x)] = F(p(x)) emque F =Pf. (1)

5.6.2. Exemplos.

1. Seja ¢ : D — R uma funcao derivavel. De acordo com a férmula (1) e
tendo presente as primitivas ja conhecidas, obtém-se agora as seguintes
primitivas imediatas:

Ple (@)@ = £ oz ),
_QOI( ) =10 T T : T
P28 —lgletal e Do) £0),

790/(11) = arctan p(x
P x)] = arctan p(z),

Pcosp(z).¢'(z)] = sinp(z), etc.

2.  Mais concretamente, vejam-se os seguintes exemplos:

1 1
a) P (em3x2) = §P (ez3.3x2) = gezg.

b) P(.l >:P< . ail $>:P(;Sec2wg>:
sinx 231n§cos§ tan

:log’tang‘ (x #km, keZ).
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o) P (”3) _1p (29”) - %bg(x? +a) (a>0).

2 4 a 2 2 +a

1 1 r
9 P(cosx) :P<sin (x+g)> =log‘tan (§+Z)‘

(x#kr+ 3, ke€Z).

5.6.3. Primitivagao por partes.

Sejam f,g : D — R fungbes definidas em D, f primitivavel e g
derivavel. Escrevendo F = Pf, tem-se (F.g) = f.g + F.g' pelo que
f.g = (F.g) — F.¢’; entdo f.g serd primitivavel se e 86 se o for F.¢' e
tem-se

P(f.g9)=(Pf).g—P[(Pf).g']

OBSERVAQAO. Se f, g : [a,b] — R sa@o fungoes com derivadas R-integraveis,
supondo que f’g (ou fg') é primitivével, vem da anterior férmula

b b b b
/ 19 = P = ol — [P(F'9) = [fal’ - / f'g

e recuperamos assim, em particular, a anterior férmula de integragao por
partes (cf. (5.5.4.))

5.6.4. Exemplos

1. P(z.sinz) = —x.cosz + P (cosz) = sinz — x cos .

1
2. P(logz) =P (1l.logz) = x.logx—P (xm> =z (logx—1), (z>0).

x
3. P (arcsinx) = P (l.arcsinz) = z.arcsine — P——, x €| —1,1].
(aresina) = P ) T vl =Ll
T 1
Mas, P——— = ——P (1 —2%) 2 (=22) = —=/1 — 22, donde

P (arcsinz) = x.arcsinz + /1 — 2.

P (e*.cosx) =€ .sinx — aP (e**.sinx) =

=e".sinz — a[—cosz.e*® 4+ aP (e*”.cosx)].
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Logo, (14 a?)P (e*.cosx) = e .sinx + acos ., ou seja

e (sinz + acosx)

P (e*.cosx) = Tt a2
a

, (aeR).

P (cos®*x) = P(cosz.cosx) =sinzcosx + P (sin?z) =
=sinzcosx + P (1 — cos?x) =sinxcosz + = — P (cos? ),

pelo que
xr +sinxcosx

P (cos®z) =
(cos” x) 5

5.6.5. Primitivagao por substituicao.

Seja f : J — R uma funcdo definida num intervalo J CRep: I — J
uma fungao bijetiva e diferencidvel definida num intervalo I C R e tal
que ¢'(t) #0 (t € I). Suponha-se ainda que a fungao ¢ : I — R, dada por

b(t) = f(et) ¢'(t)

é primitivével e seja ¥ uma primitiva de ¢. Entdo, pondo z = ¢(t), tem-se,
para todo x € J,

Ly [ @) = v [ @] (0 @) =
1
= 0l0) s = S10] = 1)

e portanto, sob as hipOteses apresentadas, a func¢cao f € primitivdvel
desde que o seja a fungao f(o(t)) ¢'(t) e tem-se

(Pf)(z) =PLf (1) ¢ (1)1 p1(a) -

5.6.6. Exemplo. Procuremos a primitiva de

fl@)=vVa?—22, a>0, —a<z<a.
Pondo, = =asint = ¢(t), t €] — 7/2,7/2[, desde logo se verifica que ¢ é

uma bijecao de | — w/2, 7/2[ sobre | — a, a] com derivada ¢'(t)=acost # 0,
t €] —n/2,7/2[. Vem entao

f(p@) ¢'(t) = /a2 (1 —sint) .acost = a® cos? .
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Mas (cf. (5.6.4.),(5)),

5 t+sintcost

P (a2 cos? t) =a’P (cos2 t) =a >

Regressamos a varidvel z tendo presente que ¢t = ¢~ !(x) = arcsin(z/a);
como, de asint = z se tira que acost = va2 — x2, tem-se finalmente

P (\/ a? — a:2> = P (a®cos®t)

a . x+x 3 3
= —arcsin — + —v a2 — x2.
2 a 2

t=arcsin(z/a) =

B. PRIMITIVAGAO DAS FUNGCOES RACIONAIS.
Sejam

P(z)=ap+ a1z + -+ apa”
n,m € Ng, by #0
Q(z) =bo + b1z 4 - - + bpz™

dois polinémios com coeficientes a;,b; € R; n e m os graus de P e
@, respetivamente. Recordemos que fungao racional é toda a funcgao
f:D — R, dada por

P(z)
Q(z)’
De seguida faremos uma revisao sucinta da teoria algébrica dos polinémios
e fungdes racionais, omitindo as demonstragoes dos principais resultados.

fla) = D={zeR: Q) #0}.

Dois polinémios P e ) dizem-se iguais e escreve-se P = @ se
P(z) =Q(z), VreR.

O leitor pode verificar facilmente que, sendo P(x) = ag + a1 + - - - + apx™
e Q(x)=bo+ bz + -+ byua™ se tem

P(z)=Q(z), VeR & n=m e ag=bg,a1 =b1,...,a, = by.
(método dos coeficientes indeterminados)

Dados dois polinémios P e @ # 0 (isto é b, # 0), existem polinémios D e
R tais que

P(z) = D(z) Q(x) + R(x)
Divisao de P por QQ
grau de R < grau de Q)
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D diz-se o polinémio cociente e R diz-se o polinémio resto.

No caso particular de @ = z — a (polindémio de grau 1), tem-se
P(z) = (x —a) D(z) + R(z)

com grau R < 1 e logo R = Const; (verifica-se imediatamente que
R(z) = P(a)).

5.6.7. Definicao. Um polinomio P de grau > 1 diz-se redutivel,
se existem polindmios Py e Py tais que grauP; < grauP (i = 1,2) e
P(z) = Pi(x) Py(x).

O polinémio P diz-se irredutivel se ndo for redutivel.

E possivel determinar quais sao precisamente os polinémios irre-
dutiveis. Considere-se, com efeito, (e sem perda de generalidade) os
polinémios unitérios (com coeficiente a,, = 1): P(z) = 2" + ap_12" " +
s+ a1+ ag.

e Todos os polinémios de grau 1, P(z) = x — a sdo irredutiveis.

e Um polinémio de grau 2, P(z) = 2% + bx + ¢ é irredutivel se e s6 se
nao tem raizes reais, isto é

b? — 4¢ < 0.

Assim os polinémios de grau 2 irredutiveis sao precisamente os
polinémios da forma:

P(z)=(z—-a)?+5* (o,6€R, 3#0)
associado as duas raizes complexas conjugadas « =+ .
e Os tnicos polinémios irredutiveis sao os considerados :

r—a, x€R

(r—a)?+ 0, aBeR, B#0,

e mostra-se que todo o polinémio P(x) com grau P > 1 é produto de
polinémios irredutiveis:

Pla) = (@ —a)™ -+ (2 = a)™ [z — ar)? + B ]™ -
(@ = ag)? + 2]

em que n;,m; € N representam o grau de multiplicidade do
correspondente fator em P.
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Na pratica, a decomposigdo de um polinémio P(z) nos elementos irre-
dutiveis é em geral complexa: tal decomposi¢ao é evidentemente equiva-
lente a determinagao das raizes de P e das suas multiplicidades.

Decomposicao de uma fungao racional.

Seja

Q#0,

uma fungao racional. O teorema principal que adiante enunciaremos,
permite-nos decompor a funcao racional em soma de “elementos simples”,
os quais sdo primitivdveis (como veremos) no quadro das fungdes ele-
mentares.

Observemos em primeiro lugar que, se grau P > grau @), da divisao
de P por @ resulta P(x) = D(z) Q(z) + R(z), grau R < grau@ e logo

P(x R(z
o =P+ 5
o que nos leva a considerar apenas o caso
fz) = ggg com grauP < grau@.
5.6.8. Teorema. Sejam P e Q dois polindmios com grau P < grau Q.
Entao f(x) = Qg; € soma de um numero finito de func¢des racionais dos
tipos:
) A y br + ¢
Ve Y eapar

A,b e ¢ sao constantes reais; x — a, respetivamente (r — a)2 + 32, sdo
o0s fatores irredutiveis da decomposi¢ao de Q(x), de multiplicidade > k,
respetivamente > . Mais precisamente, se

Qz) = (w —a)" -+ (v —ap)" [ (& — on)* + FF ™ -+
(@ —ag)® + 571"

entao
P({L‘) zp: ng 7;]@ IE) jle—‘rC]l
DN T EP W
— a;)F
Q@) = =1 (z - ai) oo (- ap) +ﬁ]2-]

Trata-se agora de determinar os coeficientes A;j,b;; e cj;; a anterior
igualdade reduz-se (apds desembaracar de denominadores) a uma igualdade
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de polinémios e os coeficientes referidos podem ser calculados utilizando o
método dos coeficientes indeterminados.

5.6.9. Exemplos.

1
1. De acordo com a teoria exposta, a funcao racional ———— de-
x(x2+1)

compoe-se do seguinte modo:

1 A bx + ¢

r(22+1) =z + 241

Simplificando,
=@+ 1D)A+zbr+c)=(A+b)a’+cx+ A
peloque A+b=0,¢c=0, A=1 e logo
1 1 T

r(@2+1) =  22+1°
2. Os coeficientes Ay, (1 < k < m), correspondentes ao fator (x —a)™ da
decomposigao de Q(x), podem ser calculados diretamente utilizando a
férmula de Taylor. Seja, com efeito, a uma raiz real de multiplicidade
m de Q(z) e escreva-se Q(z) = (x — a)"Qq(z), em que Qq(z) é o
polinémio que resulta de @ quando se suprime o termo (x — a)™;
entao

Q@) @-am T @0 Q@

e multiplicando por (z — a)™, tem-se

Pz) m—1 m—1
0u@) =A1+As(x—a)+ -+ An(x —a) —l—o((:c a) ),
dado que a néo é raiz de Q,(x) e portanto
Py (CL’) m m—1
r—a)"=o((x—a .
o =o(w )
Finalmente, pela unicidade do desenvolvimento Tayloriano em x = a
de P(z) podemos concluir que
Qa(z)’
P(x) ] [ P(x) }/
A - 5 A = A
' |:Qa(m) r=a g QCL (x) r=a
. { P(z) ](m—”
" m =) [ Qa(2) ],
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Apliquemos as observagoes precedentes ao seguinte exemplo:

X + 1 A1 A2 A3 bl’ + C
f@) =gy~ et s, et
x3(x?+1) =z x |
Tem-se entao 1
A1:[€+ } -1
2+1]._,
1 i
A= |22 =1
zr+1]. .,

e logo
z+1 1 1 1 br+c

x3(2? 4+ 1) AT 22+ 1

O método dos coeficientes indeterminados permite agora mais facil-

mente calcular be c: b=1, ¢ = —1; assim
z+1 1 1 1 x—1
@ =Gy s e s e

5.6.10. Primitivagao de uma fungao racional.

Decomposta nos seus elementos simples, a primitivagao da fungao
P(x

racional f(z) = QE% depende agora apenas do conhecimento de uma
x

primitiva das fungoes;

1 o bx + ¢
(—a)" [(z — a)? + 7]

m ﬁ#ov n,mEN.

A primeira fungdo primitiva-se imediatamente e tem-se:

log |z — al se n=1
1
Pl——| = 1
(x —a)n se n>1
(—n+1) (x —a)n1
. br +c ,
A primitiva de i EFNEE 8 #0, n,m € N, obtém-se fazendo uma
r—

conveniente mudanga de varidvel e, tal como anteriormente, considerando
oscasosm=1em > 1.
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12Caso: m=1
Fazendo = = a + (3t, obtém-se

bxr + ¢ S lbla+pt) +c }
{ }_P[ B2 + B2 .ﬂt:(xfa)/ﬁ.

(x—a)?+ 32
Mas
b(a+ft) +c t bo + ¢ 1
P|——5———— 03| =bP P =
S e () ()
= élog (1+t%) + bate arctant;
2 B
donde

e -

= glog [(z—a)*+ 8] + ba; € arctan (x /;) a) .

22 Caso: m>1

Utilizando sempre a mudanga de varidavel, x = o 4+ ft, tem-se agora

be + ¢ ] _ {b(a—s—ﬁt)—kc

i [[(w —a)?+p7" (8262 + %)™ ﬂ] t=(e—)/8

B b3t ba + ¢ 1 _
- |G|+ e ) -

B b ba +c 1
B 2(1—m) (5242 + p2)m-1 + [2m—1 [(1 +t2)m:|

e o problema reduz-se a calcular a primitiva de (m>1).

_
(1+t2)m
Observando que

1 1 t 2t

(14+2)m — (1 +e2)m-1 9 (14 t2)m
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e que

L3 ) -

ot 1 1 P 1
T2 (em AT 2(1em) @ ey
obtém-se a férmula de recorréncia:

P[(1+1t2)m} = Gm=2) (f+t2)m—1 + 2:;: [(1+t12)m—1]'

No caso particular de m = 2, tira-se que

P L = t + 1arctant
(14+12)2]  2(1+¢2) 2
e substituindo,
bx + ¢ b
Pl— —— | =———————— +
[(z — )2+ 62]? 2[(z — ) + 7]

ba + ¢ T —« ba + ¢ ¢ T —«
TR [2[(x—a)2+62]}+ 25 “( E )

C. RACIONALIZAGAO DE ALGUMAS FUNGOES.

A utilizagdo de convenientes mudangas de varidvel, x = ¢(t), pode
em certos casos transformar fungoes f, dadas por expressoes irracionais,
em fungoes f(p(t))¢'(t) racionais e logo primitivdveis como fungdes ele-
mentares. Introduza-se em primeiro lugar a nogao de polinémio e fungao
racional em vdrias varidveis.

Designa-se por polinédmio em duas varidveis, x e y, com coefi-
cientes reais, a aplicagdo P = P(z,y) : R x R — R, dada por

P(z,y) = ago + ao1y + 610 + @112y + - - + " Y",

com m,n € Ny, a;; € R. Define-se o grau de P como o maior inteiro i + j
tal que a;; # 0.
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Mais geralmente define-se, de modo analogo, polinémio em p varidveis
U, ..., Uy, como a aplicagao P: R x --- x R — R, dada por
—_—

p vezes

i1,...,%p € No, a5..4, € R e E representa uma soma finita em
ilvnvip

11y 0p-

Se P(u1,...,up) e Q(u1,...,up) sdo dois polinémios em p varidveis, define-

-se fung¢ao racional em p varidveis como a aplicacao

P(uy, ..., up)
R(uy,. .. upy) = ——>21P2
Q)
e definida naturalmente nos elementos (u1,...,u,) € R x --- x R tais que
————
p vezes
Q(ul,...,up) 7é 0.

Analisemos entao algumas classes de fungoes susceptiveis de serem raciona-
lizadas por convenientes mudangas de variavel.

C1l. Seja dada uma fungao racional em n varidveis, R(u1,-...,uy), €
considere-se a fungao f:D — R, definida por

ar+b\" ar+b\™
f(x)_R<x7(Cl'+d) 7“.’<CI+CZ> >

em que ra,...,r, € Qea,b,c,d € R.

Represente-se por p 0 menor miltiplo comum de {1,74,...,7,}, isto é, o

menor inteiro positivo tal que pur; € Z (j = 2,...,n). Admitindo que
axr+b

ad — bec # 0, a funcao =z — d é biunivoca e logo invertivel num
cx
dado intervalo de definigdo (com efeito, a sua derivada vem dada por

ad — be

— #0).
(cx + d)? 70)
b
Logo, pondo b _ t*, daqui se tira que
cr+d
dth —b
r=—"0©""=¢(t)

a— ctt
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a qual é fungao racional; como ¢’(t) é ainda racional, vem finalmente

fle(®) @' (t) = R(p(t), th™=, ..., t'"™) (1),

funcao racional e logo primitivavel no quadro das funcoes elementares.

Exemplos.
3
1. A fungao : é do tipo R (z, (x —1)/2) (z > 1). Aqui
b
ar + =z—1 com a=1,b=-1,c=0,d=1;
cr+d

tem-se ainda, p = m.m.c.{1,1/2} = 2; logo, v = ¢(t) = >+ 1 e
¢ (t) = 2t, donde

(> +1)°

2= 2 (1% +1)3.

Fle®)¢'(t) =

é também racionalizavel ja que

- 1
2. A fungao m

fl@)=R (:c,xl/z,:cl/s) ;

ar+b

cr+d
disso tem-se, p = m.m.c.{1,1/2,1/3} = 6 e a mudanca de varidvel

x=@(t) =t° (Y'(t) = 6t5) déd-nos:

aqui, = x e portanto a = 1,b = 0,¢c = 0,d = 1; além

1

_ 5
T 42 6.

Fle®) ¢ (1)

C2. Dada uma fungao racional em duas varidveis, R(z,y), vejamos como
é possivel racionalizar as fung¢ées do tipo

f(m):R(x,\/ax2+b:r+c), a # 0.

12 Caso : O bindmio ax® + bx + ¢ admite duas raizes reais a e 3 (o # 3)
(o caso a = 3 é trivial).

Faz-se entao

L Vaz? +bx +c _ Va(z—a)(x—pB)

r—« r—«
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ou seja
at? —ap B
2—a

o(t).

_ 2at(f—a)

A fungao ¢ é racional e logo se vé que ¢'(t) = o) # 0. Como ¢
—a

¢é ainda racional, tem-se

fungao racional, como era pretendido.

2° Caso : b2 —4ac < 0

O binémio tem, neste caso, duas raizes complexas; deveremos entao supor
que a > 0 (caso contririo, o bindémio seria negativo, tornando indefinida a
funcdo f ). Faz-se entdo

Var2 +brx+c=+azr+t

e portanto
R

T b—2Jat

fungdo racional tal que ¢'(t) # 0. Tem-se enfim,

@ (1),
Fle®) ¢'(t) = R (p(t), Vap(t) +1)) ¢'(1),
fungao racional num conveniente intervalo de t.

Exemplos.

3. Consideremos a fungao irracional

f(x):%:R(x,\/wQ—x—Q).

V2 —x —

Neste caso, V22 —z—2 = Var?+br+ccoma=1,b=—1,c=—2;

2% — x — 2 admite as raizes reais: a=—1,3=2. A mudanca de varidvel

2z — -2 1
t= Vil w2 = Vi -2+ 1) dé-nos:
r+1 z+1

-2 -2 6t

$:ﬁfsﬁ(t); Sﬁl(t):m-
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Repare-se que, ¢ :]0,1[—]1, 400 é uma bijecdo e ¢’ # 0. Entao,

o) ¢'(t) = R(p(t), tle(t) +1]) ¢'(t) =
2 -1 1 6t 2

e logo

=] = e -
a2 —z—2] |24, _Veies

z+1

1 Va2 —z -2
=+V2arctan | ——~—— " .
V2 x4l

C3. Racionalizagao de fungoes trigonométricas do tipo
R (sinx,cosx)

em que R(u,v) é uma funcao racional de duas varidveis. Utilizamos aqui a
mudanca de varidvel

T
tan§:t < 1z =2arctant = ¢(t).
T 2
em-se ¢’ (t) e # 0. Como
+ tan 5~ 32%_ + 1,
tira-se que
cos? 2 = L elogo sin? = -
2 14 & 2 " 142
portanto
. . T x 2t
sinx = 2sin — cos — =
2 2 1+ t2
cosm—cost sin2x = 1-¢
N 2 2 1412

Assim, sendo f(x) = R (sinx, cos x), obtém-se a fungao racional:

ron 2t 1—1¢2 2
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Algumas classes particulares de fungdes do tipo R (sinx, cos z) podem
ser racionalizadas com outras mudancas de varidvel o que, na pratica, é por
vezes tutil. Sao as seguintes:

a)  Racionalizagdo de fungdes do tipo f(z) = R (tanz, sin? z, cos? )

sendo R(u,v,w) uma fungao racional em trés varidveis. Fazemos

tanx =t <= 1z = arctant = ¢(t)

1
e portanto ¢’ (t) = T e # 0. Como s 1+ tanz = 1+ ¢2,

tem-se entao

) 1 . t?
COS™ T = (§] ST = —5 3
1+ t2 14 t2

logo

R e

P12 1482 ) 1t
b)  Racionalizacdo de fungoes do tipo f(x) = R (sinx) . cosx
em que R(u) é uma fungao racional numa varidvel. Faz-se

sinzt =t <= x=arcsint=¢(t), te]—-1,1]

1
e logo ¢'(t) = e # 0. Como cosz = V1 —sin?t = /1 — 2,

vem

c) Racionalizagao de fungdes do tipo f(z) = R(cosz) . sinz.

Analogamente fazemos

cosx =t <= x=arccost=o(t), te]—11]

1
Dado que ¢'(t) = ——= # 0 e sinz = V1 —cos?t = /1 —¢2,
Vi-2

obtemos a funcao racional
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Exemplos.

4. Seja
1

flw) = 1+ cosx

= R(sinz,cosz).

T
Fazendo tan — = ¢

)

)
f(@(t))so’(t)—R< 21 t) 2.

14+t27 14¢2) 1412
1 2
= 2 5 = L,
1Jrlft 1+t
1+1¢2

1 x
tanto P [f(p(t)) ¢'(t)] = t, pel P\ Tz ) ~ 0y
e portanto P [f(¢(t)) ¢'(t)] , belo que (1+cosz> o

5.  Seja agora f(z) = o8 T ; observando que

sinx + cosx

cosT 1

fz) =

- = =R (tan x,sin® z, cos? :c) .
sinx + cosx 1+tanz

e fazendo tanx = t, tem-se

1+ 1+4t1+e2

2
f(@(t))sa’(t):R<t, t 1 ) 1 1 1

1—¢2"141¢2

é agora facil concluir que

cos T 1 1
P{— ) =-log|l+t — ~log (1 + tan®
(sinx—l—cosx) 2 og |1 + tanz| 4 0g (1 + tan"z) +

o8

OBSERVAQOES FINAIS. As técnicas de primitivacdo apresentadas, embo-
ra amplas, ndo abrangem uma vasta classe de funcgoes, as quais nao sao
primitivaveis no quadro das funcoes elementares. Com efeito, alguns
matematicos do século XIX, entre os quais Liouville, Abel, Tschebyschef,
analisaram a impossibilidade de exprimir como funcoes elementares a
primitiv% de certas classes de funcoes. Entre estas, refira-se a fungao
T — e~ % e as fungoes

1
C Vag Farz + -+ apa®

f(z)=+Vag+az+-+az”,  g(x)
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com n > 2. Estas fung¢bes ndo sdo, em geral, primitivdaveis como fungoes
elementares. No entanto, as suas primitivas (como integrais indefinidos),
poderao apresentar importantes propriedades, do ponto de vista tedrico e
das aplicagoes. Eo caso, em especial, das chamadas func¢oes elipticas

1
o= =

fungoes que desempenham papel de relevo em varias aplicagoes da Fisica.

5.7. Os integrais impréprios.
Considere-se a funcado f :]0,2] — R,
flx) =

A fungdo néo é limitada e logo,
naturalmente, nao admite integral
definido de Riemann em |0, 2]. No en-
tanto, retomando a motivagao origi-
nal do integral definido, vejamos se
de alguma maneira é possivel definir
a 4rea da parte de R? limitada pelo
grafico de 1/4/x e pelo segmento da
abcissa entre 0 e 2. Com efeito, dado
que 1/+/t é funcdo continua no in-
tervalo [z,2], a drea A, = ff 1/Vtdt
limitada pela curva e pelo segmento
[z, 2] estd bem definida; é entdo natu-
ral definir a area limitada pelo grafico )
de 1/+/x e pelo segmento |0, 2] como
o limite, caso exista, de A, quando z — 0F.

Figura 5.9

Estas consideracoes motivam a seguinte definigao:

5.7.1. Definicao. Seja D C R um subconjunto de R com interior ndo
vazio; diz-se que f : D — R € uma funcdo localmente integrdavel se [ ¢é
R-integrdvel em todo o intervalo [x,y] C D.

Seja [a,b[C R um intervalo de R com b finito ou b = 400 e seja f
uma fungao localmente integrdvel em [a,b]. Define-se integral imprdéprio

de f em [a,b] e representa-se por f; f(x)dz, como

/abf(m)dx: lim /:f(t)dt,

z—b~
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caso este limite exista e seja finito.

Analogamente, se f:la,b] — R € localmente integrdvel (a finito ou a =
—00), define-se o integral imprdprio de f em |a,b] como

b b
/ f(@)dz = lim ft)dt,

r—a T

sempre que este limite exista e seja finito.

Se o integral imprdprio estd bem definido (isto é, se o limite atrés assinalado
existe e é finito) diz-se também que o integral imprdéprio é convergente;
caso contrario o integral impréprio dir-se-4 divergente. E usual designar
o ponto b (resp. o ponto a) por ponto imprdprio.

OBSERVAGAO. Se f é uma fungdo R-integravel em [a,b] C R, tem-se
sempre zhj?f [T f(t)dt = f; f(x) dx, dado que o integral indefinido é fungao
continua; e reciprocamente, se f é limitada e localmente integravel em
[a,b] entdo f é R-integravel em [a,b] (cf. (5.3.2.)) verificando-se de novo
a precedente igualdade. Assim, para intervalos limitados, torna-se claro
que a nogao de integral impréprio aparece como uma extensao (as fungoes

ilimitadas) do integral definido. Enfim, notemos que os pontos b = +oo
(resp. a = —o0) sdo sempre (naturalmente) pontos impréprios.

1
Retomemos a nossa fungéo :]0,2] - R, f(x) = 7; trata-se de uma
x

funca@o continua em 0, 2] e portanto localmente integravel; tem-se entao

2
1 2
lim /z Jde= lim [2\/{5L =2v2- lim 2z =22,

r—0t r—0t

e logo o integral improéprio é convergente:

/jf(x)dac:/:\/lidaczh/i

1
Procedendo de modo anélogo para a funcao ¢:]0,2] — R, g(z) = —, vird:
x

2
1
lim n dt = lim [log t]i =log2 — lil%l+ log z = 400,

z—0t J, z—0t

2
e aqui o integral impréprio, / o dx, é divergente.
0
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Seja agora f:]a, b|— R uma fungéo localmente integrével (a e b podem,
em particular, tomar os valores —oo e 400, respetivamente). Pretendendo
estender a nogdo de integral impréprio a ]a,b[, poderiamos ser levados a

definir f: f como lim [ b-e f. Nao se trata contudo de uma boa definigao;
e—0+ “ATE

com efeito, o limite anterior pode existir e ser finito e no entanto o integral
. ’ . C . ~
improéprio fa f, a < c <b,serdivergente: tomemos, por exemplo, a fungao

f1-L1—-R, f(z)= 1= tem-se
i [ dr =~ i flog(1— 22 —0
ei%ﬂ el —a? €T = D) eir(% [Og( - )]_1+e =Y

e o integral improéprio

1 x
T t
——dr= 1l —dt =
/0 11— 270 ), 12

1 x

r—1—

é divergente. Propomos agora a seguinte definicao :

5.7.2. Definigao. Seja f:]a,b[— R localmente integrdvel. Diz-se que o
integral imprdprio de f em ]a,b| € convergente se para algum ¢, a < ¢ < b,
sao convergentes os integrais 1mproprios fac e fcb e define-se:

/abf(x)d:n = /acf(x)der/cbf(z)d:c.

A anterior definigdo exige todavia um reparo: mostrar que o integral
assim definido ndo depende do ponto c €]a,b| escolhido.

Seja, com efeito, ¢/, a < ¢’ < b; tem-se entao
’

/ac,f(x)dx— lim /yc fl@)dz =

y~>a+

= lim, Vycf(m) dm+/:/ f(x)d:c] :/acf(x)d:c—i—/:/f(:c) da.

Do mesmo modo se vé que

/C/bf(l’)dsc/:f(x)der/cbf(x)dI
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e logo
c b c b
/ f(z)dx —|—/ f(z)dx = / f(z)dx —|—/ f(z)dx.
a c’ a c
Mais geralmente, dados a = zg < 21 < --+ < x,, = b e sendo f localmente
integrével em [a, b]\{xo, ..., 2, }, define-se o integral impréprio convergente

em [a, b] como

/:f(x)dx:/;lf(:r)dx—l—/:zf(x)dx—i—---—k/xilf(x)d;v

sempre que sejam convergentes os integrais improprios fj“l f(z) dx, para
0<i<n-—1. ’

Retomemos de novo f: [a,b[— R e admita-se que o integral impré-
prio, ff f(z)dx, é convergente. Coloca-se naturalmente a questdo de
. b . -
saber se, neste caso, o integral ['|f(x)|dz é ou nao convergente; veremos
adiante, com um contra-exemplo, que a convergéncia do integral impréprio

f: f(x)dz nao implica a convergéncia do integral fab |f(z)| dz. Assim,

5.7.3. Definigao. O integral imprdprio, f: f(x)dzx, diz-se absoluta-
mente convergente se o integral

/ @) d

for convergente. Analogamente se define a convergéncia absoluta do integral
imprdprio em ]a,b].

OBSERVAGAO. E imediato o paralelismo entre as nogoes de convergéncia e
convergéncia absoluta para séries e integrais impréprios. Tal como para as
séries numéricas, veremos de seguida que a convergéncia absoluta implica
a convergéncia do integral impréprio.

5.7.4. Proposigao. Seja f:]a,b]— R uma fun¢io localmente integrdvel.

Entao o integral improprio, ff f(z)dx, é convergente se e sd se, para todo
0 > 0, existe € > 0 tal que

/y f@) dt’ < 4, Va,y €]b —€,b].
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Demonstra¢cao. Da definicdo de convergéncia de integral impréprio
resulta que f: f(z)dz é convergente se e s6 se a fungao F(z)= [ f(t)dt
tem limite finito quando = — b, ou seja (caracterizagdo de Cauchy-
Bolzano) :

V6 >0,3e>0 talque x,y€]b—¢b = |F(z)— F(y)| <4,
0 que mostra o resultado. =

Corolario. Se o integral imprdprio, f; f(x)dz, é absolutamente conver-
gente entao € convergente.

Demonstragdo. Com efeito, sendo f(f |f(z)] dz convergente, resulta da
da proposi¢ao que dado § > 0, existe € > 0 tal que

/y | f(D)] dt‘ <6, Vr,yelb—eb]

e logo (cf. 5.4.(v*))

/j £(1) dt‘ <

o que dé a conclusao. m

Y
T

[ 1 dt\ <5

OBSERVAQOES 1. Os resultados atrds referidos para os integrais improprios
em [a, b[ sdo naturalmente vélidos para os integrais impréprios em ]a, b].

2. Note-se que, se f :[a,b[— R é localmente integrdvel, a convergéncia
ou divergéncia do integral f; f(z)dx € equivalente respetivamente &

convergéncia ou divergéncia do integral fbb_e fl@)dz (b € R), com € > 0;
basta, com efeito, observar que

/xf(t)dtz s [ fa

b—e

e logo liril f; f existe e é finito se e s6 se existe e é finito lilil fbx_e f-A
T—b~ r—b—
mesma observacao vale naturalmente para f:]a,b] — R. Enfim, se b = +o00

(ou @ = —00), 0 mesmo raciocinio se aplica: VM > a,

+oo +oo
/ f(t)dt convergente <= / f(t)dt convergente.
a M

Torna-se portanto claro que, para fungao localmente integravel, a natureza
(convergéncia ou divergéncia) do integral impréprio num ponto depende
apenas do comportamento da fungao numa vizinhanga desse ponto.
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Tal como fora ja assinalado para as séries reais, a questdao da con-
vergéncia ou divergéncia dos integrais impréprios é um assunto em geral
delicado. Todavia, se a fungao integranda for positiva, ou pelo menos
positiva numa vizinhanga do ponto impréprio (cf. Obs. 2.) é possivel
apresentar um conjunto sistematico de critérios de convergéncia. Este tema
(juntamente com as séries de termos positivos) serd analisado com desen-
volvimento no préximo capitulo. A terminar esta seccao demonstramos um
resultado que, em particular, se aplica ao estudo de um importante integral
impréprio, o integral de Dirichlet: f;roo sinz/x dz.

5.7.5. Proposicdo. Sejam f,g : [a,+oo[— R fungées localmente
integrdveis e K > 0 tal que

[ wal < 5 e e ol

Se g € decrescente e lirf g(x) =0, entdo o integral imprdprio
T— 100

+oo
[ f@ow
€ convergente.

Demonstra¢dgo. Como lim g(xz) = 0, dado § > 0, existe M > 0

r——400
tal que 0 < g(x) < §/K, Vx € [M,+oo[. Entdo, tomando quaisquer
¢,d>M (c<d), pelo 22 Teorema da Média (Cor.) existe £, ¢ < & < d tal

que
§
/ f(x)dx

e o resultado é agora consequéncia imediata da Prop. 5.7.4. m

0
= < — K=
g(c) S g,

/C " @) gla) do

(s ) . T ging ,
Corolario. O integral de Dirichlet, / dx, € convergente.
1 x
Basta observar que,
Yy
/ sintdt’ = |[—cost]?]| <2, v, y.
xr

No entanto,

- T sinx
5.7.6. Proposicao. O integral de Dirichlet, /
1

dx, nao €

absolutamente convergente.
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Demonstragcao. Mostremos que

- 2Nm+m/2 sinz
lim dxr = 4o00.
N——+oco 1
Com efeito,
INTHT/2 | Gin o N 2J7+7/2 | gin
/ ZESN| dz >
1 x = J2imtm/a X
N N
m sin(7/4) 1
> z ey 2,
; 4 2jm+7/2 21: j
N
e como lim - = 400, tem-se a conclusao. m

N—
+ooj:1 J

5.8. Funcoes de variacao limitada.

Seja f uma funcao real definida num intervalo [a,b] C R, a < b.

5.8.1. Definicao. Diz-se que f é uma func¢ao de variagcao limitada
em [a,b] (também se diz v.l.) se existe M > 0 tal que para toda a parti¢do
P={a=29p<mz <--- <, =0}, setem

op(,0) = 3 [f(wisn) — fe)] < M.
=0

Neste caso, o supremo das somas vp(a,b), para todas as parti¢oes de [a, b,
€ um nimero real chamado variagdo total de f em [a,b] e representa-se
por
V(a,b) =supvp(a,b).
P

OBSERVAQAO. Sendo P uma partigao de [a, b] e P’ uma partigao mais fina, é
facil ver que vp(a,b) < vp/(a,b). Com efeito, admita-se (por simplicidade)
que P = PU{c}, com x; < ¢ < x;41; a anterior desigualdade é imediata
consequéncia de

[f(@ivr) = [z < [f(ira) = F(O] + [f(e) = [zl

O leitor desprevenido poderd agora ser levado a concluir que a variagao
total, V(a,b) = supvp(a,b), é ainda igual ao limite de vp(a,b) quando
P
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|P| — 0. Todavia o resultado néo é, em geral, verdadeiro (x) : a fungédo
f:[-1,1] - R, f(0) =1, f(x) = 0 se x # 0, tem a variacdo total
V(-1,1) = 2 e no entanto vp(—1,1) = 0, para qualquer particdo que nao
tenha 0 como vértice.

5.8.2. Exemplos.

1. A fungdo f(x) = sinz é de variacdo limitada em qualquer intervalo
[a,b] C R; com efeito,

|sinz;11 —sinz;| < x4 — @ (Teor. de Lagrange),

e logo vp(a,b) <> (ziy1 —x;)) =b—a.

2. E claro que toda a fungao monétona f em [a,b] é de variacao limitada,
vp(a,b) = |f(b) — f(a)| = V(a,b),

para qualquer particao P de [a,b].
3. Consideremos a fungdo f(z) =sinl/x se x #0, f(0) = zg. Escolham-
1

-se particoes com vértices nos pontos x,, = m € N;

2m+1)7/2’
nestes pontos tem-se f(z,,) = (=1)™ e logo |f(xm+1) — f(xm)| = 2.
Fixado um qualquer intervalo [0,b], todos os ,,, para m suficiente-
mente grande, estao em [0, b]; logo se constata que vp(0,b) > 2k, para
toda a particao com os vértices b, Ty, Timt1, - s Tm+tk, 0, € portanto
V(0,b) = +00. A fungdo nao é de variagao limitada em nenhum inter-
valo [0, b].

De mesmo modo se vé que a fungdo continua, f(z) = z sinl/x, = € R,
ndo é de variacdo limitada em qualquer [0,b]. Escolhendo agora os

1
pontos x,, = 7/2, m € N, facilmente se vé que
™
1 .
2/ — se m mpar
m
|f(xm+1)*f(zm)| = 1
2/7 se m par

m+1

e em qualquer dos casos, estas parcelas sao termo geral de um série
divergente.

(*) O resultado é verdadeiro se f é continua; a demonstragdo é um pouco delicada e

nés ndo a faremos aqui.



240 5. O Integral de Riemann

5.8.3. Proposigao. Seja f : [a,b] — R de varia¢io limitada. Entao f €
limitada.

Demonstragdo. Para cada x € [a, ], tem-se

vp = |f(z) = fla)| + [f(0) = f(z)] < V(a,b).
Em particular, |f(z) — f(a)] < V(a,b) e logo

[f@)] < [f(a)l+V(a,b), Vaelab]. m

5.8.4. Proposigao. Seja f : [a,b] = R ea < ¢c < b. Entio [ € de
variagdo limitada em [a,b] se e sé se é de variagdo limitada em [a,c] e
[c,b]. Neste caso, tem-se

V(a,b) = V(a,c)+ V(c,b),

em que V(a,c) e V(c,b) representam as variagées totais de f em [a,c] e
[e, b], respetivamente.

Demonstragdo. Suponha-se f de variacao limitada em [a,c] e [c,b] e
seja P uma partigao de [a,b]. Tomando P’ = P U {c}, tem-se vp(a,b) <
vpr(a,b) = vp/(a,c) + vp(c,b) e portanto

vp(a,b) < V(a,c) + V(e,b).

Logo f é v.l. em [a,b] e V(a,b) < V(a,c)+ V(c,b).
Reciprocamente, uma partigao de [a, ¢] e uma parti¢ao de [c, b] definem uma
partigdo de P de [a,b] e entao, se f é v.l. em [a, b], tem-se

vp(a,c) +vp(e,b) =vp(a,b) < V(a,b).

Logo, f é de variagéo limitada em [a,c] e [¢,b] e (cf. (5.2.4.), Lema 1)
V(a,e) + V(e,b) < V(a,b). m

Sendo f : [a,b] C R — R de variagdo limitada, define-se a funcao
variag@o total, x € [a,b] — V(a,z), pondo V(a,x) = variacao total de f
em [a,z], a <z <b,eV(aa)=0.

Corolario 1. Se f : [a,b] — R € de variagao limitada, a fun¢ao variagdo
total, V(a,x), € funcdo crescente.

Corolario 2. Seja f : [a,b] — R wuma funcdo derivdvel em todos os
pontos exceto num ndmero finito, y1,...,yx € [a,b]. Suponha-se que existe
M > 0, tal que |f'(z)] < M, Yz € [a,b] \ {v1,...,yx}. Entdo f € de
variagdo limitada em [a, b)].
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Demonstracao. Pela proposigao, basta-nos demonstrar o resultado para
um s6 yg, digamos ¢, a < ¢ < b. Como f’ é limitada em [a, ¢[ e ]c, b], entdo
f ¢é limitada, |f(z)] < K, x € [a,b] (T. de Lagrange, Cor.3.). Tomando
agora uma particdo P de [a,b], considere-se P’ = PU {c} = {xo < -+ <
zj_1 <c<xjp1 <---<xp}, (z; =c). Tem-se entdo

op(a,8) < vp (@) = 3 f(@ien) — Flwi)] =
=0
= Z |f(@iv1) = f(x)] + | f(zj1) = fO]+|f(c) = f(xj-l

i#5.5+1
Usando de novo Lagrange,

Z |f(@iv1) = flz)| < M Z |Zip1 — 2| < M(b—a)

i#].j+1 i#5.5+1
e logo, vp(a,b) < M(b—a)+ 4K, o que mostra o resultado. Se ¢ = a ou b,
a demonstragao é essencialmente a mesma. m
O teorema seguinte d4 uma nova caracterizagao das funcoes de variagao

limitada.

5.8.5. Teorema. A funcdio f : [a,b] — R € de variacao limitada se e 6
se [ € diferenca de duas fungoes crescentes.

Demonstracao. Ponha-se

f(x) = V(a,x) = [V(a,x) — f(2)]. (/)

Foi ja visto que a fungdo variacao total, V(a,x), é crescente. Mostremos
agora que g(z) = V(a,z) — f(x) é também crescente em [a,b]. Tomando
a<z<y<b, vem (cf. (5.8.4.))

9(y) —g(x) = V(a,y) = V(a,z) = [f(y) — f(2)] =
=V(z,y) - [f(y) = f(=)].
Mas resulta da prépria definicao de V' (z,y) que
[f(y) = f()] <vp(z,y) < V(z,y)
e logo g(z) < g(y). m

Tendo presente as prop. 3.2.6. e 5.8.3., resulta imediatamente

Corolario. Uma fungao f : [a,b] — R de variagdo limitada tem no
mdazimo um numero numerdvel de descontinuidades. Em particular, f €
R-integrdvel.
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5.8.6. Continuidade e variagao total.

5.8.7. Proposicao. Seja f : [a,b] — R uma funcao de variac¢ao limitada
e c€ [a,b]. Entao f é continua em ¢ se e s6 se V(a,x) é continua em c.

Demonstragao. Seja a < ¢ < b e mostremos primeiro que f(cT) =
fle) = V(a,c") = V(a,c). Dado § > 0, existe P = {¢ = zg < 21 <
<o <z, = b}, particao de [c,b], tal que vp(c,b) > V(c,b) — 0. Tomando
x €le, x1], é claro que

V(e,b) — 6 <wp(e,b) < |f(x) — f(c)] + V(x,b)

ou seja
04 |f(x) = f(e)] > V(c,b) — V(x,b) =V (e, ).

Como f(ct) = f(c), passando ao limite * — ¢* a anterior desigualdade,
obtemos
lim [V(a,z) — V(a,c)] = lim V(e,z) <§
z—ct z—ct
o que mostra que V(a,ct) = V(a,c).
A reciproca é consequéncia imediata de

|f(1‘) - f(C)| S V(Ca Jf) = V(CI,, QZ‘) - V(G,C), X E]Ca b]
Analogamente se trata a continuidade a esquerda. m

Resulta agora de (5.8.5.(J))

Corolario 1. A fungdo f : [a,b] — R € continua e de variag¢do limitada
se e s6 se f € diferenca de duas fungdes crescentes e continuas em [a,b].

Corolério 2. Seja f uma fungao continua e de variagao limitada em [a, x]
para todo x tal que a < x < b. Se V(a,x) < M, Vx €la,b|, entao f €

de variagao limitada em [a,b] e em consequéncia V(a,b) = lim V(a,x).
r—b—

Resultado andlogo se f é v.l. em todo [x,b], a < x < b.

Demonstrag¢ao. Fixado § > 0, pela continuidade de f, existe ¢ > 0
tal que |f(z) — f(b)] < 6, Va € [b —¢,b]. Tomando agora uma qualquer
particdo P = {a = 29 < 1 < --- < x,, = b}, escolha-se z € [b—¢,b] tal
que z,_1 < x < b. Entao, tem-se

vp(a,b) < V(a,z) +|f(z) = fO)| < M+06. =
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5.8.8. Comprimento de arco.

5.8.9. Definicdo. Uma curva no plano R? é uma aplicacdo
I [avb] - R2a te [CI,, b] - ’Y(t) = (J?(t),y(t))

As fungoes xz(t) e y(t) dizem-se as fungoes componentes da curva. A
imagem ([a,b]) diz-se o trago ou grdfico da curva e € representado por

Em particular, o gréfico de uma fungao de varidvel real, f : [a,b] — R,
nao é mais do que o grafico da curva y(t) = (¢, f(t)), em que as fungdes
componentes sao z(t) =t e y(t) = f(t), t € [a,b)].

A curva y(t) = (x(t),y(t)) diz-se continua se as fungdes componentes
z(t) e y(t) sdo continuas em [a,b].

Pretende-se definir “comprimento de arco” de uma curva continua.
Veremos que se trata de um conceito intimamente relacionado com o de
fungao de variagao limitada, atras analisado. Considere-se entao uma curva
7 : [a,b] — R? e tomemos uma particio P = {a =ty < t; < --- < t, = b}
de [a,b]. Uma tal particdo determina naturalmente um poligono (“inscrito
na curva’) com vértices y(t;).

y(a)

E razoavel definir o comprimento

v (ty)
da curva como o supremo dos com-

primentos dos poligonos inscritos,

para todas as partigoes de [a, b].
v (13)

Figura 5.10 v (£2)

5.8.10. Definicao. Seja y(t) = (z(t),y(t)) uma curva continua definida
em [a,b]. Seja P ={a=1ty <ty <---<t, =0b} uma particao de [a,b] e
consideremos o comprimento do poligono associado,

(P) =Y VIltm) — 2P+ ) — v 1)
1=0

Se existe M > 0 tal que [(P) < M, para toda a particio P de [a,b], entdo
a curva diz-se retificdvel e neste caso

sup [ (P) = A(a,b),
P

diz-se o comprimento de arco da curva 7.
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OBSERVAQOES. 1. No somatério que figura em (1), cada parcela, como se
sabe da Geometria Analitica elementar, ndo é mais do que o comprimento
do segmento P, P11, em que P; = y(t;) € Piy1 = y(tit1)-

2. Se P’ é uma particao mais fina do que P, P C P’, facilmente se vé que
1(P) <L(P").

5.8.11. Teorema. Uma curva continua vy(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b], é
retificdvel se e sé se as fungdes componentes, x(t) e y(t), sao de variagdo
limitada, e tem-se

Va(a,b), Vy(a,b) < Aa,b) < Vi(a,b)+Vy(a,b),

em que Vy(a,b) e V,(a,b) representam as variagoes totais de x(t) e y(t) em

[a,b].

Demonstragdo. Tomando uma particaio P = {a =tg <t; < -+ < t, =
b}, tem-se

n—1

Z|x 1) — a( Z|y i+1) —y(t:)| <U(P) <
< i eltin) —2(t)] + 3 Jy(tin) -yl
1=0 =0

A concluséao é agora imediata. m

Com demonstragao idéntica a da proposicao 5.8.4., tem-se agora

s

5.8.12. Proposicdo. Uma curva continua v, definida em [a,b] C R, é
retificdvel se e sd se € retificavel em [a,c] e [¢,b], a < ¢ < b, e tem-se

A(a,b) = Ala, c) + Ae, b).

Se v é uma curva retificivel em [a,b], e & semelhanca da nogdo de
fungéo variacao total, define-se a fungao perimetro da curva, t — A(a,t),
pondo A(a,a) = 0.

Corolario 1. Se v € curva continua retificdvel em [a,b] C R, a funcdo
perimetro, t — A(a,t), € crescente e continua.

Demonstra¢ao. A monotonia sai logo da proposi¢ao. Por outro lado, se
a<t<t tem-se (cf. (5.8.11.))

0 < A(avtl) - A(a7t) = A(ta t/) < Vw(tat/) + ‘/ZJ(t7t/)7
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e o segundo membro tende para 0 quando ¢ — ¢+ (cf. (5.8.7.)). m

Corolério 2. Uma curva continua v, definida em [a,b] C R, € retificdvel
se e so se € retificdvel em [a,t] para todo t € [a,b] e existe M > 0 tal que
A(a,t) < M, Vt € [a,b]. Em consequéncia, A(a,b) = lirgl Ala,t)

t—b—

Resultado andlogo se ~ € retificdvel em todo [t,b], a <t <b.

Demonstragdo. Sendo «(t) = (z(t),y(t)) retificivel em [a,t], as fungdes
componentes sdo v.l. em [a, ] (cf. (5.8.11.)) e

Ve(a,t), Vy(a,t) < M.
A conclusao sai de (5.8.7. Cor.2.) e (5.8.11.). m
5.8.13. Exemplos.

1. A curva, grafico da funcdo f(z) = zsinl/z, x € [0,b], ndo é reti-
ficavel; com efeito, f nao é de variacao limitada.

Tem-se A(0,b) = 400 0.2

VAMAU

2. Sejaagora f : [a,b] — R uma funcéo continua, e diferencidvel em a, b].
Para cada particao P = {a = tg < t; < --- < t,, = b}, considere-se o
comprimento do poligono inscrito no grafico de f,

Figura 5.11

n—1

L(P) = Z Vit = 62 + [f (L) — F(8)]2.

Pelo teorema de Lagrange, existe &; €]t;, t;11] tal que f(t;iy1)— f(t;) =
(tiv1 —t:) f'(&) e logo

L(P) =1+ [f (&) (tiy1 — ti),

soma de Riemann da fungdo /1 + [f’(t)]2. Logo, se esta fungdo for
R-integravel, o leitor pode facilmente mostrar (ezercicio) que o grafico
de f é retificdvel (cf. (5.8.10.), Obs. 2.) ¢

b
Mab) = [ VIFTF@P 2)
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Tratando-se de integral impréprio em b (ou em a) convergente, a curva
¢ ainda retificdvel e o seu comprimento (cf. (5.8.12.), Cor. 2.),

Ma,b) = lim Ma,t) = tiw [ /IF PR dr
b
:/ T+ (0 dt.

Enfim, sendo o integral impréprio em a e b convergente, tem-se ainda
o mesmo resultado (cf. (5.8.12.)).

5.8.14. Definigao rigorosa das fungoes trigonomeétricas.

Na circunferéncia de raio 1 e centro na origem, u? + v? = 1, conside-
remos a parte situada no semi-plano superior, grafico da curva -y, descrita
por f(u) =+v1—u?, —1 <u < 1; trata-se de uma curva continua e a sua
derivada, f'(u) = —u/v/1 — u? é finita para —1 < v < 1. Como

1
V1—u2’

a curva 7y é retificavel, e o comprimento de arco, vem dado por

1+ [f'(uw)]? =

1 du
A-1,1)= [ 2
(~1,1) / S

integral impréprio convergente em —1 e 1 (cf. (5.8.13.),(2.)). Assim, a semi-
circunferéncia de raio 1 é retificavel e o seu comprimento é um nimero real
designado, ntimero 7 :
/1 du
T Vgt

Pretende-se agora definir em todo o rigor (mas motivados pela ideia
intuitiva) as fungoes trigonométricas, sinz e cosx.

Para cada u € [—1,1], tome-se o ponto B da semi-circunferéncia -
(cf. Fig. 5.12) cuja abcissa é u e considere-se o comprimento de arco
@; designamo-lo por x = arccosu. Fica assim bem definida a aplicagao
u — arccosu, u € [—1,1], dada por

1

dt
T = arccosu = —, —-1<u<1 1
/uﬁ_ﬁ @

Em particular, arccos 1 = 0, arccos —1 = 7, e como a funcao integranda

/2.

em (1) é par, tem-se arccos 0 =1/2

/1 du
—1 \/1—’[1,2 B
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B
X
v
u
o) A
Figura 5.12
A funcdo arccos : [—1,1] — R, dada pelo integral indefinido (1), é
claramente continua e é derivavel em | — 1, 1]:
, -1
(arccos u) = ——= < 0.

V1—u?

Trata-se de uma funcao estritamente decrescente; a funcao inversa repre-
senta-se por cosz, x € [0,7], e é também estritamente decrescente no
respetivo intervalo. Tendo presente a representagao geométrica de u = cos x
com z € [0, 7], esta funcdo prolonga-se a toda a reta do seguinte modo:
ponha-se

cosz = cos (—x) se € [—7,0]
cos (x + 2km) = cosx se =z €[-m,7|, kE€Z

A fungéo assim definida é par e satifaz cos(x + 27) = cosz, Vo € R. Diz-se
entdo que cosz é uma fungao periddica de periodo 2w ou 2w-periddica (x).

- . 0
Define-se agora a fungéo sinz, x € R, pondo sinz = cos (5 — :c) .

Se x €]0, 7], a derivagao da fungao inversa dé-nos

1
(cosm)’:m:—\/l—ﬂz—\/l—cos%c (2)

(*) O estudo das fungdes periddicas em R terd algum desenvolvimento no Cap.8

dedicado as séries de Fourier
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Sendo cosz fungdo par e 2w-periddica, a sua derivada em R vem ainda
dada por (2); em particular (cosx)!,_, = 0, (cosz),__ =0 (cf. (4.2.3.),
Cor.4.). Derivando de novo, resulta de (2)

(cosz)’ = SSTLOST) _ en

V1 —cos?zx

e logo a fungao u(x) = cosz, = € R, é solugdo do problema diferencial

u(z) +ulx) =0, z€R
(P1) q u(0) =1
uw'(0) =0

™
Analogamente, a func¢do v(z) = sina = cos (5 — 33) satisfaz

v'(z)+v(x) =0, z€R
(P2) ¢ v(0)=0
v'(0) =1

Mais geralmente se verifica que a fungao, u(z) = a cosz+b sinz, a,b € R,
é solucao do problema

u’(z) +u(x) =0, z€R
(P)  u(0)=a
u'(0)=0b

Mostremos que esta solugao é wnica, isto é, existe uma tunica fungao
duas vezes diferencidvel em R que satisfaz (P). Desde logo, se u(z) é fungao
duas vezes diferencidvel em R e satisfaz (P), multiplicando a equagao
diferencial por u(z), obtém-se

% [(W(2))® + (u(z))?)] =0, VzeR

e logo (fungdo com derivada nula em R é constante)
[/ () + [u(2)]* = [W' ()] + [u(0)]* = a® +b*, VzeR.  (3)

Se u1(x) e uz(x) sdo duas solugdes de (P), a funcdo w(z) = uy(z) — uz(z)
satisfaz ainda w”(z) + w(z) = 0, w(0) =0, w’(0) =0, e por (3), tem-se

[w'(2)]? + [w(z)]* =0, VzeR.
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Assim, u(z) = a cosz+b sinz, é a Unica solugdo de (P); em particular

as fungdes, u(x) = cosz e v(x) = sin z, sdo as Unicas solugdes dos problemas
(P1) e (P2), respetivamente. As propriedades das fungoes trigonométricas
cosz e sinx derivam agora facilmente da andlise dos problemas diferenciais
(P1) e (P) que as caracterizam. Vejamos algumas:

a)

Dado que v(x) = sinz satisfaz (P), é claro que u(z) = v'(x) = (sinz)’
satisfaz v” +u = 0, u(0) = v’(0) = 1, «/(0) = v"(0) = —v(0) = 0;
isto é, v’(z) é solugdo do problema (P;) e, pela unicidade estabelecida,
resulta que (sinz)’ = cosz. Daqui sai, (cosz)’ = (sinz)” = —sinz.

Aplicando a férmula (3) ao problema (P;), tem-se [u'(z)]? + [u(z)]? =
1, Vz € R, isto é

sin?z +cos’z =1, VzeR.

Deduzimos ainda a férmula fundamental da trigonometria:
cos(z +y) =cosx cosy —sinz siny, Vr,y € R. (4)

Para cada y € R, consideremos a fungio  — u(z) = cos (z +y). E
claramente uma funcao duas vezes diferencidvel e satisfaz o problema
(P) com u(0) = a = cosy e v/ (0) = b= —siny. Tendo presente que
a unica solugdo de (P) é a fungdo u(z) = a cosz + b sinx, obtemos
entao a férmula procurada.

FExercicios

Seja f : [a,b] — R uma func¢ao limitada. Prove que

/ ) = ) ' ).

. Sejam f,g : [a,b] — R funcoes limitadas tais que f < g em [a,b].

Mostre que

Lbf(x)dx S_/abg(x)dm, /abf(:r)dx < /abg(:r,)dx.

Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Utilize os exercicios
precedentes para provar que

/ )| < / | fa) | de.

Dé um exemplo em que a anterior desigualdade nao se verifica para os
integrais inferiores.



250 5. O Integral de Riemann

4. Seja f : [a,b] — R uma funcao integrével. Considere uma sucessao

de parti¢oes P, obtida dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos

iguais : [scl(-n), xl(-i)l}. Considere em seguida as somas de Riemann

S =3 (2l =2l £(6).

3

a) Fazendo 52.(”) = xgn) mostre que

n—1 b
1 b— 1
lim — ;:of <a+i na> = b_a/a f(a)dz.
b) Sendo a um real superior a 1, mostre que a sucessao n(a/™ — 1)

tem por limite:
“1
/ —dzx.
1 X

Sug. Considere as particées P, definidas pelos pontos a'/™.

5. Utilizando as ideias do exercicio precedente determine os limites das
seguintes sucessoes :
n
n
a) &y = Z 2 2
p=1 niEp
) 1 < 1 n 1 T 1 )
yn_\/ﬁ vVn+1 n+2 NCEX YA

6. Seja f : [a,b] — R uma fungéo continua. Mostre que

b
/If(ﬂf)\dl“:() sse f(x) =0, Vaz€la,b].

7. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada e nao negativa: f(x) >0, V.
Prove que

_/a fayde = sup / " p(a)ie,

onde ¢ percorre o conjunto das fungdes em escada tais que ¢(z) <
f(x), Va € [a,b].

8. Seja f : [a,b] — R, funcdo continua, e ¢ : [ty — &,t9 + €] — R, fungéo
derivavel tal que Im ¢ C [a,b] e ¢ € [a, b]. Mostre que s@o equivalentes
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9.

10.

11.

12.

1. @'(t) = f(p(t)) para todo t € [tg — €,t0 + €] € p(to) = c.
t
2. p(t)=c —|—/ f(@(s))ds para todo t € [tg — €,t9 + €].
to
Suponha-se que f : [a,b] — R é uma funcao integrével e que

f(a+b71'):f(l’), .’L’G[a,b}.

Mostre que

/ab of (w)de = ° ; b /ab f(z)da.

Seja f : [a,b] — R uma funcao integréavel. Para cada h tal que
0 < h < (b—a)/2, associe-se a fungao g, : [a + h,b — h] — R definida
por

z+h h
@) =g [ st =g [ foruan

a) Mostre que, se f é continua entdo g, é derivével.

b) Supondo sempre que f é continua, mostre que

lim g1 (2) = /(@)

¢) Mais geralmente, ndo sendo f necessariamente continua, mas
admitindo os limites laterais f(z 1) e f(x™), mostre que se tem

[fa™)+ f(=7)].

N =

lim T) =
h—0 gh( )
Represente-se por I,, o integral

1
In:/ a" sin(mx)de.
0

Calcule Iy e I;. Estabelega uma relacao entre I, e 1,42 e utilize esta
relacao para calcular 1.

Seja a > 0 um real positivo e f : [0,a] — R uma funcao derivivel com

f'(x) >0, Vz €][0,a] e f(0) = 0; represente por g a fungao inversa
de f e defina-se F' : [0,a] — R por

© f(@)
F(z) :/0 f(t)dtJr/O gt)dt — z f (x).
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13.

14.

15.

16.

17.

Mostre que F' é derivavel e calcule a sua derivada. Qual o valor de
F(x)?

Dé um exemplo de uma funcao primitivavel num dado intervalo mas
que nao seja integravel.
Sug. Determine uma funcdo f, derivdvel em [0,1], por exemplo, tal

que [’ ndo seja limitada.

Sejam f,g : [a,b] — R fungdes integréveis e seja D = {x € [a,b] :
f(z) # g(z)}. Mostre que se D tem medida nula & Lebesgue, u(D) = 0,

entao
/abf(x)dx - /abg(a:)dx.

Dé um exemplo de duas fungoes f e g definidas em [a, b], tais que o
conjunto D = {x € [a,b] : f(z) # g(x)} tenha medida nula & Lebesgue,
f seja integrdvel e g nao o seja.

Seja f : [a,b] — R, uma fungdo com derivada integravel em [a,b].

Pondo m = %, prove que

b
£@)+ 1) = = [ 1@ + (2 = m)f (@) do

Mostre que a fungao

admite uma primitiva em R.

Sug. Observe que a fungdo x?sin1/x admite derivada em todo o ponto.

Seja f : [a,b] — R uma funcao derivédvel com derivada f’ R-integravel

e tal que f(a) =0. Seja M = sup |f'(z)|.
z€Ja,b]

/abf(sc)dx

a) Mostre que se tem

2
<MM,
- 2
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b) Se além disso f verifica f(a) = f(b) = 0, mostre que

/ab f(z) dx

18. Sejam p e ¢ ntimeros reais superiores a 1 tais que

(b—a)?

<M
- 4

a) Mostre que se u,v € RT entdo

uP e
w < — 4+ —.
p q

Sug. Estude as variagées da fun¢io uw — uP /p — uv.

b) Se f,g : [a,b] — R s@o fungodes integraveis em [a, b], mostre que
| f P e]g|Psdo integrdveis.

¢) Considerando os nimeros

b 1/p b 1/q
AP</|f(t)|pdt> ,Bq</|g(t)th> ,

| f@) | l9(®) |

e aplicando a) aos niimeros u = v = ———, mostre que

b 1/p b 1/q
g(/lf(t)lpdt> .</|g<t>|wt> .

( Desigualdade de Hoélder. No caso de p = ¢ = 2, a desigualdade
toma a designagao de Destgualdade de Cauchy-Schwarz.)

b
/ f(Hg(t)dt

19. Seja f : [a,b] — R, f(x) > 0, uma funcdo continua satisfazendo a
seguinte desigualdade:

(x) f(z)<Cy+Co /I f(s)ds, ¥z €a,b], C1,Cy > 0.

a) Determine uma primitiva da fungao

o(t) = Co f(t)

= n , t€]a,bl.
Ci+ (s fa f(s)ds
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b) Escrevendo a anterior desigualdade () na forma

CQf(t) < 02
Ci+Co [l f(s)ds —

mostre que (Desigualdade de Gronwall) :

flx) <y eCQ("E*“), x € |a,b].

20. Seja g : [0,7] — R uma funcao de classe C, satisfazendo as condigoes

{g’(S) =kg(s), s€[0,T],k€R

Utilize o exercicio anterior para mostrar que se tem

| 9(t) [<[ go | ™" vt eo,T].

21. Sejam f e ¢ fungdes definidas no intervalo [a,b] C R, continuas e
positivas. Suponha-se que

f@)<CitCa [ O f®dt, Voelabl C1.Ca>o0
Utilize o mesmo raciocinio do exercicio 19. para mostrar
Cs [Tp(t)at
flz) <Cre?Ja , Yz €la,b).

(Desigualdade de Gronwall generalizada.)

22. Seja f:[0,7] — R uma funcao continua e positiva e tal que

f(s)
Vt—s

t
f(t) <Ci +02/ ds, C1>0,Cy>0, te [O,T]
0

Mostre que existem constantes C’l e C’g positivas, tais que
F) < Cret, Vtelo,T]

Sug. Considere a func¢do g(t)= sup f(s). Constate que g é continua
s€0,t]
e crescente. Decomponha o integral fot em Ot_s +j;t_€, com € sufien-

temente pequeno, e aplique Gronwall a g.
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23. Prove que se f:[0,7] — R é continua e

f@ = [ swa welT),
0
entao f é identicamente nula.

24. Seja f:[0,a] — R (e > 0) uma func@o continua. Mostre que

/Om [/Ouf(t)dt} du /Oxf(u) (= w)du, z€0,a].

25. Calcule a derivada das seguintes fungoes:
I3
a) F:]0,400] — R, F(z)= / log t dt;
x2
b G:R\{0} —R, Gz)= / -

1/z

26. Determine a funcao f, continua em R, que satisfaz as seguintes
condigoes:

’ se x> -1 5
fe) =1 ©+2 -1 =3
0 se xz< -1
b)
0 se r<1
@) =1 loga Fa) =1
se r>1
x
27.
a) Determine a funcdo f, continua em R, tal que
fla)=—1r) Va0
=T
f(0)=1

b) Calcule f/(0) e f}(0).

¢) Verifique se a funcao f verifica as hip6teses do teorema de Rolle
no intervalo [—1,1].
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28. Seja ¢ : [a,b] — R uma fungdo continua tal que ¢(a) = 0 e
'y

dx

a) Mostre que existe 6 > 0 tal que |p(2)| < e(x —a), Yz € [a,d].

() =0, Vz € [a,b]. Seja dado um qualquer & > 0.

b) Seja c =sup{d : |p(z)| <e(xr—a), Yx € [a,d]}. Mostre que ¢ = b.

d+
Sug. Se ¢ < b, utilize o facto de 7&,0(0) = 0 para mostrar que
T

existe h > 0 : |p(c + h)| < e(c+ h —a) e assim chegar a um
absurdo.

¢) Conclua que ¢ =0 em [a, b].

d+
29. Seja ¢ : [a,b] — R continua e d—@(x) continua em [a,b]. Escreva
T

fw) = pta)+ [ LEwar

Utilize o exercicio precedente para mostrar que f(z) = ¢(x) em [a, b].
Conclua que fungao continua com derivada a direita continua em [a, b]
é de classe C'([a, b]).

30. Determine a fungao f duas vezes diferencidvel em R™ e verificando as
condigoes:

! 1 —x
f'(z) = 2T
fl(1)=-1

=12

31. Primitive as seguintes funcoes

1
O .
0 o em J0+ocl
) - 10, +7/2]
em 4T /2;
cos2z.v/1+tanz
c) e sec’y em |—7/2,7/2[;

Viogz

X

d)

em |1,+o0f.
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32. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

1
a) (;ggx; b) sin(logz); c) x?e®sinx;
B4+t +r—1 11—z
d t 2 . . .
2422 -2 1 1
3z + 2x o _—

9) a3 -1 ) o2 4 dr — 2 VIter

33. Calcule os seguintes integrais:

1
/ 1—cosx.sin? = / arcsin % da;
0

[ wsea [

c —— (a ;

0 T—2Yr+4 7,/3 sin® 2’
2 2

€) / Lgf ) dx; /
1 €T 0 1

w/6 d 1
g) / —x.; / v/ 2?2 — 22 + 2dz.
0 0

cos?x —sin? z

34. Diga para que valores de a o integral

+o0
/ a®dx  (a>0)
0

é convergente ou divergente; calcule-o no caso convergente.

35. Mostre que

teo 1
/ B2 g = (neN,n > 2).
1

36. Demonstre que

existe, Va # 0.

37. Mostre que
1
1
a—1 o
/0 z logazdmffa—2 (a>0).
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38. Seja f :[0,1] — R uma fungédo continua tal que f(0) = 0 e f/(0) existe
e é finita. Mostre que o integral improéprio

1
@
0 TVT

é convergente.

39. Determine a natureza do integral impréprio
/ ¢ dx
o 1—logz’

40. Sejam a e b dois reais tais que 0 < a < be f : [0, +oo[— R uma funcao

@)

continua tal que / & dt é convergente.

1
fkx)

sao reais estritamente positivos.

a) Mostre que a fungdo x — é integravel em [u, +oo[ se u e k

b) Mostre que

/u+°° o) fom) g, _ [ 10,

Z U

¢) Mostre que a funcéo

f(bx) — f(ax)

T

xr —
é integravel em ]0, +oo] e prove que

a
- dx = f(0) log 3

/“’O f(bx) — f(ax)

41. Mostre que a fungao f :]0,4+o00[— R, dada por

1
f@) = [ e 2t

¢ continua no seu dominio. Prove que lim f(x)=0.
Tr——+00
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Desenvolvimentos Assintoticos
e Aplicacoes

Ao longo deste capitulo serdo expostas algumas técnicas que nos
permitirao estudar o “andamento das func¢ées’ na vizinhanga de um
dado ponto de R. O termo, “andamento de uma funcio”, embora grosseiro
na terminogia matematica, reflecte a ideia que estd subjacente a teoria e
aos resultados que se pretendem obter: o comportamento da fungao na
vizinhanca de um dado ponto xp € R, e em particular a “velocidade”
de convergéncia (caso haja limite) da fun¢do nesse ponto. Tomemos o
seguinte exemplo: as fungoes x, e*, x + sinmx, tém todas limite +oo
quando x — 4o00; porém, e” tende “mais rapidamente” para 4+oco do que
as outras duas, no sentido em que

. T . T+ sinmwx
lim —=0 e lim — =0;
r——+oo e r——+o00 ex

vemos ainda que as fungoes = e x + sin7z tendem para +o0o do mesmo
modo, ja que
x

lim ——
T—+00 T + SINTLT

Comegaremos entao por construir uma familia § de funcgoes ditas
“conhectdas’ na vizinhanca de um ponto zy € R, pretendendo depois
comparar uma dada func¢ao definida em V(xp) com fungdes da familia F.
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6.1. Funcodes padrao.

Consideremos primeiro o caso g = +o0o. Tome-se o seguinte conjunto
de fungoes, cujo comportamento consideramos conhecido na vizinhanga de
+o0:

1, 2% (ogz)’ (B#0), e (c#£0,7y>0), aB,7€R.

A familia de func¢des padrao §. ., é, por defini¢do, formada pelas fungoes
anteriores bem como pelos seus produtos. Assim, o elemento genérico da
familia §. ., é dado pela funcao padrao

g(z) = 2 (log z)" 7@,

com

P)=cz"™ + - +ca™, m>yp>->7%>0, afbceR.

6.1.1. Proposicao. As funcgoes de § 1 o, satisfazem as sequintes condigoes:

1) Toda a fun¢io de Fyo € estritamente positiva na vizinhanga de +00.

2) Toda a fungio de §io diferente de 1, tem limite 0 ou +oo quando
Tr — +00.

3) fLIETFroo = [GETio; [ETtoo = [ €T, VAER.

em particular, se f,g € F oo entdo f/g € Fioo-

Demonstragdo. As alineas 1) e 3) sdo imediatas. Vejamos 2); se P = 0
(caso em que ¢; =0, j =1,...,n), o elemento genérico de F ., vem dado
por

g(z) = 2 (log z)7 ") = 2% (log x)";

entao o limite de g quando x — +00 serd +oo ou 0 conforme o« > 0 ou
a < 0 respetivamente, e qualquer que seja § € R. Se a = 0, é claro que
glx) — +ooseff>0eg(z) — 0se<O.

Tr——+00 r——+00
Seja agora P # 0; sendo P(z) = c1z™ 4+ -+ + cpa™, 1 > 72 > -+ >
Yn > 0, existe um primeiro ¢; # 0 que podemos supor, sem perda de
generalidade, como sendo o coeficiente c¢;; assim,

P(x) =cjz™ (1 + by 4 bnx’yn—'h)

com b; = 2, (j =2,...,n). O fator dentro de parénteses converge para
1
1 (z — +o00) e portanto, o limite de g(z) = 2% (log z)” eF® serd +oo
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ou 0 consoante ¢; > 0 ou ¢; < 0, respetivamente (a exponencial domina
qualquer poténcia de z). m

Pretendendo agora estudar o comportamento das fungoes na vizin-
hanca & direita (resp. a esquerda) (*) de um ponto z¢ € R, introduz-se a
familia §_+ das fungoes padrao definidas em |zo, o + €[ e dadas por

0

9(@) = (@ — 20)* |log (¢ — 20) |* " (F7), a,BeR,

1 1 71 1 Tn
(i) o =) e R)
xr — X T — Xo €T — o

1> >, >0, ¢; €R.

em que

Analogamente se introduz a familia § - das fungoes definidas em |z —e¢, zo[
0

e dadas por g(z) = (vg — z)* [log (zg — x)|ﬁ eP(,[)%,)'

OBSERVAGOES. 1. Repare-se que a familia §, + se obtém de §;. pela
0

mudancga de variavel z —

; isto é, as fungoes de §+ s@o precisamente
T — X 0

1
as fungoes g <x——xo> , § € T1oo, definidas em |xg,zp + €[. Do mesmo

modo, SI; é formada pelas funcées g (x -
0 —

),g€§+oo,comx€

],TO — €, LL‘Q[.
Finalmente, refira-se que a familia §_.., das fungoes padrao definidas em
Ve(—00), é obtida de §, o pela mudanga de varidvel z — —x :

Foo = {9(—2), 2 € Ve(—=00), g € Fyoo}

2. Os resultados da anterior proposicao sao naturalmente validos para §_+
0

e Smg'
6.2. Relacoes de comparacao: relacoes fracas e fortes.

Por comodidade de exposigao, todas as nogoes e resultados que em
seguida serao expostos referem-se a fungoes definidas numa vizinhanca a

(*) Designamos por vizinhanga & direita (respetivamente & esquerda) de um ponto

z0 € R, o intervalo |zo,zo + €[, € > 0 (resp. Jxo — €, zo[ ).



262 6. Desenvolvimentos Assintéticos

direita de um ponto xg ER : ]z, Zg+€[; as mesmas nogoes e resultados serao
evidentemente validas para fungoes definidas numa vizinhanga & esquerda
de zg, bem como para fungoes definidas em V;(4+00) ou V¢ (—00).

Sejam entdo f e g fungdes definidas em |xg,zo + €] e admita-se que
g(x) #0, Yx €]xo, x0 + €.

6.2.1. Definicao. Diz-se que f € equivalente a g em :C(J{ e escreve-se

f~gemad se
m &:1.

e—at 9(T)

A defini¢ado mostra, em particular, que g(z) é uma primeira aproxi-
magcao de f(x) na vizinhanca |zg,zo + €[. E pois natural procurar por
entre as fungoes padrao da familia §_ + aquela que, multiplicada por uma

0
constante, seja equivalente a f em |z, xo + €|.

6.2.2. Definigao. Seja g € §,+ e ¢ # 0 uma constante real ndo nula. Se
0
f ~ cg, diz-se entdo que c.g € a parte principal de f em relagao a

S -
Observe-se que as funcoes de §,+ sao a parte principal de si préprias.
0
6.2.3. Proposicao. Seja f :]xo,xo + €[— R uma fungao definida numa

vizinhanga a direita de xo. Se f admite uma parte principal c.g, g € §,+,
0
entao esta € unica.

Demonstragao. Suponha-se com efeito que f ~ cg e f ~ c1g1 com
g,91 € S%ﬁc, c1 # 0. Entdo, tem-se em |xg, xo + €[

1
e logo lim 9(x) = —.c1 # 0. Como g/g1 € §_+, a proposicao 6.1.1.
e—ad 91(T) c zg

implica que g/g1 = 1, e em consequéncia terd de ser ¢ = ¢1. m

6.2.4. Definic¢do. Seja g uma fun¢do positiva numa vizinhanga |xg, To—+e€].
Diz-se que uma funcgao f, definida em |xg, o+ €[, é fracamente inferior

a g em xf e escreve-se f = O(g) se

|f(z)]
g9(z)

existe K > 0 tal que < K, para todo x €]xg,xo + €[.
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Diz-se que f é fortemente inferior a g em x; e escreve-se f = o(g) se
(*)
m _f(a:) = 0.

OBSERVACOES 1. E imediato verificar que f=o0(g) = f=0(g).

2. A relagdo f = O(1) significa que M < K, Vx €]xg, xo + €[, ou seja

f=0() < f é limitada em |xq, zg + €.
Por outro lado
f=o0() < lim f(z)=0.
Cl)‘?[l}o

3. Resulta também das defini¢oes que
fr~g = f—g=ol9).

Em particular, se c.g, g € §,+, é a parte principal de f, tem-se
0

frcg = f-cg=o(g) < f=cg+og)

Como adiante veremos, a relacdo f = c¢.g + o(g) é o exemplo mais simples
de um desenvolvimento assintotico.

6.2.5. Exemplos.

1. Notemos que nem todas as func¢oes admitem parte principal relativa-
mente a uma familia § de fungdes padrdo. Assim, por exemplo, a
funcao f(z) = sinx nao admite claramente parte principal em relagao
a Fioo. Porém, a parte principal da mesma fungdo, f(z) = sinz, em

sinz _

relagdo a §o+ € g(x) =2 : lim
z—0t X

2. Se a, 0 € R, entao
oz<ﬁ:>:1:o‘:0(3:ﬁ) em + oo

a<f= 2"=0(z*) em 0T

3. A funcdo f(z) = x 4 sinmwz tem como parte principal 2 em relagéo a

SJroo: .
T+ sinmx
- 1
€T T——+00

(*) As notagdes f = O(g) e f = o(g) designam-se usualmente por notagées de Landau.
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mas a sua parte principal em relacao a Fo+ é (1 + 7))z :

. T + sinmwx 1 T
lim = +
z—ot+ (1+m)z 147 147

6.3. Propriedades e célculo das relacdes de comparacao.

Algumas propriedades algébricas podem ser estabelecidas no quadro
das relagoes de comparagao. Estes resultados estao condensados nas
proposicoes seguintes, cuja demonstracdo (consequéncia elementar das
definigoes) é deixada como exercicio. Recordemos de novo que os enun-
ciados se referem a x{ , sendo evidentemente vélidos para z , +00 ou —oo.

6.3.1. Proposicdo. Sejam f,g e h fungoes definidas em |xg,xo + €.
Entao

a) f=0(g) e g=0(h) = [f=0(h) ie O(O()=O0(h)
b f=olg) ¢ g=oh) = f=o(h) ie olo(h) = olh)
¢) f=0(g) e g=oh) = f=oh) ie O(o(h)) =o(h).

6.3.2. Proposicao (Adicdo). Sejam fi,fa e g funcdes definidas em
|z, o + €[. Entdo

ou seja

fi=olg) e fa=olg) =

que pOdETTLOS escrever como

o(g) +o(g) = o(g), Ao(g) = o(g).

OBSERVAGAO IMPORTANTE. O leitor deverd ter presente o significado das
igualdades anteriores, escritas nas notagoes de Landau; em particular,
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dever-se-ao evitar “enormidades” do tipo o(g) 4+ o(g) = o(g) = o(g) = 0;
a precedente igualdade apenas significa que a soma de duas funcoes que
580 o(g) é uma fungao o(g).

6.3.3. Proposicao (Multiplicac@o). Sejam f1, fa, g1 € ga fungoes defini-
das na vizinhanga |xo, xo + €[. Entdo

a)
fi=0(g) e f2=0(92) = fi.f2=0(g1.92);
b)
Ji=olg1) e f2=0(g) = fi.fa=o0(g1.92);
em particular
fi=olgr) = fig=o(g1.9)
c)
f1=0(g) = [A}=0(9)), YA>O0;
fi=olg) = |filt=o0(g1), VA>O.
Ou seja :

O(91)-O(g2) = O(g1.92);
0(91).0(g2) = 0(g1.92);  g-0(g1) = 0(g.91);

0(g)*=0(gd) e log)* =0(g), ¥A>0.

6.3.4. Proposicao (Divisdo). Supondo f e g definidas em |xg, o + €[ e
f(z) # 0,Vz €]xg, x0 + €], tem-se:

a)
f=0(g) <= 1/g=01/|f]);

f=olg) = 1/g=o0o(1/|f]).
f=0@) = ¢ =0(f"), YA<O0;
f=olg) = ¢*=o(f]"), VA<O.

Relagao de ordem na familia padrao.

Sejam f,g € Smj e considere-se a relagao

R(f,g9) <= (f=g ou f=o0(g)).
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6.3.5. Proposigao. A relagio R(f,g) € uma relagio de ordem em §_+.
0
Demonstragdo. 1) A relagao é reflexiva: f = f, VfeF +.
0

2) A relacdo é transitiva: consequéncia imediata da prop. 6.3.1.
f=olg) e g=oh) = [f=o(h).

3) Resta-nos mostrar que para dois quaisquer elementos f, g € §,+ se tem
0

sempre R(f, g) ou R(g, f). Por simplicidade tome-se o caso f,g € Fg+. O
elemento genérico da familia é da forma

g(z) = 2* log 2|’ P(3), a8 €eR,

1 1 71 1 In
P(5)-a3) o (E)
x T T

1> >, >0, ¢; €R, c1 #0.
Escrevendo P(x) como

1 Y1 c 1 Y2—71 Cn 1 Yn—71
P(:v)zcl<—) 1+—2(—) +---+—(—) 1
T c1 \T C1 \ T

logo se vé que o termo dentro de parénteses retos converge para 1 quando
z — 0T, e portanto podemos reduzir-nos ao caso em que

em que

/

fla)=a®fogal’ ) e gla) = flog af” (2]
As conhecidas propriedades das fungoes exponencial e logaritmica levam-
-nos a concluir:

1. Se ¢ = 0 (o termo exponencial ndo figura em f), tem-se f = o(g) se
d>0eg=o0(f)sec <O.

2. Sendo ¢ # 0,

g=o(f) se ¢>0
a) Se vy >~'> 0 entao Vo, o, 8,6, ¢
f=o0(g) se c¢<O0

b) Sevy=+"ec>c entdo g =o(f) Vo,o,[,5.
c) Sey=7+", c=cd ea>da entdo f =o0(g) V3,05
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d) Sevy=+', c=¢, a=ad e > p entdo g = o(f).

Enfim, se ¢ = ¢ = 0 as conclusoes sdo as mesmas que em 2.¢) ¢ 2.d). m

6.4. Desenvolvimentos assintoticos.

Vimos anteriormente que, se f :]xg,zo + ¢[— R admite uma parte
principal ¢1.g1, entao

f=cgi+o(g), caa#0, g1 € Sag-

Procuremos agora (caso exista) a parte principal da fungdo f — c1g1; se
assim for, existe uma constante co # 0 e uma funcao gz € §, .+ tal que
0

f—cig1 = c292 + 0(g2).
Mostremos entao que ga = 0(g1). Com efeito,

a2 = <i_cl) _olgz),

g1 g1 g1

como olgz) = —0(92) .9—2, vem

g1 g2 g1
Zﬁii - (i(é)) B ) / ( * g(?i) |

f(@)/g1(z) —c1 — 0 e o + 0(g2)/92(x) — 2 7#0;

"IJ—A’IJ[) "IJ—A’IJ[)

Mas

logo, g2(x)/g1(x) —, 0, isto é g2 = o(g1). Mais geralmente,

IHIO

6.4.1. Definicao. Diz-se que f :|xg,zo+¢[— R admite um desenvolvi-
mento assintdtico (ou desenvolvimento limitado) relativamente a §,+, se
0

existem constantes ci,...,c, € R e funcgoes g1,...,9n € §,+, tais que
0

f=cg+cga+ +cugn+0lgn) e giy1=0(gi), i=1,...,n—1.

o(gn) diz-se o resto do desenvolvimento; diz-se ainda que o desenvolvi-
mento assintdtico tem a precisao g,. Sendo os coeficientes c1,...,cp NGO
nulos, o desenvolvimento diz-se a n termos.
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OBSERVACQAO. Existindo um desenvolvimento assintético de f com pre-
cisdo gn @ f = c191 + cag2 + -+ + cngn + 0(gn), entdo tem-se também
o desenvolvimento assintético de f com precisdo g (k < n); com efeito,
basta observar que se f = ¢1g1+ -+ ckgk + Chr19k+1 + -+ Cngn +0(gn),
como g;+1 = 0(g;), tem-se (cf. (6.3.1.), (6.3.2.))

Ch19k+1 + - + Cngn + 0(gn) = o(gr) + -+ + o(gr) = o(gk)

¢ portanto
f=cig1+ -+ cegr + o(gk)-

6.4.2. Proposigao. Seja f=c1g1+ - +cngn+0(gn) um desenvolvimento
assintdtico de f a n termos (ci,...,c, # 0), com precisio g,. Entdo o
desenvolvimento € dnico (por entre os desenvolvimentos a n termos).

Demonstragdo. Recordemos que a parte principal de uma funcdo (em
relagdo a S%ﬂ por ex.) quando existe é unica (cf. (6.2.3.)). Mas,
pela definicao de desenvolvimento assintdtico, resulta que cpgr € a parte
principal de f — ¢191 — -+ — ck—19k—1, com k = 2,...,n; a conclusao é
agora imediata. m

6.4.3. Exemplos

1. Exemplos de desenvolvimentos assintéticos num ponto zg € R (&
direita ou a esquerda, isto é, em relacao a erT ou ng) sao dados
pela férmula de Taylor de uma funcao f, n vezes diferencidavel em z:

f(x):f($0)+f/($o)($—xo)+...+
1)

" (x —20)" +o((x—x0)").

Trata-se de um desenvolvimento assintético ja que (v — o)+ =

o((x — 0)¥) quando x — z§ (ou z — 7).

O quadro seguinte, exibe os desenvolvimentos em 0 (férmula de Mac-
-Laurin) de algumas fungdes elementares: com n € Ny, tem-se

171 ‘T2 xn mny.
a) er = —l—x—i-?—i--u—i-m—i-o(:z: );
2 gt a2 o
b) COS$=1—§+I+---+(—1) m—i—o(m );
. - gt omi
c) smxzw—g—i—ﬁ—i—---—i—(—l) m—i—o(m );

z?2 28

@ Tog(la) =e =g (1) ol
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e) (1+I)a—1+QI+M;¢2+...+<Z)xn+0(xn)7

2!
(. €R, a#0).

2. Veja-se agora o desenvolvimento em +oo da fungao f(x) = log (1 + x);
observando que

log (14 z) =log {x (1 + 1)} =logx + log (1 + l)
x x

1
e dado que 1/z — 0 (z — +00), o desenvolvimento de log (1 + —)
x

em +00 é o desenvolvimento de log (1 +y) em 0, com y = 1/z; tendo
presente a anterior alinea d), tem-se

1 1 1 1 1
log(l+=-)==-——=+4--+(-1)""'— 40—
T r  2z2 na™ "

e logo

1 1 1 1
— n+1
log(l—l—x)—log:c—l-g—ﬁ—l—'-'—l—(—l) W—I—o(x—n).

1
Repare-se que — = o(log z) em 400, obtendo-se portanto o desenvolvi-
x

0
mento de log (1 4+ x) em 400 com n + 1 termos.

A dlgebra dos desenvolvimentos assintéticos.

Sejam
f1=a1us +agus + -+ amum + o(um,)

fo =bivg +bova + -+ + bpvy, + o(vy)

ai,b; € R, u;,v; € §%+, desenvolvimentos assintéticos das fungoes f1 e fo
em relacdo a §,+.
0

6.4.4. Soma de desenvolvimentos assintéticos.

Dados ty,, v, € §,+, tem-se sempre uma (e uma sé) das trés possibil-
0
idades (cf. (6.3.5.)):

1. Uy = vy, 2. Up = 0(Uy), 3. v = 0(Um).
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No caso 1. (uy, = vy,), obtém-se o desenvolvimento de f + g com precisao
U (= vp,) escrevendo

F+9="> (aui,bv;) + o(un)

figurando em ) todos os termos a;u;, bjv; colocados na ordem decres-
cente associada a definicdo de desenvolvimento assintético (cada termo é
um o do termo precedente).

No caso 2. (um, = o(v,)) tem-se o desenvolvimento de f + g com precisao
Upt

F+9=" (ami,bjv;) +o(vy)

figurando em > todos os termos a;u; € b;v; exceto os termos aruy tais
que urp = o(vy). Com efeito, como para tais termos, ur = o(v,) e
o(um) = o(o(vy)) = o(vy), tem-se Y arug, = Y o(vy) = o(vy).
Analogamente no caso 3. (v, = o(uy,)) :

F+9=" (amui,bjv;) + o(um)

eliminando em Y, todos os byuy tais que v = o(Um,).

Assim, a precisado de f + g serd a menor das precisoes u,, ou v, de f e g,
respetivamente.

Exemplo. Tomemos os seguintes dois desenvolvimentos em 0:

. CEB 3

s1nx=x—§+o(:§)
2?2t 4

cosx:l—g—l—z—l—o(x)

Dado que 2 = o(x3) em 0, obtemos para a soma sin x + cos x o desenvolvi-

mento com precisdo z>:

2 £L'3

: _ o x 3
sinx +cosz=1+x TR + o(z”).

6.4.5. Produto de desenvolvimentos assintéticos.

Retomemos os anteriores desenvolvimentos de fie fo com precisoes
e vy, respetivamente. Dado que se verifica, necessariamente, um dos trés
seguintes casos,
1. wv, = o(vium)
2. ViU = o(urvy,)
3. ULUy = V1Um
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assim se obtém o desenvolvimento de fifs com precisao vyu,, no caso 1.,
U1V NO €CASO 2. € ULV, = V1, NO caso 3., escrevendo :
Caso 1.

f1f2 = Z CLl'bj’U,ﬂ)j —|— o(vlum)
ordem
decrescente

e eliminando em > os termos agbjugv; tais que ukv; = o(viumy).

Repare-se que, executando o produto dos desenvolvimentos de f; e fo, para
além dos termos aibjuxv;, obtemos

u;0(vpn) = o(u1vy,) = 0(0(V1Um)) = 0(ViUm) € Vjo(Um) = 0(ViUm)

dado que u; = o(u1) e v; = o(v1).

Caso2.
flfg = Z aibjuivj + o(ulvn)

ordem
decrescente

e eliminando em ) os termos agbjuiv; tais que ugv; = o(uivy,).

Do mesmo modo para o caso 3. Torna-se claro que o desenvolvimento
escolhido para fifs tem a menor das precisoes vy Uy, OU UL Vy,.

OBSERVAQAO. Dado o desenvolvimento f = ajuy + -+ - + amUm + o(um) €
g€ S%ﬂ como guieﬁzg, guir1=0(gu;) € g.o(um)=o0(gum,) é claro que g.f
admite o desenvolvimento

g.f = argur + - - + amgum + o(gum).

6.4.6. Exemplos.

1. Desenvolva-se em 0% a funcao
f(z) =logx sinxe®.

Escrevendo o desenvolvimento de sinz em 07 (com precisio a2, por
ex.) :
3
: x
sine =z — o + o(z?),

tem-se entao

z3logx

30 +o(z3logx), logz € For;

logz sinx = zlogx —

desenvolvendo agora e* (com precisdao x*, por ex.) :

22 23 2

x __ i i i 4
e _1+x+2!+3!+4!+0(:1:)
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e dado que x°logx = o(x®logx), obtemos o desenvolvimento de
f(x)=logx sinwe® com precisao x> logx :

logz sinz e® =

21 3l

z3logx
3

1 1
zlogz + 2% logx + (— — —) 3 logx + o(x3logx) =

zlogz + 2% logx + + o(z3log z).

2. Suponha-se que f:]zg, 20 + €[ — R admite o desenvolvimento assinté-

tico
f = aigi + -+ argr + 0(97«) em Ig, al # 07
e admita-se que lim f(z) = 0, o que implica que g1(z) — 0

(porqué?). E claro que f2? admite o correspondente desenvolvimento
com precisao gig,. e mais geralmente o desenvolvimento de f" terd
a precisao g7 'g,. Como g7 'g, = o(g.), resulta que a precisdo de
f+f2+---+ f" (a menor das precisoes das parcelas) é a precisao de
f, isto é, g,.

6.4.7. Composicao de desenvolvimentos assintéticos.

Seja f :]xo,z0 + €[~ R tal que lim f(x) = 0 e suponha-se que f

"IJ—A’IJ[)

admite o desenvolvimento assintético
f=ag1+ - +arg-+0(g) em xar, ay # 0. (1)

Seja ainda g : V(0) — R uma funcdo definida numa vizinhanga de 0 e n
vezes diferenciavel; pode escrever-se a férmula de Mac-Laurin

glt)=co+crt+ - +cpt" +o(t"),
e tem-se entdo para a composicao go f (¢t = f(z)),
gof=cotef+-+enf" +o(f) (2)

Pelo que se disse atras sobre a soma e produto de desenvolvimentos

assintéticos, co + c1f + - + ¢, f* admite um desenvolvimento em zd
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com a precisdo do desenvolvimento de f, isto é g, (cf. (6.4.6.),(2.)); como
o(f™) = o(g}), (2) dd-nos o desenvolvimento de go f em x§ com a precisao

g7 ou g, conforme g, = o(g}) ou g} = o(g,), respetivamente.

6.4.8. Exemplo. Considere-se a fungao 6(x) = e5%/* =1 isto é,

0(z) = g(f(x)) com g(t)=e' e t=f(z)= Sizx .

e procuremos o desenvolvimento de § em 0F. Como f(z) =

2
escreva-se o desenvolvimento de e? em 0 : e = 1+t + 0l + 0(t?). Dado que

x> 2P 5
3 — - +
sinx =z 3!—|—5!—|—0(x) em 07,
vem ) ) .
_ sinx .z @ 4
daqui sai
z? 2
f2 = @ — ﬁ(ﬂﬁ + O(CEG)
e logo

1+f+—2—1—x—2+ 1L z* + o(a?)
2 3! 51 2.62 ’

Finalmente, como o(f?) = o(z*) que é, no nosso caso, a precisao de f,
tem-se o desenvolvimento de # com a precisdo z? :

2
_ sinz/x —1 __ x 1 1 4 4
0(z) = e/ —1——3! +(—5!+—2'62)x + o(z").

Se em vez da precisao z° para o desenvolvimento de sin x tivessemos tomado

a precisao 3, vinha

23

T 3
sine = — o + o(z?)

¢ portanto
sinx 2 z?

f@) =5 - 1= G ho@®) o f2= 5 +olah);

como o f?) = o(z*) e x* = o(z?) em 0%, toma-se a precisao 22 para
2 22

/
0:1+f+7+0(f2):1—§+0(:1:2).
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CASOS PARTICULARES.

6.4.9. Desenvolvimento assintético de f*, a € R.
Seja f = a1g1 + -+ + argr + 0(g,) o desenvolvimento de f em z§ com

a1 > 0. Pode entao escrever-se f como

f = algl(l + b2h2 —+ -+ brhr + O(hr)) = algl(l + ’LU)

w

em que b; = %, hj = =,j5 = 2,...,r. Como g; = o(g1), tem-se
ap a1
hj — 0 (x — xf) e logo w — 0 (z — z§). Tem-se entdo

f@=afgi(1+w)*, a1 >0, afgy € Fo+.

Por outro lado, dado que w(x) — 0 (z — z{), obtemos o desenvolvimento
de (1 4+ w)® como composicao de (1 +¢)* em ¢t = 0 com t = w(z). Logo,
do desenvolvimento de (1 + ¢)* (cf. (6.4.3.)) tira-se que
-1
(1+w)* = l—l—aw—l—%uﬁ—k-n—i— <Z>w"+o(w")
com precisao o(w™) = o(h}) ou o(h,) consoante h, = o(h%) ou hy = o(h,)
(cf. (6.4.7.)).

6.4.10. Exemplos.

1
1. Desenvolva-se em 0 a fungao M. Tem-se
14 e”
2
zlog |z| € o+ e 1+€” =2+x+7+0(:v2).
Entao
1
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e portanto

1 1 2]
rlog |z| _ riog || _ X~ 1og || +0(.”L'3 log | ).

1+e® 2 4
. sinz
2. Procuremos agora o desenvolvimento de tanx = em z = 0.
cosx
Sendo
. 3 5 . e R A
smx:x—g—i—a—i—o(x )e cosle—i—i—z—i—o(x )=14w,
vem entao
1
=(1+w) ™t =1—-w+w®+o(w?) =
cosw

2?2zt 4 zt af 6 4
1—(—54']4'0(58 ))-F(Z—I-f—o(fﬂ ))‘FO(.’L‘ ):
22 S 4 4
1+§+ﬂ$ +O($L‘)

¢ portanto

tanx = sinx.

COST

2P 5 x? 9 4 4
(w—g—i—g—i—o(w )) (1—1—54-%90 +o(z ))

1 1 3 1 1 5 5 5\
CL‘+(§—§)TL‘ +(§—2'—3|+ﬂ>$ +O($)—

3
2
x+ % + 1—5905 + o(z®).

6.4.11. Desenvolvimento assintético de ef.

Seja f = a1g1 + -+ + argr + 0(gr) 0 desenvolvimento de f em :car e

suponha-se que f(x) — 0 (z — :Car) Pelo que foi dito sobre a composicao
de desenvolvimentos assintéticos, obtemos o desenvolvimento de e :

2 n
i LRI P
e—1+f+2!+ —i—n!—i-o(f)

com precis@o o(g}") ou o(gy).

Se hm+ f(x) # 0 é ainda possivel obter o desenvolvimento de e/ se existir

IHIO

algum g; (do desenvolvimento de f) que tenda para 0 (z — z7). Seja com
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efeito i, o mais pequeno indice tal que g; — 0 (z — z); entdo f = f1 + fo
com

fi=agi+ - +ai—1gi-1, fo=agi + -+ argr +0(gr)

e tem-se e/ = efi.ef2. Escrevendo o desenvolvimento de ef?, ji que
fa(x) — 0, obtemos o desenvolvimento de e/ se o termo
+
r—x
0

eft = gm91 | pai-19i-1 ¢ Fo+
6.4.12. Exemplos.

1. Procuremos o desenvolvimento de h(z) = (1 4+ 2)'/* em 4oc.

1
Escreva-se h(z) = e(1/®)10e(142) — of com f(z) = = log (1 + z). Ora,
T

1 1
log (14 z) =log [x<1+—>} —1oga:—|—1og<1+—>;
x x

dado que 1/x — 0 (x — +00), tem-se
log(l—l—l) —E—L—Fo(i) em + o0
x z 2z x2 ’
pelo que

1 log x 1 1 1
f(x)zglog(l-l-a?): - +ﬁ—ﬁ+0<;) em -+ oo.

Como f(z) — 0 (x — +0o0), o desenvolvimento de e/ vem dado por

2(x 3(x
h(x):ef'(z):1+f(x)+f2—(!)+f3(! ) +o(f3);

sendo o(f?) = o

1 3
08 )7 4 precisio de /. o(1/2%), resulta que a
X

(log )’
23

) ,donde

@ fA ) ) (log )
h(I)—e'f()—l‘i‘f(x)‘FT—l—T—l—O( >_

(B e B22).
+% ((loi;c) +0<(10i3x) >)+
(e (2))-

logz (logz)? 1  (logx)3 N (log )3
x 212 x2 63 ¢ x3 '

precisao de ef(*) serd o (

3
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2. Veja-se agora o desenvolvimento assintético de e*/ s em 0.

x> 2P

Dado que sinz =z — 37 + = + o(z”), vem entdo

1 2?2 2t 4 !
sinx_[x<1_§+a+o($ ))] N

= % {1— (—; +§—T+0(m4))+
+ (;f—Ll, - x—; —i—o(:vﬁ)) +o(z?)| =

1 z2 1 1 4 4
2

x T 7
=14 %+ =—2" H=1
sne Lt tae® o) =1+A,

e logo

tendo-se 111% f1 =0. Assim,
€Tr—>

2
el =eelt =¢ (1+f1 + % —i—o(ff)) =
z? 7T 4 4 1/ a* 4 4
e [1—|— (g—i—%x +o(z )) —|—§ (ﬁ—i—o(a@ )) +o(z )] =
e+ gx2 + %x‘l + o(zh).
~ sinz .
3. Tomemos enfim a funcao f(z) = log( ) e determine-se um
x
desenvolvimento assintético em 0.
. x> 2P 5
De novo, sinz =z — 37 + =T + o(z”) em 0, pelo que
T et =14 () — 0
= _— —_ = —_ .
- 7 T o vocom v(z) —0;

entao, a composicao dos desenvolvimentos de log (1 +y) com y = v(z)
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da-nos :

:log(l—l—v)—v—%—l—o(vz):
2zt 1/ 2t
= (G g o) -5 (g o) +ot =
CC2 CC4 4
% 180 o)

6.5. Aplicacoes ao calculo dos limites.

A utilizacao das regras de Cauchy e de L’Hospital no levantamento
de indeterminagoes é por vezes penosa, nao se conseguindo, em alguns
casos, obter facilmente o limite desejado. Veremos agora como o uso
dos desenvolvimentos assintéticos permite obter, com elegancia, os limites
indeterminados.

Para além dos desenvolvimentos de Mac-Laurin ja expostos, acrescentemos
ainda os das func¢oes hiperbdlicas :

. et —e™* et +e "
sinhx = —— e coshe = ————,
2 2
respetivamente as fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico. Sao,
como se sabe, fungoes definidas em R e de classe C*°; os desenvolvimentos
de Mac-Laurin sao dados por

3 $5 x2n+1

i = LT o4 2n+1

sinha =@+ op 5 gy o)
IQ I4 :CQH 2n

COth:1+E+E+"'+(2—n)!+O(‘r ).

6.5.1. Exemplos

1. Determine-se

esinz.log(cosz) _ 4/1 T Az 4+ — %IQ

lim —
z—0 rsinz
A ideia é desenvolver assintéticamente (em x = 0) as fungoes el-

ementares que figuram na expressao, levando os desenvolvimentos
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tao longe quanto necessario para levantar a indeterminacao
3 5
. x x
sinz = — = 4+ = + o(2°) donde
3l 5l
6 10
22 T T 10
sinz* =x 30 + = + o(z™?).
2 4

— 1 L 4 _
Como cosz =1 20 + m + o(z"), tem-se

3
Ty o(z®) — 0 (z — 0), e logo

entdo, sin z.log (cosz) =

esin z.log (cosw) _
. f2
el =1+ f+ 5 +o(f7) =

{E3 X
1+ (—7 + 0(905)) +o(x°)=1~— 5 + o(z®).

Tem-se ainda, com a = 1/4,
(14 4x)/* =

ala—1)

1+ a(dz) + 27!_(4:1:)2 + )

3 21
l+ax-— 5:102 + Fx3 + o(2?).
Finalmente, de (1), (2) e (3) resulta que:

esinz.log(cosz) _ m+ T — %IQ

. Assim,

a(a — 1)(a — 2) (4:17)3 +O(:Z?3) _

x sin 22
1= 2 o) — (14— 322 + 2% 4 0(2?)) + x — 2a? _
23 + o(x9)
4P+ o(x)  —4+0(1) 4

w3 +o0(z8) 1+ o(x3) =
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2. Determine-se agora, para que valores de « € R e n € N existe o limite
finito:

n
e — cosx?

lim .

z—0 /1 4+ 28 — cosz?
Analisando o denominador e tendo presente os desenvolvimentos jé de
nds conhecidos, tem-se (cf. (6.4.3.)) :

8 8

\/1+:CS:(1+x8)1/2=1+%+0(a@8)e cosx4:1—%+0(x8)

donde
V1428 —cosa? = 28 + o(a®) ~ 5.

Para que o limite em questao seja finito é necessario que, no desen-

volvimento do numerador com precisao 2, os termos em z* com k < 8
sejam eliminados; como
2..2n 4 8
n a‘x x x
e =14az™ + +o(z®) e cosx? =1 — =+ == + o(z®)
2! 20 4
terd de ser « = —1/2 e n = 4; tem-se entéo
e ™2 _cosz? . (1/8—1/24)a8 +o(z®) 1
lim = lim = —.
=0 /14 28 —coszt =0 8 + o(x8) 12

3. E conveniente, na pratica, reduzir o calculo do limite de uma funcao
em zg € R ao limite em 0; para isso basta tomar a mudancga de varidvel
x—1x9=ysexo€R,oul/x=ysexy=—+00, obtendo-se

lim (o) = lim f(eo+y) ou lm_f(x) = lim £(1/y).

T—Z0 r——+00
respetivamente. Veja-se, por exemplo, o cédlculo de
lim €'/ (:c2 —z+2)—Vat+a2+1
r——+00

Fazendo 1/x = y, pretende-se calcular
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Ora, tem-se em 0

1 1
QA+ + )2 =1+ - +yY) — P+ ") +oly?) =

2 8
1 3
S l24 2t 4y,
oy gy oy
2
como eyzl—i—y—l—%—i—o(y?),tem—se entao

eV (1—y+2y%) —V1I+y2+yt =

3 1
=1+ 5y +oly’) - (1 +oy7+ O(yz)) =y* +o(y?)

e logo
v (1=y+2) - TTF T 2 4 ofy?
i 0y +207) VAY g, Vo)
y—0+ y? y—0+ 2

6.6. Convergéncia de integrais impréprios.

Seja f : [a,b[— R uma funcao localmente integravel. Vimos que o
integral impréprio em b, f; f(z)dx, é convergente se existe e é finito,
lim, ;- f; ft)dt, o que é ainda equivalente & convergéncia do integral
impréprio de f na vizinhanca de b, fbb% f(z)dz. Sabemos ainda que,
se o integral impréprio é absolutamente convergente (isto é, f: |f(t)]dt
converge) entdo é convergente. Acontece que, na préatica, é frequentemente
simples decidir da convergéncia ou divergéncia dos integrais impréprios de
fungoes positivas (ou negativas) na vizinhanca do ponto impréprio. Ocupar-
nos-emos, neste paragrafo, de apresentar critérios de convergéncia dos
integrais improprios de fungoes que nao mudam de sinal na vizinhanga do
ponto improéprio.

O grande critério de comparacao esti expresso no seguinte
6.6.1. Teorema. Sejam f, g : [a,b[— R, fun¢des localmente integrdveis e

positivas numa vizinhanga (& esquerda) de b. Suponha-se que f = O(g) em

b—, isto €

0 < f(z) < Ag(x), Ve e[b—eb, A>O0.
Entao

b b
1) /g(x) dxr  convergente = /f(ac) dx  convergente

b b
2) /f(:z:) dx  divergente — /g(x)d:c divergente.
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Demonstragdo. Repare-se que 1) <= 2); basta portanto mostrarmos 1).
E claro que

b b
/ f@)dt convergente < f()dt convergente.
a b—e

xr
Mas, F(z) = f(t) dt é fungdo mondtona crescente (porque f é positiva
b—e
em [b—¢€,b] ) : com efeito, se 1 < o

T2 xr

Fla) = [ swde= [ yaee [ iz F),

b—e

>0

Do mesmo modo, z — [," _g(t)dt é crescente; como f:g(:v) dx é conver-
gente, tem-se

T b

F(z) = ’ f)dt< A glt)dt < A g(t)dt
b—e b—e b—e

e logo, F(x) é crescente e limitada. Portanto

F(z) = ' ft)dt — ’ f(t)dt < 400

b—e T—=b" Jp—e
ou seja, f: f(t)dt é convergente. m

Como consequéncia do critério de comparacao resultam os critérios
logaritmicos, expostos nas proposigoes que seguem.

6.6.2. Proposicdo. Seja f : [a,+oo[— R localmente integrdvel e positiva
numa vizinhanga de +00. Entao

+oo
f(x)ﬁ%, a>1, K>0emV(+oo) = / f(t)dt conv.
x a

LS

+oo
f) > —, a<1, K>0em V(+oo) = / f(t)dt div.
T a

Demonstracao. O resultado sai imediatamente do critério de com-
paragao, tendo presente que [ ooy /x“dx é convergente se a > 1 e di-
vergente se « < 1. m
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Pode contudo dar-se o caso de uma fungao f, positiva em V(+00), néo
ser comparavel com z® no quadro do critério precedente; por exemplo, em

+00, a funcado ] nao é O(1/x) com a > 1 e também nao é > K/z®
x log x

com « < 1. Isto conduz-nos a um critério mais refinado:
6.6.3. Proposicao. Nas condi¢des da anterior proposicao, tem-se

flz) < 2 (log 2)° a>1, em V(+o0) = /+°° f(t)dt conv.

+oo '
f(z) = T og 1™ a<1, em V(4+oo) = /a f(t)dt div.

Demonstragdo. A primitiva de 1/z (log )® vem dada por

1 _
(log z) *"" sea#1 e log(log z) se o = 1.

—a+1
Entao
+oo d 1 +oo
/ S (log )"t , conv., sea> 1.
o x(logx) —a+1 "
1

Se a < 1, como , o integral é divergente, dado que

r(log2)* = xlogx

Foo dw 400 .
= [log (log )], diverge. m
o Tlogux

Analogamente se obtém os correspondentes critérios para o ponto
impréprio a =0 :

6.6.4. Proposicao. Seja f:]0,b] — R localmente integrdvel e positiva
numa vizinhanga de 0. Entao

b
f(z) < Ea a<l, K>0, emV(0) = / f)dt conv.
i 0

b
flx)> —, a>1, K>0, emV(0) = /f(t)dt div.
0

IO&
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6.6.5. Proposicao. Nas hipdteses precedentes, tem-se

fla) < ——

b
_— 1 V() = t)dt .
< TTog 2l a>1, emV(0) /0 f@) conv

fa) > — 2

~ x|log x|’ “

b
<1, emV(0) = /f(t)dt div.
0

Finalmente, observemos que se f :]a,b] — R é localmente integravel e

b
tem um ponto impréprio em a, o integral / f(x) dz, reduz-se ao integral
a

b—a
/ f(y + a) dy, impréprio em 0, pela mudanca de varidvel © — a = y.
0

Do mesmo modo, para f : [a,b]— R, o integral impréprio em b reduz-se
0

b—a
ao integral / fb—y).(-1)dy = / f(b—1y)dy, impréprio em 0, pela
0

b—a
mudanca de varidvel b — z = y.

Do ponto de vista pratico, a analise da convergéncia ou divergéncia
dos integrais improéprios pode seguir a seguinte metodologia: seja dada
f:a, +oo[— R, localmente integravel e positiva.

Procura-se a parte principal de f : f ~ c.g (¢ #0),

9€Fioor g@) =2 (log z)” ")

)

com P(x) =ciz™ 4+ 4cpa’, v >-->7,>0, «a B¢ €R.Dado
que f = cg+ o(g), é claro que (ezercicio)

—+oo —+o0
/ f convergente <= / g convergente.
M M

Agora tem-se:

6.6.6. Proposicao.
a) Secy #0, entdo

g Va, 8.

/+Oo convergente se c¢1 <0
M divergente  se ¢1 >0
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b) Se P(x) =0, entdo

too convergente se a < —1
/ g V3.

M divergente  se o> —1

¢) Se P(x)=0ea=—-1,

/+Oo convergente se [ < —1

g
M divergente se [>-—1.

Demonstracao. Trata-se de uma consequéncia das propriedades das
fungoes logaritmica e exponencial e dos anteriores critérios de comparagao.
Veja-se a titulo de exemplo o caso ¢; < 0. Escrevendo

P(CL‘) =iz (1 F by bnx’Yn—’h)

G

com b; = =, (j = 2,...,n), é claro que o fator dentro de parénteses

a1
converge para 1 (r — +00) e portanto, para ¢; < ¢j < 0 vem

g(z) < 2% (log )P "™ | 2 € V(400).
E agora imediato ver que

2* (log z)” e1*™ = o(1/2?)

+oo

o que implica, em particular, g = O(1/2?), mostrando-se assim que / g
M

é convergente (cf. Proposigao. 6.6.2.). m

No caso de f :]0,b] — R ter um ponto impréprio em 0, procura-se a
parte principal de f : f ~ c.g (¢ # 0),

g €38o, g(x)=2a"|log I|ﬁ eP(l/m),

1 " 1\
P<—>201<_) ++cn(_) ) '71>>’7n>07
T x x

e a, 3, ¢; € R. Analogamente ao caso +o0o, tem-se agora

com
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6.6.7. Proposicao.
a) Secy #0, entdo

c convergente se c¢1 <0
| v, 6.
0 divergente  se c¢1 >0
b) Se P(x) =0, entdo
e convergente se « > —1
/ g V5.
0 divergente  se a < —1
¢) Se P(x)=0ea=—-1,
8< -1

e convergente  se
[
0

divergente se (B>-—1.

Nao sendo possivel determinar a parte principal de f deverao entao
usar-se os critérios contidos nas proposigoes de 6.6.1. a 6.6.5..

6.6.8. Exemplos.

1. Analisemos a natureza (convergéncia ou divergéncia) do integral

—+o0
/ VT dx.
0

et —1

Trata-se de um integral impréprio em +o0o e 0 e portanto a andlise da
sua natureza passa desde logo pela decomposicao

“+o0 M “+o0
Lo+l
0 0 M

Em 0, e* — 1 = z + o(x); portanto

Ve oo Ve gy 1 -1/2

ez—l_:v—i—o(:v)_x 1+o(1)Nw

eil)

M
e logo / ﬁl dx é convergente. Em +oo,
0

Va N Vv — /2,

et —1 ex
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—+oo
e / 22 dy é convergente; assim,

+oo \/—

I 7

dx é convergente.
0 e* —1

. Veja-se agora o integral

+oo 1
sin? = dz.
0 X

O integral é impréprio apenas em +o00, ja que a funcao integranda
admite uma tinica descontinuidade em = = 0 e além disso | sin?(1/z)| <
1; portanto fOM sin(1/x) dz converge (integral definido).

Em +o0,
o1 1 1 . o1 1 1 1
sin—=——40o(—|=—sm" " —=—4o0|—5 | ~—.
r oz T A z2 2

o0 1
Logo / sin? = dz é convergente.
0 X

. Finalmente, vejamos o integral

™
1
/ — dz,
0 Vsinz
impréprio em 0 e 7. Em 0 tem-se sinx = x + o(x) e portanto

(sinz)~ Y2 = 27V2 (1 + 0(1))_1/2 =2 21+ 0(1)) ~ 22,

1
dx
Logo, converge (cf. (6.6.7.)).
g /0 — ge (cf. (6.6.7.))

Em 7, fazendo a mudanga de varidvel m — x = y, vem

/7r dr 0 -1 dy —
1 Vsinz =1 y/sin(m — y) Y
dy

0 qual, como vimos, é convergente.
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6.7. Convergéncia de séries de termos positivos.

O conhecimento dos integrais impréprios vai permitir-nos, em parti-
cular, estabelecer um importante critério de convergéncia para as séries de
termos positivos. Recordemos que a nogao de série de termos positivos

o0

designa uma série Z Uy, €m que u, > 0 a partir de certa ordem, n > p.
n=0

Tenha-se ainda presente o critério de comparac¢do para esta classe de

séries (cf. (2.2.11.)):

6.7.1. Proposicao. Se Zun e Zvn sao séries de termos positivos e

tin < vn (n > p), entio

dTwun  convergente = Y u, convergente

> uy, divergente = > v, divergente.

Daqui resulta facilmente a seguinte regra para as séries de termos
positivos:

Sendo c.g(n), ¢ #0, g € Fioo, a parte principal de n — u, em 400,

E Uy converge Se e SO se E g(n) converge.

Com efeito, se u,, ~ c.g(n) em 400, tem-se ——

— ¢ > 0 e portanto,
g(n) n—-4o0o

a partir de certa ordem,

Un

g(n)

c< <

N W

. 1
¢ ou seja ic.g(n) <u, <

N W

c.g(n),

N =

e o critério de comparagao da-nos o resultado.

Consequéncia ainda do critério de comparagao é o seguinte critério,
bastante 1til na pratica e usualmente designado por critério da raiz :

6.7.2. Proposicao (Critério da raiz). Seja Y u, uma série de termos
positivos. Entao

a) lim sup YVu, <1 = Zun convergente
n—oo

b) lim sup YVu, >1 = Zun divergente.

n—oo
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Demonstragdao. Seja lim sup V/u, =a < 1; tomando a < ¢ < 1, resulta
n—oo

da definigao de limite superior que, a partir de certa ordem, n > p, se tem
W < q e logo u, < ¢". Como Y q" é convergente (série geométrica
de razéo q, 0 < ¢ < 1), o critério de comparagdo implica que Y u, é
convergente.

Sendo agora lim sup W =a > 1, de novo a caracterizagao de limite

n—oo
superior garante a existéncia de uma subsucessao “}/u,, — a > 1, e logo
existem infinitos ue, > 1; isto mostra que o termo geral da série, u,, nao
tende para 0 e portanto > u, diverge. m

OBSERVAQAO. O raciocinio utilizado na anterior proposicio permite
concluir mais geralmente que, se para alguma subsucessao

U, > 1, entao Z u, diverge.

6.7.3. Teorema (Critério do integral ). Seja f : [1,+o00[— R

uma funcdo positiva, decrescente e tal que hrf f(z) = 0. FEscreva-
T—T00

-se

Sn=Y_f(k), Tn= / f(x)dz, D, =S, —Th,.
k=0 1
Entao

a) lim D,, = D existe e € finito.
o0

b) A série Y f(n) converge se e sd se / f(x)dx é convergente.
1

c) Tem-se o sequinte desenvolvimento

S F(h) = / " f(z)dz + D+ O(f(n)). (1)

k=0

Demonstrag¢ao. Comecemos por mostrar que D,, é uma sucessao decres-
cente e limitada. Com efeito

Dn+1 -D, = n+l — Sp — (Tn-i-l - Tn) =
n+1 n+1 (2)
f(n+1)—/ f(x)d:céf(n+1)—/ f(n+1)dz=0

Por outro lado

n

n+1 k+1
Ton= [ t@de=3 [ fla)d <
k

—17F

n k+1 n
<Y [ rwmd=Y s =S,
k k=1



290 6. Desenvolvimentos Assintéticos

elogo Dypy1 = Snq1 — Tyt > Spy1 — Sn = f(n+1), donde
0< f(n+1)<Dpy1 <D, <Dy = f(1).

Isto mostra a), e b) é consequéncia imediata. Retomando (2), vem agora
n+1
0<Dy=Dun < [ fln)do— fln+1) = fln) = f(n-+1)

n

e logo
Dy = Dnyp < f(n) = f(n+p);

passando ao limite, p — oo, vem finalmente

0<D,—-D<f(n), n=12,... n

(s . 1 ‘
Corolario. A série E — € convergente se a > 1 e divergente se o < 1.
n

OBSERVAGAO. Dado que f(n) — 0 e supondo a série convergente (e
+oo
portanto [;" f convergente), tem-se

S s = [ f@ds+ D

k=1
e logo

> 4w = [ @) de+ O w). (3)

k=n+1

1
6.7.4. Exemplo. Tomemos a funcdo f(z) = —. A férmula (1) dé-nos
x

1 1 ,
ZE—logn—i-D—i—O(E). (19

k=1

Veja-se agora como é possivel melhorar (neste caso) a anterior expressao
e obter um desenvolvimento assintético com precisao o(1/n). Com efeito,
escreva-se

Entao
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e em particular Z wy, = D (cf. (1')). Logo
k=1

Z%—logn:Zwk:Zwk— Z w =D — Z wk.  (4)
k=1 k=1 k=1

k=n+1 k=n+1

Mas, desenvolvendo w,,, obtemos

1+1 1 1 1
wp = —Flog (1 - =) ~ —5=;
n & n 2n?

usando (3) e o exercicio 5., vem

> =1 Sl | 1
- > e Y g f ﬁd“()(ﬁ)_
k=n+1 k=n+1

1 n 1 1
= — o — ~ —,
2n n 2n

Logo, resulta de (4)
1 1 1
Z =1 D+ — -
;k ogn + +2n+o<n>7

em +oo. A

n

- . . . . 1
que nao é mais do que o desenvolvimento assintético de E %
k=1

constante D designa-se por constante de Euler:
D = lim il—lo n | =0.577215
= lim. A gn | =0. e

A terminar apresentamos um critério que faz intervir o comportamento
Un+1

da razao e que é usado com sucesso em certo tipo de séries de termos

Up
positivos.

6.7.5. Proposicao (Critério de Raabe). Seja > u, uma série de
termos positivos. Entao,

o) Un41 <1- Y om a >1, (n>p) = > u, convergente.
Unp, n

1
b) UZJrl >1- - (n>p = Zun divergente.
n
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Demonstragcao. Para o > 1, multiplicando membro a membro as

desigualdades Un+tl <1- @ para n > p, obtemos
Uy, n
- Q@
Upt1 < Uyp H (1 — E) = Up.
k=p
Como
2 1 2
log (1 — %) = —% — % + 0 (ﬁ) < —% — %, para k grande,

resulta que (cf. (6.7.4.))

logv, = —alogn+ C + O ( 1) (C constante).

n
- 1
Daqui sai, v, ~ e© el donde Y vy, e portanto Y uy, é convergente.

U 1 n—1
Se L > 2 — (n > p), a multiplicagio membro a membro
u n n

n
das precedentes desigualdades, dd-nos u,11 > K/n, (n > p), e logo > u,
diverge. m

Corolério 1 (Raabe). Seja Y u, uma série de termos positivos, tal que

U o 1
-l _1-Z+o (—) .
Uy, n n
Entdo > u, converge se a > 1 e diverge se a < 1.

Demonstragcao. Se o > 1, tomemos « > & > 1; entao

M_1_§_<0“5‘+0<l>)<1_9
U n n n n

a partir de certa ordem n > p, e o teorema aplica-se. Sendo «a < 1, tem-se

agora
n 1 1- 1 1
u+1:1__+( a+0<_>)21__
U, n n n n

a partir de certa ordem, e de novo o teorema dé-nos a conclusao. m
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Corolério 2. Seja Y u, uma série de termos positivos e tal que

M:l—%Jro(l). (5)

U, n

Entao se a > 0, a série alternada Y, (—1)"u,, € convergente.

Demonstracao. Bastara mostrar que u,, tende para zero e é decrescente.

De (5) resulta logo que
Un+1

Un

<1

para n > p e portanto a partir de certa ordem, wu,, é decrescente. Por outro
lado, fazendo o > & > 0, sai ainda de (5)

1
logug+1 — logur, = log <1 - % +o0 (E))

«

. -
__E+O<E> S—%, k>p, (porqué?)

Somando de & = p a n, obtemos a esquerda logu,+1 — logu, e a direita
n
1
—dz e que diverge para —oo, dado que & > 0. Logo, limlogu, = —oco

k=p
e portanto u,, — 0, como se queria. m

Corolario 3 (Critério de d’Alembert (*) ). Seja > u, uma série de
termos positivos. Entao

Un+1

a) lim sup <l= Zun convergente.

n—oo u’n,

..o u . .
b) lim inf ntl 1 — Up NGO converge para 0 = Zun div.

n— o0 Up,

OBSERVAQAO. A parte b) do coroldrio precedente pode ser refinada; assim,
Un+1

se a partir de certa ordem, n > p, > 1 entdo > u, diverge.

mn

Com efeito

u u
S > n>p, = >l = u >y,

Uy, Up

o0 que mostra que u, nio converge para 0, e portanto Y u,, diverge.

(*) Este critério é também usualmente designado por critério da razdo.
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6.7.6. Exemplos.

1. Consideremos a série de termos positivos

Zlog@i).

Procurando a parte principal do termo geral da série, obtemos

1 -1 2 2
n—1 n—1 n—1
2 + 1
= 0 .
n—1 n—1

) n+1 2 2
O ~ ~ —
& n—1 n—1 n

1
e logo Z log (n_—i—1> é divergente.
n —

Entao

k™n!

2. Tomemos a série E ——, k € R. Considerando a série dos médulos
n>1

k|"n!
S = S

n>1 n>1

e dado que néo é simples obter a parte principal de |uy,|, apliquemos
o critério de d’Alembert:

tnga| _ E"TH 41! n" L L]

lun|  (n+ 1)t T|kmn! (14 1/n)" e’

Entéo, se |k| > e a série diverge (note-se que |u,| ndo converge para
Z€ero sse U, Nao0 converge para zero). Se |k| < e, a série é absolutamente
convergente e logo convergente. Resta ver os casos k = f£e. Em
qualquer dos casos, tem-se

i1 _ €
lunl  (14+1/n)" ~

(recordemos que (1 + 1/n)" é crescente para e) pelo que |u,| e portanto
u, Nao converge para zero; em conclusao a série é absolutamente
convergente se |k| < e e divergente se |k| > e.
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3. Consideremos a série

-1
1+aw+%w2+---+(g)w"+---, a,r €R

« ala=1)--(a—n+1) L., )
com = . Esta série é usualmente desig-
n n!
nada por série do bindmio; mais tarde teremos ocasiao de a analisar.
Por agora interessa-nos saber o que se passa para x = +1, ou seja,

qual a natureza das séries

b 5@ w5 ()

n>0

E claro que paran > a+1, o termo <z) ¢ alternadamente positivo e

negativo e portanto, a série A) tem a natureza da série alternada,
S (=1)"uy,, e a série B) é da mesma natureza da série de termos

(&)} como

1+« 1+« 1
:1— :1_ +0 —
n+1 n n

positivos Y up, com u, =

a—n
n+1

Up+1
Un,

resulta que a série B) é convergente se 1+« > 1, (cf. (6.7.5.), Cor.1.)
e a série A), alternada, converge se 1 + a > 0 (cf. (6.7.5.), Cor.2.).
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FExercicios

1. Mostre as seguintes propriedades algébricas das relacoes de com-
paracao:

a) f=0(g9) e g=0(h) = f=0(h) emug;
b) f=olg) e g=0(h) = f=o(h) emzg;
¢) o(f) +o(f) = o(f) em .

d) o(f1).-0(f2) = o(f1.f2) em ag .

2. Seja g > 0 em [xg, 2z + €[

a) Mostre, com um exemplo, que em :C(J{ ,

f=0(g) ndoimplica e/ = O(e9)

Do mesmo modo, f ~ g no implica e/ ~ e9.

b) Se lim+ g(x) = +00, mostre que

IHIO

f:o(g) ES efZO(e(sg), Vo > 0.
Dé um contra-exemplo em que a implicagdo nao se verifica, no
caso em que g é limitada em [zg,zo + €.

b) Se lim+ g(x) = +00, mostre que

IHIO
fr~eg, ¢c#£0, = log|f| ~logyg.
Mostre que f = o(g) nao implica log|f| = o (log g).

3. Sejam f e g fungoes localmente integraveis em [z, zg+€[, com zg € R,
e suponha-se que g(x) > 0 em [xg, xo + €[. Mostre que

f=o(g) emxd :>/x:f(t)dt_0</;g(t)dt>.

Utilize este resultado para obter um desenvolvimento a trés termos das
fungoes arcsin x, arccos x e arctanx em 0.

Sug: Obtenha um desenvolvimento da derivada de cada uma das
funcgaes.
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4. Sejam f e g fungdes localmente soméveis em [a,+oo| e suponha-se
g > 0 neste intervalo.

a) Se f:oo f = 400, entdo em V(+00) tem-se

i) f=olg) = /:f—0</azg>,
i) f~g = /:fN/;g-

b) Sendo f:oo f convergente, entdo em V(400) tem-se

i) f=olg) = /:Oof—0</:oog),

i) f~g = /:OOJ“N/:OOQ-

5. Correspondente resultado para as séries. Sejam u, e v, 0s termos
gerais de duas séries e v,, > 0.

a) Se Y vy, diverge, entdo
i) up=o(vy,) = Zuk =o <ka> ;
k=1 k=1

n n
1) Up ~ v, = E U ~ E Vg
k=1 k=1

b) Se > v, converge, entao

1) up,=o0(v,) = Zuk =o0 <ka> ;
k=n

k=n
o0 o0
1) Up ~ U, = Zuk ~ ka.
k=n k=n

6. Obtenha um desenvolvimento a trés termos das seguintes fungoes, nos
pontos considerados:

a) v emxog=1; b)sin(x+1).sin(x+2) emzyg=-1;
¢) logv/7r —2 emxzp=1; d)tan(sinh3z) em zo=0.
7. Obtenha um desenvolvimento assintético a trés termos da fungao

fl@y=2""", em 4+ cc.
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8. Obtenha o desenvolvimento assintético de Mac-Laurin com precisao

o(x?) das seguintes fungoes:

a) V1+2z—a2—+\/1-3z+a3; b) V1 — 3w cos2x ;

€T

et —1°

¢) arctan (sinx) ; d)

9. Determine os seguintes limites:

V1+2tanz — e® + z2

a) lim - -
z—0 arcsinz — sinx
2
arctan x 1 z
i T
. —x
b) lim

z—0 1
log ( + x) —2x
1—2z

1
c) il_)m2 (V3= +log(z/2)) "2

1
log (14 z) + isinh:c2 —x

lim .
z—0 /14 tanx — /1 +sinz

e) lim <\/E -3 log a:> :

) lim (\5/£C5+£L'4—\5/£L'5—£L'4).

r——+00

g) lim [(g - x) tan:z:} o .

T —
I—)z

10. Estude a convergéncia dos seguintes integrais:

+oo I2 +oo
a) / dz ; b) / 210e=%/100 gy :
0 0

xt+1
4o 2.2 “+o00 1
¢) / =l d) / Z 08 s

11. Para que valores de s e ¢t é convergente o integral

“+oo s—1
/ S
0 1 + .Tt

(sol: 2)

(sol: =7/4)

(sol: e~ /%)

(sol: 4/3)
(sol: eﬁ)
(sol: 2/5)

(sol: 1)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Estude a natureza dos seguintes integrais impréprios:

A X
a)/ (x—j)(A—:v) (0<a< A);
b) /A\/% 0<a<A);
A
c)/a (In_;ia;(n_l)/n (n>1, 0<a<A).

Mostre, integrando por partes, que o integral

+oo :
t t
/ sin &t
o 1412

é convergente.

(Constate que se trata de um integral de Dirichlet convergente).

Estude a natureza do integral

/2
/ log (sin z) dx.
0
Prove que, se > a, € > b, sdo duas séries convergentes de termos

positivos, entao E v/ anby, é convergente.

Seja > a, uma série de termos positivos convergente. Mostre que

a) > ak é convergente, Vk € N;

1
b) Z n: a, é convergente.

Seja > a, uma série de termos positivos convergente. Mostre que
Ja
Z —pn converge se p > 1/2.
n

Dé um contra-exemplo para p = 1/2.
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18. Estude a natureza das seguintes séries:

1 2 n 3n+1
@) Z 3nv/n i 0) Z 27;—\1{; o Z(_1)7171(77,:‘_1-1) ;

n

DY oy () (Y

g) Zl+\/§+”'+\/ﬁ; h)Z[sin(g—l-nﬂ')r.

nZ+1

19. Mostre que as séries

log(n+1)—logn 1 "
Y B s)

sao convergentes.
20. Diga para que valores de a,b € R, a série

Z logn + alog(n+ 1)+ blog (n +2)

n>1
é convergente.

21. Seja > a, uma série de termos positivos. Mostre que, se o conjunto
dos termos da sucessao /a, tiver um ponto de acumulagao maior do
que 1, a série Y a,, diverge.

22. Estude a natureza das seguintes séries:

1.3, .(2n4+1)
V2T s s

) Y (5

— se n par

¢) Ya, com a,= on
se n impar
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23. Sejam p,q € N, p > q e consideremos

pn n k+1
1 (-1)
Tn= ) o Sm=)
k=gn+1 k=1

a) Use o teorema 6.7.3. para mostrar que lim z,, = log (p/q).

b) Fazendo ¢=1 e p = 2, mostre (por inducdo) que Sz, = xy,.
Conclua que

o -1 n+1
Z L = log2.
n=1 n

24. Utilize o teorema 6.7.3. para mostrar

~ 1 1
Z —1oglogn+A+O( >
Pt k logk n logn

Melhore o anterior resultado e obtenha um desenvolvimento com
precisao o (1/(n logn)).

25. No espirito do precedente exercicio, mostre agora que
1 nl=-1 1 1
== - — R\ {1}.
g—lks 1 +§(s)+2ns+o(ns>, seR\ {1}

A aplicagao

diz-se a fungao zeta de Riemann.
26. Diga para que valores reais de = a série

ad 1 1\ sinnz
{14+ 4=
2 n n

n=1

é convergente.

_1)n+1

o0
27. Demonstre que o produto de Cauchy da série Z ( por si
=0

n+1
prépria, é a série

= (=1)nHt 1 1
S (o).
—~ n+1 2 n

Mostre que esta é uma série convergente.
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28. Mostre o seguinte critério de Raabe generalizado:

Se > uy, é uma série de termos positivos, entao

n 1
a) Uu+1 Sl_ﬁ_nl((j)égn’ a>1, (n>p) = E Uy, CONV.
Up+1 1 1 .
b >1—-—-— > E n div.
) Uy n  nlogn (nzp) = tn QY

Sug. Utilize a demonstragao do critério de Raabe e o exerc. 24.

29.
a) Seja Y u, uma série de termos positivos tal que
Unpr ™ Hpn™ Tt 4

Un, nm 4 gnmt 4 .. (m=>1)

Use os critérios de Raabe para mostrar que Y, u,, converge se e s6
seq—p>1.

b) Aplique o resultado & andlise completa da natureza das séries

4) 2;(3>,

B) 1+gé+a(a+l)ﬁ(5+l)

1~ 12 ~y(y+1)

4+ a,B,7v€ER

(série hipergeométrica)
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Sucessoes e Séries de Funcoes

7.1. Convergéncia pontual e uniforme.

Consideremos uma sucessao de fungoes, (f,), fn: D — R, D C R.

7.1.1. Definicao. Diz-se que a sucessio de funcoes (f,) converge em
x € D, se a sucessao numérica (fn(x)) é convergente. Diz-se que a sucessGo
de fungoes (f,) converge pontualmente em D, se (f,(x)) converge para
todo x € D; neste caso, a fungio f:D — R, f(x) :nlingo fnl(x), diz-se a

funcao limite e escreve-se nhﬁngo =1

7.1.2. Exemplos.

1. Considere-se a sucessao de fungoes

fn:R—>R7 fn(CC) =

S 38

E claro que f, — f=
n—oo

pontualmente em R. 4

Figura 7.1
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Tomemos agora a sucessao

0.8
fo i [0,1] = R, falz) =2
Neste caso, o limite pontual é 0-6
a funcao :
0 € [0,1] o
se T ,
f(x)_{l se x=1.

Figura 7.2
Repare-se que, embora as fungoes f,, sejam continuas em [0, 1], a fungéo
limite, f, é descontinua em x = 1. Adiante, analisaremos mais em

profundidade este ponto.

3. Para a sucessao de funcgoes, f,(z) = 2nx (1 —x)", = € [0,1],

0.8
0.6
0.4

0.2

/

sem dificuldade se vé que a fungao limite é a funcao nula, f = 0;

notemos que o maximo de cada uma das funcgoes f, é tomado em
1

n+1

Figura 7.3

e o seu valor,

1 2n n " 2
fn = - —.
n+1 n+1\n+1 e

Ty =
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7.1.3. Definicao. Dada uma sucessio de fungoes un:D — R, (tn)neNg,
chama-se série de fungdes de termo geral u, ao par ((u,), (Sn)), em que

representa a sucessio de funcoes das somas parciais. Tal como para as
o0 o0

séries numeéricas, a série de funcgoes € representada por E U, E Uy OU
n=0 n=1

sitmplesmente E Uy -

Diz-se que a série de fungoes, E Uy, converge no ponto x € D se a série

numeérica g un(x) for convergente; sendo, diz-se divergente. Diz-se que

a série de funcoes, Zun, converge pontualmente em D se Zun(x) for
convergente Yx € D; neste caso, fica definida a fun¢do soma

u:D—R, u(z)= Zun(:zr), € D.

Enfim, diz-se que Zun converge absolutamente em D se Zun(:c) con-
vergir absolutamente, Vx € D.

7.1.4. Exemplos.

1. A conhecida série geométrica

Zx"zl+x+x2+~-~+x"+~-~, x €] —1,1],
n>0

é uma série de fungdes convergindo pontualmente e absolutamente em

] —1,1] para u(x) = T

2. A série de fungoes

Z smTE;m:)

n>1

converge absolutamente em R, dado que

sin(na)| L Gie R (e (6.7.1)).

b)
n n?2
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7.1.5. Convergéncia uniforme.

Foi ja notado (cf. (7.1.2.)) que a convergéncia pontual de uma sucessao
de fungbes ndo conserva a continuidade, isto é, se (f,) é uma sucessao
de fungoes continuas em D convergindo (pontualmente) para f, esta nao
é necessariamente continua em D. Mais adiante veremos também que,
se (fn) é uma sucessdo de fungdes integraveis num intervalo [a,b], a
funcao limite pontual, f : [a,b] — R, ndo é forcosamente integravel e
se o for nao se tem necessariamente: lim f: fo(z)dx = f; f(x)dx. A
convergéncia pontual é pois uma nogao “fraca” de convergéncia que nao
garante a conservacao na passagem ao limite (n — oo0) de um certo
numero de importantes propriedades topoldgicas e analiticas (continuidade,
integabilidade, etc); isto leva-nos a introduzir o conceito de convergéncia
uniforme, caso particular (e por consequéncia, nogao “mais forte”) de
convergéncia pontual.

Seja (fr) uma sucessao de fungdes f,,: D — R convergindo pontual-
mente para f : D — R. Entdo, f,(z) e f(z), para cada = € D, e
logo

V6>0, 3IN : n>N = |f(x) — f(x)] < ¢

em que N = N(§,z) é um ntmero que depende de § (o que é natural)
mas também de x € D. Se for possivel encontrar uma ordem N € N
independente de x, tal que n > N = |f,(x) — f(z)| < 0, entdo a
convergéncia de (f,,) dir-se-4 uniforme. Mais precisamente:

7.1.6. Defini¢ao. Diz-se que a sucessao de funcgées (fn) converge
uniformemente em D para f, se

V6>0, 3N : n>N = |fu(z) - f(z)]| <9, VzeD,
ou seja

V6>0, 3N : n>N = sup|fu(z) — f(z)| <.
z€D

Logo, fr, — [ uniformemente em D, se e s6 se
n—oo

lim sup |fu(e) - f(2)] = 0.

n—= zeD
A figura seguinte representa geometricamente a nocao de convergéncia

uniforme. Se f,, — f uniformemente, a partir de certa ordem, n > N,
o gréfico de f, ficara situado na banda compreendida entre os graficos de

fl@)—0de f(x)+94.
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Figura 7.4

7.1.7. Exemplos.

1. Retomemos o exemplo, f,(z) = 2™, x € [0, 1]; vimos j& que, pontual-
mente,

fn(x) N f(x)7 f(x) _ {O se x € [0,1[

1 se xr=1.

Tem-se, para todo n € N

sup |fn(z) — f(z)] = sup 2" =1,
z€[0,1] z€[0,1]

que claramente ndo converge para 0 (n — 00); a convergéncia f, — f
nao é uniforme.

2. Se as fungdes, f,(z) = z", sdo definidas em [0,a] com 0 < a < 1, a
sucessao de fungoes f, serd ai uniformemente convergente, dado que

sup |fn(z) — f(z)| = sup 2" =a" — 0.
z€(0,a] z€[0,a]

3. Consideremos agora

folx)=a+ = z € 0,1].
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E claro que pontualmente, f,, — f, f(z) = z; como
n—oo

T 1
sup [fu(@) = f(@)] = sup | 2| =~ — 0,
z€[0,1] z€l0,1] ' T n n—oo

a convergeéncia € uniforme.

4. Finalmente, vejamos o que se passa com o exemplo atras apresentado
(cf.(7.1.2.),(3.))

fn:0,1] — R, fu(z) =2nz (1 —2)".

A funcao limite pontual é a func¢do nula e, como fora assinalado,

xil[g,)u |fn(z) — f(2)] = max, fn(z) =

1 1 n " 2
= fn =2n—— | —— — —,
n+1 n+l1\n+1 e

0 que mostra que a convergéncia nao é uniforme.

O resultado seguinte estabelece uma condigao necessaria e suficiente de
convergéncia uniforme para as sucessoes de funcoes (condi¢do de Cauchy
para a convergéncia uniforme).

7.1.8. Proposigao. A sucessio de funcées f, : D — R converge
uniformemente em D se e so se

¥§>0, 3N : n,m>N = sup |fu(z) — fi(x)] <. (1)
zeD

Demonstragao. Condicao necessaria : f,, — f uniformemente em D.
Entao

V6§ >0, IN : n>N = sup|fu(z)— f(z)] <d/2
xeD

e logo

n,m >N = sup |fn(z) — fin(2)] <
xeD

< sup |fo(x) — f(z)| 4+ sup |f(x) — fm(x)] < §/2+6/2=14.
x€D zeD
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Condigao suficiente : a sucessdo de fungoes (f,) satisfaz (1). Daqui resulta

que, para todo x € D, a sucessdo (fp(x)) é uma sucessdo de Cauchy e

portanto existe lim f,(x) = f(z). Por outro lado, dado ¢ > 0 qualquer,
n—oo

tem-se por (1) que
|fn(z) = f(2z)| <6, VYxeD, n,m>N;
fixando n > N e passando ao limite m — oo, tem-se
[Fa@) —~ f@)] = lim |fu(@) ~ fu(@)| <5, VzeD, n>N,
0 que mostra que a convergéncia é uniforme. m

As nocoes atrds apresentadas sobre a convergéncia uniforme de
sucessoes de fungoes estendem-se naturalmente as séries de fungoes.

7.1.9. Definicdo. Diz-se que a série de fungdes Y u, converge uniforme-
mente em D, se a sucessao das somas parciais, Sy, = ug+---+uy, converge
uniformemente em D.

Da precedente proposicao resulta que > u, é uniformemete conver-
gente se e s6 se

V6>0,dIN:n>N —

| Sntk(®) = Sn(2) |=] tng1 (@) + - + untr(z) [< 6,
Ve e D, Vk € N.

7.1.10. Teorema (Critério de Weierstrass para a convergén-
cia uniforme). Seja y  up, un,: D — R, uma série de fungoes; suponha-
se que a partir de certa ordem, n > p, se tem

lun(2)] < an, VYxe D.
Se a série de termos positivos Y a, for convergente, entéo Y un € uni-
formemente convergente em D.

Demonstragao. Seja A, = ag + -+ + a, a sucessao das somas parciais
de Y an, e S, = up+ -+ + u, a sucessdo das somas parciais da série de
fungodes Y u,. Vimos que (S;,) converge uniformemente sse

¥6>0, IN : n>N =
[Sntk(x) — Sp(x)| <d, VYaxeD, VkeN.
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Mas, (podemos evidentemente escolher N > p)

[Sn4k(2) = Sn ()| = [tnt1(z) + - + Unpi()] <
< funsr(@)] -+ |ungr(@)| <
SanJrl + -t Antk :AnJrk _An-

Como Y a, é convergente, vem|A, 1 — A,| <dsen > N eVk €N, o que
conclui a demonstracao. m

As séries de Dirichlet, Y sin(nz)/n e > cos(nz)/n, convergem uni-
formemente em R.. Isto é consequéncia imediata do resultado seguinte, que
nao é mais do que uma extensao, aplicada agora & convergéncia uniforme,
do teorema 2.2.16.. Deixamos ao leitor o cuidado da demonstragao, similar
a do teorema 2.2.16..

7.1.11. Proposicao (Abel, Dirichlet). Seja > u, uma série de fungoes
definidas em D C R e cuja sucessdo das somas parciais, Sy, = ug~+- - -+ Uy,
¢ uniformemente limitada, i.e., |Sp(x)] < M, Ve € D. Seja v, uma
sucessao de fungoes tal que vny1(z) < vy(x), Vo € D, ¥n, e convergindo
uniformemente para 0 em D. Entdo, Y u,v, € uniformemente convergente
em D.

7.2. Séries de poténcias.
Designam-se por séries de poténcias, as séries de fungoes
Zan(x —xz0)", an €R, 29 €R.
Faremos o estudo para Y a,z™ (xg = 0), transferindo em seguida os

resultados para o caso geral, > an(z — x¢)", por uma simples mudanca
de varidvel: y = x — xg.

Consideremos entao a série de poténcias

E ant™ = ag + a1z + agx® + - -.
n>0

Aplicando o critério da raiz a Y |a,x™|, vem (cf. (6.7.2.))
lim {/|ap2™| = |z| lim {/|a,] <1 == Y a,2™ abs. conv.,

lim {/|ap2™| = |z| lim {/|a,] >1 == Y a,2™ divergente.
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Escrevendo

1 R=+oc0 se lim {/|a,| =0
R:

lim

n

|an|, R=0 se lim {/|an| = +oo

podemos concluir :

7.2.1. Teorema. Para a série de poténcias > an(x — o)™, tem-se:
Stan(z —xz0)™ € abs. conv. se x €]rg— R,x0+ R|,
Stan(x —xz)" € divergente se x € R\ [z9— R,z0+ R].

Nos pontos x = xg £ R, s0 o estudo direto da série permite concluir da
convergéncia ou divergéncia. R diz-se o raio de convergéncia da série
de poténcias e o intervalo Jxg — R,xo + R[ designa-se por intervalo de
CONVETgENCia.

. An+1 . .. . . . ~
Dado que lim ’ = lim {/|ay|, se existir o primeiro limite, entéo
Qn
R = lim , caso exista este limite.
n—00 | Q41

Convergéncia uniforme nas séries de poténcias.

Utilizando o critério de Weierstrass, facilmente vemos que ) a,, 2™ con-
verge uniformemente em [, 5] se Y apz™ for absolutamente convergente
em « e em (3; com efeito, se z € [a, §],

|ana"| < lan| (la[" +16]")

e portanto a série de poténcias ) a,z™ é uniformemente convergente em
todo o intervalo compacto [, 3] contido no intervalo de convergéncia
absoluta, | — R, R[. Este resultado serd, todavia, melhorado por um teorema
devido a Abel. Mostremos entretanto a seguinte

7.2.2. Proposicao. Seja f, : D — R uma sucessao de fungoes
convergindo uniformemente para f : D — R. Se p : E — R € tal que
o(E) C D, entao fnop : E — R converge uniformemente (em E) para
foep.

Do mesmo modo, se Y fn € uniformemente convergente em D, entdo
> fnop € uniformemente convergente em E.
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Demonstragao. Se f, — f uniformemente em D, tem-se
V6>0, 3IN : n>N = |f,(z) — f(x)] <d, VxeD,

e logo

|fa(e(t) = flp)| <6, VteE.

Portanto, f, o ¢ — f o ¢ uniformemente em E. m

7.2.3. Teorema de Abel. Se a série de poténcias Y a,x™ converge

nos extremos de um intervalo [, 5] (mesmo simplesmente), entao converge
uniformemente em [«, 3].

Demonstragao. Suponha-se a < 3; observemos desde logo que o intervalo
[a, (] esté contido no intervalo [0, 3] ou [a, 0], ou entdo [«, 8] = [a, 0]U[0, 5]
(se & < 0 < ). Basta portanto fazer a demonstracao do teorema para
[, 8] = [0,p] (p > 0) j& que, > an,z™ é uniformememte convergente em
[—p,0] sse > (—1)"a,t™ é uniformemente convergente em [0, p] (faga-se a
mudanga de varidvel x = —t e aplique-se a proposigao anterior). Enfim,
podemos ainda reduzir a demonstragéo no intervalo [0, p] ao intervalo [0, 1],
considerando a mudanga de varidvel t = x/p e aplicando de novo a anterior
proposicao.

Admita-se pois que Y a,z™ é convergente para x = 1, isto é, > a, é uma
série convergente. Sejam S, (z) as somas parciais de Y an,z™ e Sp(1) as
somas parciais de Y a,. Da hipétese, resulta que

V6>0, AN : n>N —
[Sn+k(1) = Sp(1)| = |ant1 + -+ + antx| <06, Vk € N.

Como z € [0,1], 2™ decresce: z"*! > z"+2 > ... > 2"*F e o mesmo
raciocinio algébrico usado em 2.2.16., dad-nos agora

|ant12™ ! + appoz™ T2 4 4 an+k:c"+k} < ot <4,

ou seja

¥é6>0, AN : n>N =
[Snir(z) — Sp(z)| <6, Vrel0,1], VkeN.

Logo (cf. (7.1.9.)), > ana™ converge uniformemente em [0, 1]. m
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7.2.4. Exemplos.

1. Considere-se a série de poténcias, E —. Tem-se

n>1
1
R= lim — lim | '_1
n—00 | Gp41 n—oo n

e logo, a série converge absolutamente se x €]—1, 1 e diverge se |z| > 1.
Resta-nos os pontos ¢ = +1. Se = = 1, obtemos a série harmonica,

1
E —, que é divergente; para x = —1, obtém-se a série alternada,
n

-1 Lo ~
E ( , série simplesmente convergente. Em conclusao:
n

sex €] —1,1], a série é absolutamente convergente;
se x = —1, a série é simplesmente convergente;
se x €] — 00, —1[U[1,+o0], a série é divergente;

a série é uniformemente convergente em todo o intervalo [—1,1—¢]
(Abel).

2. A série E — ¢ absolutamente convergente em toda a reta, ja que
n!
n>0

R = lim

n—oo

= lim = +00

n—oo

Gpt1 n!

A série é uniformemente convergente em todo o intervalo compacto de

R.

3. Consideremos, enfim, a série

1
= n par
Zanx", com a, = on
n Z.
————— n impar
1—3n) P
Neste caso, embora nao tenha limite, tem-se, seguindo a
An+41
definigao geral:
1 1
R = = 9

max{0,1/9}

lim {/|a,|
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e a série converge absolutamente para |z| < 9 e diverge para |z| > 9;
para x = £9, a série torna-se Y _ a,(+9)" e, para n {mpar,

" o n? _ 1
an(£9)"| = (1_3n)2.9— (3—1/n)2'921'

Logo, a série diverge (cf. (6.7.2.), Obs.) nos extremos do intervalo de
convergéncia. De novo o teorema de Abel permite concluir que a série
converge uniformemente em todo o intervalo [-9 +¢€,9 — €], € > 0.

7.3. Integracao e derivacao termo a termo.

Tomemos de novo a sucessao de fungoes fn(x) = 2™, = € [0,1], em
que f, — f =0 pontualmente. Vemos que

lim ( lim fn(ac)) =0 enquanto lim (lim fn(x)) =1

r—1 \n—oo n—oo \z—1

Portanto, neste caso (em que a convergéncia nao é uniforme), verifica-se

lim ( lim fn(:zr)) # lim (lim fn(:c)) .

r—1 \n—oo n—oo \r—1

Sendo a convergéncia uniforme, tem-se

7.3.1. Teorema. Seja fn:D — R uma sucessio de fungoes convergindo
uniformemente para f:D — R. Se a € D (emR) e se para cada n € N
existe lim f,(z) = L,, € R, entao

r—a

a) Existe lim L, =L e R.

n—oo

b) Tem-se lim f(x) = L;

isto €,
lim [nm fn(x)} — lim {lim fn(:c)}

desde que existam os limites (finitos) dentro dos parénteses retos e o
segundo seja uniforme.

Demonstracdo. Faca-se a demonstracdo para a € R (se a = +o0 a
demonstracao é semelhante). Para mostrar que (L,) é convergente para L
basta-nos ver que (L,) é de Cauchy. Como f,, — f uniformemente em D,
entao (fy) é uniformemente de Cauchy (cf. (7.1.8.)) e logo, dado § > 0,
existe N € N tal que

m,n >N = |fn(z) — fu(z)| <46, VreD.
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Fixados m,n > N, como L,, = lim f,(x) e L, = lim f,(z), tem-se

Ln = Lal = i |fa(2) = fa(@)] <

pelo que (L) é de Cauchy e logo convergente : L, — L € R.

Mostremos agora que L é o limite quando x — a de f, com f = lim f,
n—oo

uniforme. Dado um qualquer § > 0, existe n € N tal que
n>N = |[L—L,| <d/3 e |fu(x)— f(x)] <d/3 (Vx € D).

Fixando um n > N, como lim f,(x) = L,, existe € > 0 tal que

x €D, lr—a|<e = |fulx) — Ly| < d/3;

logo, se z € D e |x — a| < ¢, tem-se

|f(x) = L| < |f (@) = fa(2)| + | falz) = Lol + [Ln — L]
<3/3+46/3+6/3=0.m

Corolario 1. Seja g fn uma série de fungoes convergindo uniformemente
n

para f em D. Se a € D (emR) e se para cada n € N eziste lim f,(x) =

r—a

L, € R, entao E L,, converge e tem-se E L, = lim f(z), isto é
r—a
n n

tim [Z M@] =3 [ fute)

n

se g fn converge uniformemente.

n

A demonstragao é imediata, bastando aplicar o teorema a sucessao das
somas parciais.

Corolario 2. Seja f,:D — R uma sucessio de fungdes que converge
uniformemente para f:D — R. Se as funcoes f, sao continuas em a € D,
entao f € continua em a. E analogamente para as séries.

Demonstracao. Basta observar que

lim f(z) = lim [lim fn(:v)} = lim [lim fn(:v)} =

r—a r—a Ln—00 n—oo Lr—a

nlLIr;O fu(a) = f(a). =
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Exprime-se o anterior resultado dizendo que a continuidade das
funcoes conserva-se na passagem ao limite uniforme.

OBSERVAQAO. Para uma sucessao de funcoes continuas f,, cujo limite
(pontual) f néo é fungdo continua nalgum ponto, podemos concluir que a
convergéncia nio ¢ uniforme. E o caso, por exemplo, da sucessao fulz) =
0 zel0,1] o 6
1 z=1 ’
fungéo continua (em z = 1). Logo, f, nao converge uniformemente para
f, confirmando o que ja tinhamos provado usando diretamente a defini¢ao
(cf. (7.1.7.))

2", x € [0, 1], fungdes continuas cujo limite, f(z) = {

Integracao termo a termo.
Considere-se a seguinte sucessao de fungoes:

fo i [0,1] — R, fu(z) = nwe ™,

claramente que f, — f = 0 e, naturalmente, fol f(x)dz = 0. Mas,

1 1
1 1 1 1

fo(x)dz = / naze " dy = —= [e*"zz} =———e " — -

0 0 2 0 2 2 n—oo 2

e assim

n—oo

lim fn d:v;é/ hm fulx ) .

Porém,

7.3.2. Teorema (Passagem ao limite sob o sinal de integral).
Seja fn 2 [a,b] — R uma sucessao de fungdes integrdveis que converge
uniformemente para f:la,b] — R. Entdo, f € integrdvel e tem-se

b b
/f( )dz = lim fn()

n—oo

Demonstragao. Sejam D, e D os conjuntos dos pontos de descon-
tinuidade de f, e f, respetivamente. Se x é um ponto de continuidade
de todas as f,, entdo x é ponto de continuidade de f (cf. (7.3.1.)) e por-
tanto D C |J D,,; como D,, tem medida nula (f,, é integravel) entdo D tem
medida nula.
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Por outro lado, como f, — f, (n — o) uniformemente, dado § > 0, existe
N € N tal que

n>N = |fu(z) — f(z)| < Vz € [a,b]. (1)

b—a’

Fixando ng > N, como f,, é limitada resulta que f é limitada, dado que

[f @) < [f(@) = fao (@) + [fno ()] < + | fno(@)], V€ [a,b].

(b—a)

Assim, f é limitada e D tem medida nula, concluindo-se entdao que f é
integravel em [a, b]. Finalmente, para n > N, tira-se de (1) :

/abf(x) dz — /ab Folz) da

b
< [15@) = @) do < (b - a) = =5,

b
/XﬂMM—nmmxg

ou seja,

b b
/ fo(x)dx — f(x)dz. m

n—oo
O correspondente resultado para as séries é agora imediato:

Corolario. Sejam f,:[a,b] — R fungdes integrdveis, termo geral de uma

série, g fn, uniformemente convergente. Entao a sua soma € integrdvel

[(ze)-2]

Poder-se-ia esperar um resultado semelhante para a derivagao: uma
sucessao f, de funcgoes derivaveis convergindo uniformemente para uma
fungéo derivével f, deveria implicar que a sucessao de fungdes f/ conver-
gisse para f’. Tal ndo é (de modo nenhum) o caso:

n
e tem-se

- sin(nx .
Contra-exemplo. A sucessao, f,(z) = ( ), converge uniformemente
n

em R para a funcdo f = 0; contudo, a sucessdo das derivadas, f/(z) =
cos(nx), nem sequer converge pontualmente em nenhum intervalo da reta.

A derivagao termo a termo de uma sucessao de funcoes exige hipéteses
muito mais fortes, ndo se conseguindo, mesmo assim, garantir a con-
vergéncia da sucessao das derivadas. Eis o resultado:
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7.3.3. Teorema. Seja f,: 1 — R uma sucessao de fungoes derivdveis
num intervalo limitado, I C R. Se para um certo ¢ € I a sucessao
numérica (fn(c)) € convergente e se a sucessio das fungoes derivadas, (f),),
€ uniformemente convergente para uma funcdo g em I, entdo a sucessao
(fn) converge uniformemente em I para uma fungdo f derivdvel, tal que

=g

Demonstragcao. Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange a
funcao f,, — fn, tem-se, para todo = € I,

fm(@) = ful(@) = fin(c) = ful0) + (x — ¢) [f1.(d) — f1(d)], (1)

com d entre x e ¢. Mas (f},), sendo uniformemente convergente, é unifor-
memente de Cauchy e portanto, dado um qualquer § > 0, existe N € N
tal que, para m,n > N se tem |f, (x)— f,(x)] < §/2/I|, Vo € I,
representando |I| a amplitude do intervalo I; por outro lado, como (f,(c))
é convergente e logo de Cauchy, tem-se também |f,(c) — fn(c)] < §/2,
m,n > N. Entdo, para m,n > N e para todo o z € I, resulta de (1)

|fm(@) = fa(@)] < |fimle) = fa(O)| + (@ — ) [f1.(d) — fr(d)]] <
<§/2 4 |11.6/2/I] =6,

o que mostra que (f,) é uniformemente de Cauchy e portanto uniforme-

mente convergente em I.

Represente-se por f(z) = lim f,(z) o limite pontual de (f,,). Escrevendo
n—oo

de novo a igualdade (1), agora com zy em lugar de ¢, tem-se para todo

T # xo:

Jm(2) = fn(0) _ fn(x) = fu(x0)

r — X T — X0

= fm(&) = f1(9)

com £ entre x e xg; esta igualdade mostra-nos que a sucessao de fungoes

¢ uniformemente de Cauchy em I — {zo} e logo
r — X

f(@) = f(zo)

T — X0

uniformemente convergente para h(z) = . O teorema 7.3.1.

permite-nos agora escrever

lim [hm hn(a:)} — lim {hm hn(:z:)],

r—x Ln—o0 n—oo |z—xo
fr (o)
ou seja
i L) = SG0)
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Como zy é qualquer em I, concluimos que f é derivdvelem I e f' =g. m

OBSERVACQAO. O precedente teorema é sobretudo um resultado de primi-
tivagao termo a termo e pode ser reformulado do seguinte modo:

Se uma sucessdo de funcgoes fp, primitivdveis num intervalo limitado
I C R, € uniformemente convergente em I para uma funcdo f, entdo uma
sucessao de primitivas, F, = Pf,, converge uniformemente em I para uma
primitiva F' = Pf, caso Pf, convirja nalgum ponto c € I.

O anterior teorema é trivialmente adaptavel as séries de funcoes:

Corolario 1. Seja an uma série de funcdes derivdveis no intervalo
n
limitado I C R tal que an(c) € convergente para algum ¢ € I. Se a
n

série E Il € uniformemente convergente em I para uma fungdo g, entdo

n

E fn € uniformemente convergente em I e a sua soma € uma funcgao f

n
derivdvel tal que f' = g.

OBSERVAQAO. Tal como para as sucessoes, o anterior corolario pode ser
reformulado. Assim:

Se uma série E fn de funcoes primitivaveis num intervalo limitado

n
I C R € uniformemente convergente em I para uma fungdo f, entdo a série

de primitivas, g Pf,, converge uniformemente em I para uma primitiva

n
F=Pf, caso Z Pf, convirja nalgum ponto c € I.

n

Corolario 2. Considere-se a série de poténcias E an,x" e a série
n>0

E nanz" ! que se obtém formalmente da anterior derivando termo a
n>1
termo. Entdo:

a) As duas séries de poténcias tém o mesmo raio de convergéncia, R.
b) Se R >0, a funcdo f(z) = Z anx™ € derivdvel em | — R, R[ e tem-se

n>0

f'(@) = na,a""', Vr €] - R,R[.

n>1
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Demonstragao. Dado que uma série de poténcias converge uniforme-
mente em todo o intervalo compacto contido em | — R, R[, o corolério sai

imediatamente do teorema se tivermos mostrado a).

L é claro que R’ é

Se for R’ o raio de convergéncia da série E napx™"
n>1
ainda o raio de convergéncia da série x. E napz” "t = E na,x"; entao

n>1 n>0

1

1
— =— =R =
lim {/n|a,| lm {/|a,]

R =

OBSERVAQOES. 1. O anterior coroldrio mostra & evidéncia como as
séries de poténcias sao séries de funcoes particularmente bem comportadas;
no interior do intervalo de convergéncia, as séries de poténcias sao nao
s6 primitivdveis termo a termo mas também deriviveis (!) termo a
termo. Estas propriedades sao especialmente importantes na pratica; é
o que veremos mais adiante, quando tivermos que desenvolver em série de
poténcias uma importante classe de fungoes: as funcoes analiticas.

2. O corolério estende-se naturalmente ao caso geral das séries de poténcias

Z an(x — x0)".

n>0

7.3.4. Aplicagao as séries repetidas.

7.3.5. Definicdo. Chama-se sucessdo dupla e representa-se por (unm),
a uma aplicagao (n,m) € N x N — up,, € R.

Dada a sucessdo dupla (unm), para cada n fica definida a sucessao
M — Unpm, € & correspondente série E Unm; do mesmo modo, cada m € N

m

determina a série E Unm. Admitindo que estas séries sdo convergentes,

n

ficam agora definidas as sucessoes n — E Upm € M — E Upm- AS

m n
correspondentes séries designam-se por séries repetidas e representam-se

por
Do\ | e DD wam
n m m n
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Distribuindo os termos da sucessdo dupla () no quadro seguinte,

a soma da n-ésima linha é E Unm € da m-ésima coluna E T

m n
U1 U2 U113 - Uim
U21 U22 U223 - U2m
U3z1 U2 U3z - U3m
Un1 Un2 Un3 Tt Unm

A questao que agora se coloca é a seguinte:

Problema. ? Em que condigbes se tem

O resultado é, em geral, falso.

Contra-exemplo. Considere-se a sucessao dupla

1 se n=m+1
Upm =< —1 se m=n+1
0 nos outros casos
O leitor constata imediatamente, pela simples leitura do quadro,

0o -1 0 0 O

1 0 -1 0 0
0 1 0 -1 0
0 0 1 0 -1

que se tem ; <zn: unm> =1le Zn: (; unm> = 1.

Eis agora o resultado positivo:
7.3.6. Teorema. Dada a sucessio dupla (unm), admita-se que para cada

n € N a série E Unm € absolutamente convergente, e seja a, = E [t |-
m

m
Suponha-se ainda que Z an < +00. Entao

n

S{ee) X ze)
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Demonstragdo. Faga-se S, (m) = tun1 + tUn2 + -+ + Upm. Tem-se

[Sn(m)| < ap, VYm, Vn.

Como Y a,, é convergente, o teorema de Weierstrass (cf. (7.1.10.)) garante
que a série de fungodes, Y S,, S, : N — R, é uniformamente convergente
em N. Finalmente, pelo teorema 7.3.1., Corol.1 (e pondo S, (0) = 0), tem-se

2 (Z unm> =37 [[JimSu(m)] = tim_ 3" Su(m) =

n

- ; lzn:sn(m) - zn:sn(m_ 1)] -y <zn:unm> -

m

7.4. Séries de Taylor.

Seja f:1 — R uma funcao indefinidamente diferencidvel num intervalo

I C R. Fixando zy € I, chama-se série de Taylor de f em x( a série
de poténcias

) (5
= F(w0) + f(20) (& — 39) 4 - -+ L)

@)

Se zg = 0 € I, a série de Taylor designa-se por série de Mac-Laurin e
escreve-se

> £(n) (n)
Zof a2 g0+ O T

7.4.1. Exemplos.

1. A funcdo f(z) = e® satisfaz f(")(z) = e®, Vn € N, Vz € R; a série de
Mac-Laurin escreve-se entao:

2 n

1 x T x

. Ay . ap
O raio de convergéncia é R = lim

= 4o00. Assim, a série de

n—oo

Ap+1
Mac-Laurin de e* é absolutamente convergente em R e uniformemente

convergente em todo o intervalo compacto contido na reta.
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2. Considere-se a fungao

eV g
/iR R, f(a:)_{ ; N

E do nosso conhecimento (cf. (4.3.1.),(7.)) que f ¢é funcio indefinida-
mente diferenciavel e que, para x # 0

f™(z) = P(x) (i>l o1/

22
em que P(x) é um polinémio e [ um inteiro positivo dependente de n.
Como f)(z) — 0, tem-se f(™(0) = 0 e logo a série de Mac-Laurin

z—
de f é a série de poténcias de x com todos os coeficientes nulos.

3. Tomemos agora a funcdo f(z) = log(z + 1), & > —1; é claramente
uma funcao indefinidamente diferencidvel e tem-se

1 1

S MW= 0=
(n—1)!

(M) () — (1)1 ,
SO =

2

f'(x) m7

Entdo, f™(0) = (=1)"'(n —1)!, n > 1, f(0) = 0, e a série de Mac-
Laurin escreve-se

n 3:2 xS nflxn
Zanx =r— =+ +F (D" =4

2 3 n
n>1

1 . . .
como |a,| = —, o raio de convergéncia é R = 1, e portanto a série é
n

absolutamente convergente em | — 1, 1[; nos extremos, a série diverge
em x = —1 e converge simplesmente em x = 1 (série alternada); enfim,
a série da Mac-Laurin de log (1 + z) converge uniformemente em todo
o intervalo [—1 + ¢, 1] (Abel).

4. A funcdo f(z) = 1+ 2)* a € R, z > —1, é indefinidamente
diferencidvel no seu dominio e a sua n-ésima derivada, f(™(z) =
ala—1)...(a—=n+1)(1+x)*™; a série de Mac-Laurin escreve-se
entao

Zanx"51+aaz+w‘r2+~w
n>0

In

+a(o¢—1)..1.L'(oz—n+1)
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an

série de poténcias em x com raio de convergéncia, R = lim =1

3

Ap+1
e portanto absolutamente convergente em | — 1, 1].

Problema Central. A questao fundamental no desenvolvimento em série
de Taylor de uma funcao indefinidamente diferencidvel é a seguinte:

? Existe uma vizinhanga V' (z¢) tal que

n!

f(@) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) + -- (. —20)" + -+~

Va € V(xo), isto é, a série de Taylor de f em z( é convergente para todo
x € V(x0) e a sua soma igual a f(x)?

No anterior exemplo 1. viu-se que a série de Taylor (Mac-Laurin) de
f(z) = e* é convergente em toda a reta. Veremos adiante que

x x? "

e_l/wz, x#0
0, z=0
sua série de Mac-Laurin em nenhum ponto de V(0) (excepto naturalmente

em 0) dado que a série é =0 e f(z) # 0 se x # 0.

Mas ja no exemplo 2., a fungao f(x) = néo é soma da

Seja entao Sy, (z) a soma dos n+ 1 primeiros termos da série de Taylor
(sucessdo das somas parciais) de f em 2y € I. Tendo presente a férmula
de Taylor, tem-se

Ry (z) = f(z) — Sn(z)
em que R, () = o((x — 2¢)™) representa o resto de ordem n. E agora claro
que

7.4.2. Teorema. A condicdo necessdria e suficiente para que a funcdo
indefinidamente diferencidvel, f: I — R, seja soma da sua série de Taylor
numa vizinhanga V(xo), xo € I, € que

lim R,(x) =0, Vae V(xo).

n—oo
Na pratica, utilizam-se condigoes suficientes:

7.4.3. Proposicao. Seja f : I — R uma funcio indefinidamente
diferencidvel e suponha-se que existem constantes M,k > 0 tais que, numa
vizinhanga V(xg), se tenha

£ (@) < ME", Vo € V(ao), n>p, neN.

Entao f € soma da sua série de Taylor em V (xo).
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Demonstragao. Considerando, por exemplo, o resto de Lagrange:

T - n+1
Ry (z) = % FO (20 + 0, (x — x0)), 0< 6, <1,
tem-se,
(Kl — xo|)"*!
B ()| < MW) z € V(xo);
kle — n+1
como (klz = 2oD)™™ — 0 (é termo geral de série convergente), a

(n+1)! n—oo
conclusao sai agora trivialmente do teorema. m

Corolario. Se existe M > 0 tal que em V(xg) se tenha
’f(")(x)‘ <M, VreV(xg), n>p, neN,
entdo [ € soma da sua série de Taylor em V(x).

7.4.4. Exemplos.

1. Dado um K > 0 qualquer, as derivadas da funcao exponencial
satisfazem

‘(ez)(n) <ef =M, Vze|-K K], VneN

e o corolario precedente garante portanto que e” é soma da sua série
de Mac-Laurin em [— K, K|; sendo K qualquer, tem-se entao

T $2 n

¢ _ IR

2. Tomemos a funcio f(z) = sinz, 2 € R. E sabido que f € C®(R) e
as suas derivadas:

J'(x) = cosz =sin (z + 7/2);
I (z) = cos (x + 7/2) = sin (x + 27/2) ;

f™(z) = sin (z + nn/2).
Entao, £ (0) = sin (n7/2) e portanto
Fem () =0

(n S NQ)
FEm0) = (-1)"
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Como ’f(")(x)‘ = [sin(z +nn/2)] < 1, Vo € R, resulta que sinx é
soma da sua série de Mac-Laurin em R:

I3 {E5 x2n+1

sing=2— —+ —+ -+ (=1)" ;- VzeR.

(2n+1)

3. Se f(x) =cosz, = € R, tem-se
f(n)(x) = (sin (174— g))(n) = sin (x—i— g +ng) =
= cos (x + ng) :

e logo

£0) = (-1)"
F™(0) = cos (nw/2), (n € Ny).
f(2n+1)(0) =0

Analogamente, }f(") (a:)’ = |cos (z + nw/2)| <1, Vz € R, e portanto

a fungao cosx desenvolve-se em série de MacLaurin em toda a reta:

2 I4 xQn

T n
cosx=1——+—+4---4+(-1) o)

TR +.--, VYzeR.

7.4.5. Definicao. Seja f : I — R wuma fungao definida num intervalo
I C R. Diz-se que f é uma fun¢ao analitica em xy € I, se existe uma
série de poténcias, Y an(x—x0)", tal que numa vizinhanga V (xo) se tenha

f@)=> an(x—x0)", Vx € V(x).

Como as séries de poténcias sao derivaveis termo a termo (no intervalo
de convergéncia) (cf. (7.3.3.), Cor. 2.) vemos que, fungao analitica em xg
¢ indefinidamente diferencidvel em V(zg) e todas as suas derivadas sao
analiticas em zg.

7.4.6. Proposicao (Unicidade do desenvolvimento em série). Se f
é soma de uma série de poténcias > an(x — xo)™ numa vizinhanga V(xo),

entao esta série € a série de Taylor de f em xg.

OBSERVAQAO. A proposicao significa precisamente o seguinte:
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f:I — R ¢é fungao analitica em xg € I se e so se f € indefinidamente
diferencidvel e soma da sua série de Taylor numa vizinhanga V().

Demonstracao. Por hipétese,

flz) = Z an(x —x0)", =€ V(xog),

n>0

o que implica, f(xg) = ag. Derivando,

fl(z) = Znan(a: —z0)" Y,z e Vi(x)

n>1
; _ . L .
e portanto, f'(x¢) = a1. Prosseguindo o raciocinio, tem-se mais geralmente

F™(z) =nlay + (n+1)... 20,41 (z — x0)+
+(n+2)(n+1)... 3ans2 (x —20)>+ -

o que nos dé £ (z9) = nla,, n € N, concluindo o resultado. m

7.4.7. Exemplos. Na pratica, nem sempre é facil obter o desenvolvimento
em série de Taylor de uma funcao, utilizando os resultados tedéricos que
exigem a limitacdo de todas as derivadas de f (cf. (7.4.3.)). Por vezes
recorre-se ao facto de a derivada ou primitiva de f poderem ser soma de
séries de poténcias conhecidas. Vejamos alguns exemplos de aplicacao:

1. Procure-se o desenvolvimento em série de poténcias de x (série de Mac-
Laurin) da funcédo f(x) =log (1 +z), = > —1. Observemos desde logo

1
/ —
quevf('r)_1+x

¢é soma da série geométrica de razao —ux:

1
1+

=l—z+2? -3+ (-D"2"+---, ze]-1,1]

Como a convergéncia é uniforme em cada intervalo compacto de |—1, 1],
integrando termo a termo (cf. (7.3.2.), Cor.) :

o1
/ ——dt=1log(1+x)—log(14+0)=log(l+z)=
o 1+t

z?2 28

n
b H R TN _1n+1x_ el —1.1].
R T T R
Finalmente notamos que a série de poténcias obtida é ainda conver-
gente em x = 1 (série alternada) e logo uniformemente convergente em
[-1+ ¢,1] (Abel); designando por ¢(z) a soma da série em | — 1,1],



328

7. Sucessoes e Séries de Fungoes

vimos que ¢(z) = log (1l + z),x €] — 1,1[. Mas entdo (cf. (7.3.1.),
Cor.1.)

log(1+1)= lim log(l+ )= lim ¢(z) =
rx—1— rz—1-
1 1 1
=l T4 (=)
2+3+ +(-1) n+
e em conclusao, tem-se
2?2 3 na1 "
log(l—i-x):x—?—i—?—i—---—i-(—l) e Vo €] - 1,1].

1
. Desenvolva-se em série de Taylor a fungéo f(z) = —, no ponto z = 1.

x2’

o 1, 1 1 )
Como a primitiva de — é —— = ———— 0 seu desenvolvimento
x? x 1+ (x—1)

em poténcias de x — 1 vem dado por:

1 1

1+ (x—1)
=—[-@-D+@E-1)7+ -+ ()" @-1)"+ ],

vélido para |z — 1] < 1 < =z €]0,2[. Como no intervalo de
convergéncia podemos derivar termo a termo (cf. (7.3.3.), Cor.2.),
vem entao

1
+(=1)""n@-1)""t+... 2€]0,2[

. Vimos anteriormente (cf. (7.4.1.), 4.) que a série de Mac-Laurin da

funcdo f(z) = (1 + z)*, a € R, vem dada por
ala a
l4ax+ —‘L ¢ +...+<n)x”+...

« ala=1)---(a=n+1) -
com | | = - , e é uma série convergente em
]—1,1[. Veremos agora que f(z) = (1+z)* é, naquele intervalo, soma

da sua série de Mac-Laurin. Seja

ala—1
9(:6)21—1-04:6—1—%:62—1—---—1—(2) " e zf <1
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e derivemos termo a termo (no interior do intervalo de convergéncia);
tem-se

g'(x)=a+a(a—1)x+m+)!(cy_2)x2+

e logo

Multiplicando ambos os membros da anterior igualdade por 1 4+ z e
tendo em conta que

=)+ ()= (G)

Lo =trart W (2) e = gto)

obtemos

1
Entao — (14z) ¢'(z) = g(x), = €]—1, 1], e em consequéncia a derivada
a

da fungéo g(z)/(1 + z)® em ] — 1,1[ é nula. Logo
gx)/(1+xz)*=g¢(0)=1, Vxe]-1,1]

e temos assim o desenvolvimento

-1
(1—1—:10)‘“:1—1—04:6—1—%:62—1—---—#(3) "4, o) < L

O desenvolvimento serd ainda vdlido em z = 1, se « > —1 (cf. (6.7.6.),
3.) (porqué?).

Terminamos o capitulo colocando a seguinte questao: seja f uma

funcao analitica em g, isto é, f(x) é soma de uma série de poténcias
em x — xp numa vizinhanca V,.(zg), r > 0. Perguntamos se f é analitica
em todos os pontos de V;(xg). A resposta é positiva, e tem-se, mais
precisamente,

7.4.8. Proposicao. Seja f(z) =Y an(x — x0)™ a soma de uma série de
poténcias definida em |x — xo| < r. Entdo, para cada ¢ € V.(xg), existe
uma série de poténcias, Y by(x — )", tal que

f@) =) balw—0)", se |z—cf <r—|c—m.
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Demonstragdo. Se x étal que |[x—c| < r—|c—mzol, entdo |z—c|+|c—xo| < 7
e logo a série > ay, (Jx — ¢| + |¢ — x|)™ é absolutamente convergente
(porqué?). Usando o binémio de Newton

- n n—m m n
S laal 3 () el el = 3 fanl el e )" < o
m=0

n>0 n>0

Podemos entao inverter a ordem a ordem da série repetida (cf. (7.3.6.)) :

flz) =) an(e —zo)" =

n>0
:n;an [(x =) + (c—ao)]" = nzoang (;) (¢ —z0)" " (x =)™
:mzo 7§n<;)(c_g¢0)" ml(z—c¢)™. =

Fzxercicios

1. Determine os dominios de convergéncia de cada uma das seguintes
séries:

1 n,
a) ZW(I—@ ; b)z<1+

(_21)") (2@ +1)™.

a) Determine o maior intervalo de convergéncia da série

Z%(a—%)n, a € R.

b) Prove que existe um tnico valor de a € R, para o qual a série é
simplesmente convergente no ponto z = 0.

3. Determine os dominios de convergéncia simples, absoluta e uniforme
das séries:

0 TG 0 e 90X ()
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4. Determine o maior dominio de convergéncia das séries:

T 2n+1 I2n
a) f(x):z% ; b) 9($):Z(_1)n7 ;
n>0 n>1
I2n+1

n>0

1
Calcule f’ (Z) e h/(1). Determine a fungdo g(z) recorrendo & série

derivada.

5. Estude a série hiper-geométrica (cf. exercicio. 29. Cap.6.)

1408, et ) BB+ a0y g er

1~y 12 A(v+1)

e determine os maiores intervalos de convergéncia pontual e uniforme.

6. Considere a sucessao de fungoes f,,(x) = nz(l — z)™. Mostre que (fr)
converge pontualmente, mas nio uniformemente em [0, 1].

a) Mostre que a série de fungoes, > 2™ (1 — x), converge pontual-
mente mas nao uniformemente em [0, 1].

b) Mostre que Y (—1)" 2™ (1 — z), converge uniformemente em [0, 1].

8. Considere as seguintes sucessoes de funcoes:

1 T
n(z) = ; 0,1]; n(T) = ) 0,1};
fule) = — @ €01 gu(e) = —S=, v €l0,1]

hn(z) = cos™x, x € [0,7/2].

Determine as fungoes limite pontual nos dominios indicados e diga,
justificando, se a convergéncia é uniforme.

9. Demonstre que a série

g (7ﬁ)n sin (1 + %)

converge uniformemente em R.
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10. Seja f, : [0,1] — R uma sucessdo de fungoes continuas e suponha-se
que f, — f uniformemente em [0, 1]. Mostre que

1-1/n 1
i n dx = dx.
i fule) da / f(z) da

n—oo 0

11. Mostre que a série

oo efnm

2 b
Z n 1
o +

é convergente para x > 0 e divergente para = < 0. Defina-se para
x > 0 a fungao

—nx

e
f(x):r;)nQ—H;

mostre que f é continua para x > 0 e derivavel para z > 0.

12. Justifique que a fungao

é continua em [0, 1].

13. Critério integral para a convergéncia uniforme.

Seja f : [1,400[xD — R, D C R, (t,z) — f(t, x), uma aplicacdo
positiva e tal que, para cada x € D, a funcao t — f(t,x) é decrescente.
Suponha-se que a sucessdo de fungoes, u,(x) = f(n,z), x € D,
converge uniformemente para 0 em D.

a) Adapte a demonstragao de 6.7.3. e mostre que a série de fungoes
> un(x) é uniformemente convergente em D se e 86 se a sucessao
de fungoes, fln f(t,z) dt, é uniformemente convergente em D.

b) Usando o anterior resultado, verifique se as seguintes séries sdo ou
néo uniformemente convergentes em [0, 1] :

Z) Z 1+n2x2’ ”) Zl—l—nQa:

14. Mostre que a série de fungoes
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converge uniformemente em R.

Sug. Utilize Abel-Dirichlet para a convergéncia uniforme.

15. Considere a série de fungoes

00
I2n+1 n+1

T
—~ 2141 2n+2

a) Mostre que a série (1) converge pontualmente em [0, 1].
b) Demonstre que a convergéncia ndo é uniforme em [0, 1].

Sug. Determine a soma f(x) da série (1). Tenha presente que

log 2=1— =4 = — = 4.
i) 531"

16. Dada a funcao M : R — R, M (z) =z — I(x), considere a série

M
Z ;Zx) (I(x) = parte inteira de x).
n=1

a) Mostre que a série é uniformemente convergente em R e represente
por f(x) a fungéo limite.

b) Mostre que f é continua em R — Q.

17. Irracionalidade do nimero .
a) Sejam a,b € N e seja P, o polinémio

" (bx —a)"

Pu(w) = n!

Mostre que P, e todas as suas derivadas tomam valores inteiros
emz=0ex=a/b

Pode usar a formula de Leibnitz para determinar a derivada de
ordem k de P,.

b) Mostre que lim I,, = 0, em que

Inz/ P,(z)sinz dx.
0

¢) Mostre que se m = a/b é racional, entdo I,, é um inteiro nao nulo,
para todo o n. Conclua que 7 nao pode ser racional.
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18. Represente por séries de poténcias de x as seguintes fungoes, indicando
em cada caso o maior aberto em que o desenvolvimento é valido:

sinx

1 se x#0
) TE WI@=q 7 ;
1 se =0
1 . 1
C) m ] d) Slnz.’II ; e) m

19. Desenvolva em série de poténcias de x as fungoes

1
V1422

e determine o maior dominio em que é valido o desenvolvimento.

i) f(x) = arcsinz; i) g(z) =

20. Desenvolva a fun¢ao f(z) = 1 em série de poténcias de x—3. Qual
x

o maior dominio aberto onde o desenvolvimento é valido?

21. Desenvolva a funcdo f(z) = log « em poténcias de (x — 1) e indique o
maior intervalo aberto onde o desenvolvimento é vélido.

22. Prove que
2
2 n  T'HT )
a) Z’I’L(E —m, |£L'|<1,
n>0

b Y (n+1)a" = ﬁ | < 1.

n>0
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Séries de Fourier

Uma introducao cldssica

Grande parte dos fendmenos que tém lugar na natureza sao fenémenos
ditos periddicos (movimento da corda vibrante, movimento do péndulo,
intensidade sonora, intensidade da corrente eléctrica, etc.); sdo descritos
por equacoes diferenciais cujas solugoes sao fungoes f que traduzem essa
periodicidade: satisfazem, para algum T € R, f(x + T) = f(z), para todo
x € D(f). Desde logo, portanto, se reconhece a importancia do estudo
matematico desta classe de fungoes, de que sin x e cos z sao os mais simples
exemplos: sin (z + 27) = sinx, cos (x + 27) = cosx para todo z € R.

O interesse deste estudo torna-se flagrante ao verificarmos, na sequén-
cia da andlise matematica de certos problemas de fisica e mecanica, as
notaveis propriedades de desenvolvimento em série das fungoes periédicas.
Assim, quando no inicio do século XIX, Fourier se apercebe que uma
funcao “arbitraria” se pode desenvolver em soma de senos e cossenos, aquele
matematico franceés tinha dado inicio a um dos capitulos mais importantes
da Andlise Matemaética: a Andlise de Fourier.

Essencialmente, a Anélise de Fourier “decomp6e” uma func¢do f em
elementos simples (sinz e cosz) recombinando-os em seguida. Porém, a
um nivel mais profundo, a importancia capital da Anélise de Fourier nao
deriva tao pouco dessa possibilidade de desenvolvimento em série; a razao
final do seu sucesso é a seguinte: as fungoes elementares sinkx e coskx
formam uma base de um espago vectorial (espago de fungoes) de dimenséo
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infinita, e sdo “fungdes préprias” do operador derivada (tal como um vector
pode ser um vector préprio de uma transformagio linear). Mas esta é
uma questao ja mais avancada e que o leitor podera reconhecer mais tarde,
quando regressar a Anélise de Fourier no quadro geral da Anélise Funcional.

8.1. Funcdes periddicas.

Seja f: D — R uma fungao real de variavel real.

8.1.1. Definicao. Diz-se que a funcgdo f € uma fungao periddica se
existe um real T # 0 tal que

x+TeD, z—-TeD, flx+T)=f(x), VzxeD.

O numero real T diz-se o periodo da fung¢ao periddica f. Diz-se ainda
que f € uma funcao T-periddica.

Exemplos imediatos de fungoes periédicas sao as fungoes trigonomé-
tricas sinz e cosz, periddicas em R de periodo 27w. Naturalmente que

o periodo de uma funcao periédica nao é unico; 4m,6m,... sdo também
1+ cos2x
periodos de sinz e cosz e a funcio cos’r = ————— (cf. Fig. 8.1),

periédica em R de periodo 7, admite ainda como periodo, k7, k € Z\ {0}.

Figura 8.1
10
75
5 5
A funcao f(z) = tanz, definida
para z € R\ {kn +7/2}, k € Z, 29
é evidentemente m-periddica. <
-3n g [t 3
2|/ 2 2
-2.5
-5
-75
Figura 8.2
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8.1.2. Proposicao. Seja f : D — R, funcao periddica de periodo T.
Entao:

a) =T € periodo de f.

b) Se T e T’ sao dois periodos de f, ndo simétricos, T + T’ € ainda
periodo de f.

¢) kT, k€ Z\ {0}, € periodo de f.

Demonstracao. Como
f@)=flz-T+T)=f(x—T), VYzeD,

a alinea a) resulta imediatamente. Enfim, b) sai de f(a + T + T') =
flx+T)= f(z), Ve € D, e ¢) é consequéncia de a) e b). m

Consideremos agora a fungéo f : [a,b[— R, definida no intervalo semi-
aberto [a,b[C R, a <b;pondo T =b—ae

folx + KT) = f(x), x € [a,b], k € Z,

obtemos uma funcao f, : R — R periddica, de periodo T, prolongamento
de f a toda areta R; f, diz-se o prolongamento de f por periodicidade
T=5b-—a.
Notemos que a fun¢ao f, nao é necessariamente continua, mesmo que
f o seja; mais precisamente, vé-se sem dificuldade que sendo f : [a,b[— R
continua, o prolongmento f, é fungdo continua se e s6 se existe hlil f(z)
el

e f(a) = zli}lilﬁ f(x). Assim, por exemplo, a fungio

fi[-mr[— R, f(z)=uz,

prolonga-se por periodicidade na funcao f_, representada na figura:

-3m i -n n i 3m

Figura 8.3
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f(=m)=—7# lim f(z)=m. A funcdo prolongada por periodicidade 27 ¢
descontinua nos pontos —m + 2kw, k € Z.

Do mesmo modo se prolonga por periodicidade a fungao f definida em
la, b], pondo

fo(x +kT) = f(z), x €la,b], k€Z, T=b—a.

Enfim, a fungdo f : [a,b] — R é prolongével por periodicidade de periodo
T=b—a,seeso6se f(b) = f(a), sendo a fungao prolongada f, = fp.

Consideremos f : R — R, uma fungao T-periddica. Os intervalos [a, b]
e la+kT,b+kT|, k € Z, dizem-se congruentes; da T-periodicidade resulta
claramente que fia0) = flja+kT,p+k7)- Congruentes também se dizem os
pontos x e x + kT, k € Z.

8.1.3. Proposigao. Seja f : R — R uma funcdao T-periddica e integrdvel
(prépria ou impropriamente) num intervalo [a,b] C R. FEntdo f € in-
tegrdavel em todo o intervalo congruente e o integral conserva-se, isto é

/abf(a:) dz = /GMT f(2) dz.

+kT

a+T
Enfim, existindo o integral, / f(z)dx, este € independente de a.

a

Demonstragdo. Sendo f integrével em [a,b], a mudanga de varidvel
y = x + kT da-nos

b b+kT b+kT
/ f(x) da = / fly— KT)dy = / £(v) d. (1)

+ET +ET

a B \_/‘“2“ o

Figura 8.4

O caso impréprio em a ou b ou num numero finito de pontos de [a, b],
resulta agora sem dificuldade.
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Por outro lado, existindo o integral, f;JrT f(x)dz, a funcdo f é integrével
(prépria ou impropriamente) em todo o intervalo [z,y] C R, j4 que este
estd contido numa unido finita de intervalos congruentes com [a,a + T1.
Entéo, dado ¢’ € R, tem-se por (1) :

[ s [ [0 -
=/(:f+/:+Tf+/aa/f=/aHTf(:v)d:v- .

Poder-se-ia pensar que uma funcao f : D — R, periddica, admite
sempre um mais pequeno periodo T' > 0; tal nao é o caso: a fungao

0, se z€Q
1, se zeR-Q

é claramente peridédica, em que todo o racional r # 0 é periodo.

FR—R )=

8.1.4. Definicao. Diz-se que f tem um periodo primitivo se f admite
um mais pequeno periodo positivo, Ty > 0.

8.1.5. Proposicao. Seja f: D — R uma funcdo periddica ndo constante
e com pelo menos um ponto de continuidade. Entao f admite um periodo
primitivo Ty > 0. Todo o periodo T de f é maltiplo inteiro de Ty : T =
kTy, k € Z.

Demonstragcao. Seja f: D — R, periddica, nao constante e continua
em a € D. Comecemos por mostrar que nao pode haver infinitos periodos
arbitrariamente pequenos : 7,, — 0. Se assim for, dado x € D qualquer,
tome-se k, € Z o menor inteiro tal que a — x < k,T,, < a — x 4+ T},; entao,
wy,=k,T,, — a— x, isto é, x + w, — a. Como os w, sao periodos de f,

n—oo

resulta que f(z) = f(z + wy,) e logo

f(z) = nlLIr;Of(x+wn) = f(a), Yz € D,
o que implica f constante.
Assim, nao havendo periodos arbitrariamente pequenos, o infimo dos
periodos positivos, Tp = inf{T > 0}, é ainda perfodo de f (caso contrério,
existia T,, — Ty, Ty, # Tne1 € logo w, = T,, — T41 — 0, contrariando a
primeira parte da demonstragao).
Tomemos enfim um qualquer periodo T' > Ty e seja k o maior inteiro que
satisfaz kTy < T. Como T — kT, é ainda um periodo de f (se nao for nulo)
e T—kTy < Ty, ter-se-a necessariamente T'— kTy = 0, isto é, todo o periodo
positivo é miltiplo inteiro de Ty. m
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Se f1,f2 : D — R sao fungdes periédicas com o mesmo periodo T, é
claro que f1+ fo é T-periddica. Mais geralmente, se f1 e fo sdo periddicas de
periodos 17 e T, respetivamente, nem sempre f1 + f2 é periddica; contudo,
se Th /Ty € Q (diz-se que Ty e Ty sdo comensuraveis) facilmente se vé que
f1+ f2 é periddica: com efeito, se T1/To = p/q € Q, p,q € Z — {0}, entdo
qTy = pTy =T, pelo que f; e fo admitem o mesmo perfodo T' (cf. (8.1.2.))
e logo f1 + fo é T-periddica.

Particularmente importante é o caso das fungoes sin kx, coskx, k =
1,...,n. A funcdo sin x é 2m-periddica; sin 2 é 27 /2=m-periddica; enfim, a
funcao sin nx é 27 /n-periédica. O cociente dos periodos referidos é racional
e portanto as ditas fungdes admitem um mesmo perfodo (que neste caso é,
por exemplo, 27) e 0 mesmo para as fungdes cos kz. Em consequéncia, a
funcao

Sn(z) = % + 3" (arcoskx + bysinkz), ao, ax, by € R
k=1

é 2m-periédica. A anterior funcdo, S,(z), é usualmente designada por
polinomio trigonométrico. Na figura abaixo, exibe-se o grafico da
fungdo 2m-periddica: f(z) = fi(x) + fa(x) + f3(x), fr(x) = sinkz, k =
1,2,3.

fi f3

f2

Figura 8.5

Mais adiante veremos que, sob condigoes bastante gerais, toda a fungao
2m-periédica em R é limite de polinémios trigonométricos e portanto soma
de série de fungoes de que (S, (z)) sdo as somas parciais.

Sendo f uma fungao T-periédica em R, podemos sempre reduzir-nos
a uma fungao 2m-periddica; é o que exprime a proposicao seguinte:
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8.1.6. Proposigao. Seja f: R — R wuma funcgao periddica de periodo T.

T
Entao a fun¢ao g, dada por g(x) = f (

F:c) , € periddica de periodo T'.

Demonstracao. Basta observar que
T T T
oo+ )= 1 (1)) =1 (o +T) =1 (Fe) = ao).

8.2. Séries de Fourier. Introducao.

Em seguida trabalharemos sempre com funcgoes “absolutamente in-
tegraveis”.

8.2.1. Definicao. Diz-se que uma fungdio real € absolutamente in-
tegrdvel em [a,b] C R, se existe um nimero finito de pontos a = ¢y <
c1 < -+ < cp = b tais que:

a) f € R-integrdvel em todo o intervalo compacto que ndo contenha
nenhum dos pontos co,c1,...,Cp.
Ck
b) Para todo k =1,2,...,n, o integral f(z)dx existe como integral

Ck—1
definido ou como integral imprdprio absolutamente convergente.

Assim, se f é absolutamente convergente en [a, b], tem-se

b n Cr
/a f(x)de = kz_:l/ f(x) da.

OBSERVACQAO. Notemos que a precedente definicao nao exige que f esteja
definida nos pontos cg.

A titulo de exemplo, a fungdo f : R — R, definida por:

[2log(|z| — 2) — 2] e*/®, x < —2

cosx _
f(z) = 2e°° 7, 2<xz <1
3sin® z
2z — 1)1 z>1

¢ abslolutamente integravel em R (cf. Fig. 8.6).
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N

Figura 8.6

8.2.2. Definicao. Chama-se série trigonométrica, a série de fungoes

o0
%—l— (an cosnz + by, sinnx), ag,a1,...,b1,ba, ... € R.
n=1
Repare-se que se a série trigonométrica é convergente em x, entao sera
convergente em x + 2kw, Vk € Z (isto é, em todos os pontos congruentes
com z, médulo 27), dado que o termo geral, u,(z) = a, cosnz + b, sin nz,
é uma fungao periédica de periodo 27. Assim, a fungdo soma

fz) = % + ;(an cosnx + by, sinnzx) = % + ;un(x), (1)

é uma fungao periédica de periodo 27.

Suponha-se a igualdade (1) verificada em | — 7, 7[ (excepto possivel-
mente num ndmero finito de pontos) e admita-se que a fungdo f assim
definida é absolutamente integravel em | — m, w[. Multipliquemos ambos

os membros de (1) por coskz, (k > 0 inteiro) e suponha-se ainda que é
possivel integrar termo a termo em | — m, 7[. Como (exercicio)

s

/cosnxcosk:bd:t:O(k;én) e /sinmccosk;vd:t:O,

—T —T
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resulta que

/F up(x)coskxdr =0 (k #n),

/ ug(z) cos kx dr = may, (k> 0).

Portanto, sob as hipoteses precedentes
us
f(@)coskxdx = mar, k=0,1,2,...
-7
e analogamente

/ f(z)sinkxde = wby, k=1,2,...

-
Logo

us 1 s
ap =~ [ f(z)coskrdr, b=~ [ [f(x)sinksdr. (2)

s s

Os ntimeros ay e by, dizem-se os coeficientes de Fourier da funcao (27-
periddica e absolutamente integrével) f.

Assim, a cada funcao f :] — m,w[— R, absolutamente integravel
(a qual pode ser prolongada por periodicidade 27), associamos a série
trigonométrica (1), convergente ou divergente, com os coeficientes definidos

por (2).

8.2.3. Definicao. Sendo f :|—m, w[— R absolutamente integrdvel, a série

oo
% + ;(an cosnz + by, sinnz)

com os coeficientes ay, e b, dados por (2), diz-se a série de Fourier de f
e escreve-se

f(z) ~ % + ;(an cosnz + by, sinnz).

OBSERVAQAO. Repare-se que modificando f num ntmero finito de pontos
a funcao permanece absolutamente integravel e tem a mesma série de
Fourier: os integrais que definem os coeficientes a, e b, nao se alteram
ao modificarmos f num ndmero finito de pontos.
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O problema central da teoria que adiante desenvolvemos consiste
em saber sob que hipdteses a série de Fourier de f é convergente e em
particular convergente para f(z), pontualmente ou uniformemente nalguma
parte D C [—m,7].

8.2.4. Exemplos.

1. Seja f :] — m,7[— R uma fun¢do absolutamente integravel. Se f é
funcao par, entdo f(x) cosnx é par e f(x) sinnz é impar. Logo, no
desenvolvimento de Fourier de f, vem

2 us
ak:—/ f(x) coskxdr, k=0,1,... e b,=0, ke N;
T Jo

neste caso a série de Fourier de f é uma série de cossenos. Analoga-
mente, se f é fungao impar,

2 s
ar =0, e bk:;/ f(z) sinkx dz
0

e assim, a série de Fourier de uma funcao impar é uma série de
senos (note-se que o prolongamento periédico de uma fungdo par,
respetivamente fmpar, é uma fungdo par, respetivamente fmpar).

2. Procure-se o desenvolvimento de Fourier de f(x) = |z|, = €] — 7, 7«[.
Tratando-se de uma fungao par, obtemos um desenvolvimento de f em
série de cossenos, com

™

2 T
ak = —/ x coskxdx, k=0,1,...
0

Integrando por partes,

T 1 o

z coskrdr = |—x sinkx| — — sinkxdx, k#0

0 k o ko

e logo, para k # 0,

0 se k par

/ x coskxdr = 9
0

2 se Kk impar

Obtemos assim o desenvolvimento,

|| T 4 +cos3x+cos5a:+ e] [
T 5 T CcoS 2 w2 , X T, 7.
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3. Desenvolva-se em série de senos a funcdo f(x) = cosz, x € [0, 7]
Como uma série de senos é o desenvolvimento de uma fun¢ao impar,
teremos de definir f(x) = — cosx para x €]—m,0[. No desenvolvimento
procurado, os coeficientes nao nulos sao

2 s

bk:—/ cosz sinkzdx, k=1,2,...
T Jo

Mas

™ 1 U
/ cosz sinkz dr = 3 / [sin(k + 1)z + sin(k — 1) z] dz =
0 0

0 se k impar
- 2k
21 se k par
Fazendo k =2n, n=1,2,..., obtém-se

8 <X nsin2nx €0,
cosT ~ — - 7.
T An? — 1 ’

4. Seja f :Ja,b[— R uma fungdo absolutamentente integrdvel. Repre-
sentemos por f(z) o prolongamento periédico de f, de periodo T =

- (T
b — a. Sabendo que g(y) = f (2—y) é periddica de perfodo 27 (cf.
T

(8.1.6.)), é agora simples obter o desenvolvimento de Fourier de f.
Com efeito

T
f (%y> =9g(y) ~ — 04 Z an cosny + by, sinny)
e portanto, fazendo = = (T/27) y, tem-se

fx) ~ % + ) (an cosnwz + by, sinnwz)

n=1

com w =27/T (*) e, paran =0,1,...,

17 1 [T (T
anz—/ 9(y) Cosnydy——/ f<%y) cosny dy =

T/2 f
= —/ ) cosnwz dx = —/ () cosnwz dz,
T/2

(*) O termo w = 27 /T é usualmente designado por pulsagdo.
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dado que f(x) cosnwz é T-periédica (cf. (8.1.3.)). Analogamente, tem-se

) a+T
bn:T/ f(z) sinnwxdr, n=1,2,....

8.2.5. Notacao complexa das séries trigonométricas.
Seja

a - :
Sp(z) = ?0 + Z (ay, cos kx + by sin kx) (1)
k=1

a sucessao das somas parciais da série trigonométrica correspondente.
Tendo presente que e = cosf +isinf (6 € R), |ew‘ =1, tem-se

coskr = % (e +e7he) | sinka = —%i (efke — emike)

Substituindo, obtém-se

k=—n
em que
1 .
Qp = §(ak — zbk)
1
o k—i(ak‘FZbk) k:1527 (3)
1
Qo = 5&0
Daqui se tira
ar = o + a_g
(4)
bk = i(ozk — OA,k)
Notemos que reciprocamente, dado Sy, (z) = Z ape™ ay € C, esta

k=—n
soma é um polinémio trigonométrico (1) com ay e by, dados por (4), e estes
sao reais se e s6 se ag + a_j é real e ap — oy, é imaginario puro; isto é,
Sp(x) em (2) representa um polinémio trigonométrico com coeficientes ay
e by reais, se e s6 se ay, e a_j sao complexos conjugados.
Finalmente, observe-se que a série trigonométrica pode ser represen-

tada pela série
k=400

E akezkz

k=—o0
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entendida esta como o limite n — oo de

k=n
Sp(x) = Z apett®,

k=—n

8.2.6. Lema. Tem-se

1
on () =3 +cosx + cos2x + - -+ + cosnx =

1
sin (n—l— 5) T
= < r € R.

T
2sin —
sm2

Demonstragcao. Comecemos por observar que a férmula sé faz sentido
parasinz/2 # 0, isto é, x # 2kw (k € Z); mas para estes pontos, define-se

1
Un(x):n+§, x =2km, kel

Dado que o,(z) é um polinémio trigonométrico com ap = 1 e by = 0,
escreva-se entdao (cf. (8.2.5.), (2))

n 2n

O'n((E) _ % Z e—ikm — %e—inw Zeikw

k=—n k=0

que representa uma progressao geométrica de razdo e’* = g = cosz+isin .
E claro que ¢ = 1 se e s6 se cosz = 1, sinz = 0 <= z = 2kn (keZ)e
o lema resulta valido para estes pontos. Para todos os outros valores de
x (g # 1) a soma da progressao serd

1 ) 1— 2n+1 1 —inz _ iz(n+l)
pula) = pemine L L
2 1—gq 2 1—ew

multiplicando o numerador e denominador por e~*/2, vem finalmente

. 1
—i(n+1/2)x _ ei(n+l/2)m sin (n + 5) x
= T . |
9 sin =
S1n 5

le
on(x) = ) o—iw/2 _ jin]2
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8.2.7. Proposigao. Sejam
Sp(z) = % + ,; (ay, cos kx + by sin kx)

as somas parciais da série de Fourier de uma funcao f absolutamente
integravel em | — w,w[. Entao

1 (7 sin pt 1
Sn(x):; flt+ ) Ht dt com pu=mn+ 7
- 281n§

Demonstragdo. Dado que os coeficientes de Fourier (cf. (8.2.2.)) se
escrevem

ap = l/ f(t) coskt dt, by = l/ f(t) sin kt dt,

T ) T )
tem-se
1 (" 1 ¢ o
Sp(x) == f@) | =+ Zcos kt coskx +sinkt sinkx | dt
T = (t—)
- cos k(t—z

e pelo anterior lema resulta

Su(z) == Ff“fmggié?yﬁi@hi

—T

t

1 [Tt sin[(n+1/2) (t — x)]
w/ﬁﬂf“) 2sml(t—2)/g

dado que, para funcgoes periddicas, o integral é invariante para intervalos
congruentes. Finalmente, a evidente mudancga de varidvel t —z — ¢, da-nos
o resultado:

1
1 sin <n+ 5) t
Sul@) =~ [ J(t+a) —— .
- 251115
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8.3. Os teoremas de convergéncia.

Os principais resultados de convergéncia vao exigir algumas proposi-
¢oes auxiliares.

8.3.1. Proposigao Seja f : [a,b] — R uma funcdo R-integrdvel. Entdo
VB e R,

a— 400

b
lim / f(z) sin(az + B) dz = 0.

Demonstragao. Se f é constante, tem-se

= —
«

b
/ sin(az + 8) dx

cos(aa + ) — cos(ab + 3) ‘ - 2 a—too 0
— a )

e logo o resultado é ainda verdadeiro se f é uma fungdo em escada.
Dado agora um ¢ > 0 qualquer, seja P uma particdo de [a,b] tal que
Sp(f)—Sp(f) < €/2 e designemos por m(z) e M(x) as fungdes em escada
associadas a Sp(f) e Sp(f); é claro que m(z) < f(z) < M(z). Entao

<

b
/ (f(z) —m(x)) sin(az + 8) dx

b
S/ M(z) — m(x)dx = S(P) — S(P) < g/2.

Por outro lado, existe A suficientemente grande tal que, para o > A, se
tem ’f:m(a:) sin(ax + f3) dd?’ < /2. Logo

<e para a>A. =

b
/ f(z) sin(az + B) dz

OBSERVAQOES. 1. Fazendo 8 = 0, 7/2, obtemos em particular

a—+00 a——+00

b b
lim / f(z) sinazxdr = lim / f(z) cosaxdr = 0.
2. O leitor facilmente deriva da precedente demonstragao que

!
lim / f(z) sin(az + B) dz =0,
k

a——+00

uniformemente em k,[ € [a, b].
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Corolario. Seja f absolutamente integravel em [a,b] C R. Entdo

!
lim / f(z) sin(az + B) dz =0,
k

a——+00
uniformemente em k,l € [a,b].

. b . .
Demonstragao. Basta decompor fa f segundo os intervalos associados
aos pontos improéprios e mostrar que em cada um deles se tem o resultado.
Mostremos por exemplo, no caso de b = +o0, que

lim o f(z) sin(az + B) dz = 0.

a—+00 c
Dado € > 0, seja M tal que f;fo |f(z)] < e/2. Por outro lado, resulta da

proposicdo que existe A > 0 tal que, para o > A, se tem

M
/ f(z) sin(azx + B) dz| < /2.

Logo

< <e/24+¢e/2=¢€ m

M “+o0
[+
c M

8.3.2. Proposicao. Seja f uma funcao absolutamente integrdvel em
[a,b] C R e ¢ uma fungdo mondtona em [k,l] C [a,b]. Entao

+oo
/ f(z) sin(az + B) dz

l
lim /k flz+1t)e(t) sinatdt =

a——+00

!
= lim /f(x+t)gp(t) cosatdt =0,
k

a——+00
uniformemente em x, k, el tal que k+ x € [a,b] el + x € [a,b].

Demonstracdo. Faga-se u, = fli flx+t) sinatdt (p = 1) e mostremos
primeiro o resultado para u,. A mudanca de varidvel ¢t + x = 7 dd-nos

I+x
Ug = (1) sina(r — x)dr
k+x
I+x
= (1) [sin a7 cos ax — cos aT sin ax] dr
k+x

I+x l+x
= cosax / f(7) sinardr — sinax (1) cosardr,
k+x k+x
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e o resultado sai agora do corolario anterior. Analogamente para u, =

flj f(z +t) cosatdt. Tomando agora ¢ mondtona em [k,I], resulta do
segundo teorema da média (cf. (5.5.6.))

!
/ flz+1t)o(t) sinatdt =
k ¢ 1 (1)
- so(k)/k fx +1t) sinatdt + SD(Z)/C flz+1t) sinatdt

para algum c¢ entre k e [. Aplicando a primeira parte da demons-
tragdo a cada um dos anteriores integrais no segundo membro de (1) e
dado que ¢ é limitada, obtemos a conclusao. m

No que se segue, supomos f uma fungao periédica de periodo 27 e
absolutamente integravel em [—m, w|. Entéao é claro que f é absolutamente
integrével em qualquer intervalo [a, b] C R. Vimos antes que a convergéncia
da série de Fourier de f em z € [—m, 7| (e portanto em todo o ponto 27-
congruente aquele) é determinada pela convergéncia da sucessao das somas
parciais, dada pelo integral (cf. (8.2.7.))

1 sin (n + %) t
Sp(x) == [ ft+x) — dt. 2)
- sin —

8.3.3. Teorema. A série de Fourier de f é convergente mo ponto x € R
e tem por soma S(x) se e s6 se V§ > 0, Je > 0 tal que

l/E[f(ﬂwrt)+f(:z:—1t)_25(3;)] sin(n +1/2)t
0

™

dt| <o (3)

paran > n(d). A série é uniformemente convergente no intervalo [p,q|, se
S(x) € limitada em [p, q] e se existe e > 0, independente de x € [p, q], tal
que se tenha (3).

Demonstragdo. Escreva-se a sucessdo das somas parciais dada por (2)
como 1 g ( 1)
sin(n + t
(@) =)+ 1 [ fler ) T

—E

dt

com ¢ > 0 ja fixado, mas a determinar & posteriori, e em que

1 /¢ 1 ("
Vn(ﬂﬁ)—;[ﬁ +;/€ .
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E claro da proposicao 8.3.2. que Yn(z) — 0 (n — 00) e uniformemente em
x € [p, q]; tenha-se presente que f é absolutamente integrével em qualquer

[a,b] C R e ¢ mondétona em [—m, —¢| e [e,7]. Por outro lado,

2sin(t/2)
defina-se ) )
—— — = se t#0

o(t) = 2sint/2  t

0 se t=0

Facilmente se vé (exercicio) que ¢(t) é funcio de classe C! em [—¢,¢]
com ¢'(0) = —1/4!. Escolhe-se entdo ¢ de modo a que ¢ tenha derivada
negativa, e logo seja monétona em [—¢, e]. Tem-se

Sn() = Yo (z) + % E f(t+ ) sin[(n + 1/2) t] p(t) dt+

—E

sin(n 4+ 1/2)t
t

1 €
+ = flt+x) dt
T J—¢

e de novo pela prop. 8.3.2., o primeiro integral tende para zero (n — 00),
e portanto

Sn(x) = Fn(z) + % Tt M

—€

dt (4)

com 4, (z) — 0 (n — oo0) uniformemente em = € [p, q|.
Consideremos agora a fungao g(x) = 1 e determine-se as somas parciais da
sua série de Fourier

Sp(z) = % + Z (ax cos kx + by sin kx)
k=1

com -
ap == [T 1Ldt=2;

ar =2 [T l.cosktdt=0; (k=1,2...).
b =21 [T Lsinktdt=0.
Assim, S,(z) = 1 para a fun¢do g(z) = 1; aplicando (4) a esta fungéo,

tem-se .
1 i 1/2)t n— o0
1:7;;+—/ 1'7511@(114; Dty gx o,
s

—€
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Multiplicando esta igualdade por um dado valor numérico S(x) e subtraindo
de (4), obtemos

5u(0) = 5) = pule) + = [ [f0+0) — (o) LD gy

T J)_¢ t

Decompondo [°_ = ffa + J; e mudando a varidvel t — —t no primeiro
integral, tem-se enfim

Sp(x) — S(x) =

_pn($)+%A€[f(t+$)+f(x—t) —25(z)] sin(n +1/2)¢

t

dt

% N—00

com pp(x) = Ap(z) — S(x)y;, — 0 uniformemente em = € [p,q], desde

que S(z) seja limitada em [p, ¢]. A conclusdo do teorema é agora imediata.
]

8.3.4. Teorema. Seja f uma funcdo 2m-periddica e localmente absoluta-
mente integrdvel. Suponhamos que numa vizinhan¢a de um ponto xg € R,
f wverifica a condi¢cao

[f(x) = f(zo)| < Clz — 20|, >0, z€ V() ()

Entao f(xzg) € soma da sua série de Fourier no ponto xg.

Demonstragdo. Seja € > 0 tal que [xg — €,29 + €] C V(z0). Fazendo
S(zo) = f(z0), o primeiro membro de (3) vem inferior a

1 (71 11
= [ G0 — a1 [ 10—t - eoldr <
2C
< ——e%<é
T

com € pequeno. m

Utilizando o mesmo raciocinio e de novo o teorema 8.3.3., imediata-
mente se obtém

Corolario 1. Seja f uma funcgao 2m-periddica e localmente absolutamente
integrdvel, verificando a condi¢cdo de Hélder:

|f(xz1) = f(x2)] £ Clay — 22|, a>0, Yo,z € [p,q.

Entao a série de Fourier de f converge uniformemente em qualquer inter-
valo [p-'—E,q-E], € > O



354 8. Séries de Fourier

Corolario 2. Seja f uma fungao 2m-periddica e localmente absolutamente
integrdvel. Entao a série de Fourier de f converge em xo € R se existem e
sdo finitas as derivadas laterais f)(zo) e fl(zo). Se além disso f € continua
e satisfaz |f'(x)] < M, M > 0, para todo o x € [p,q], excepto num nimero
finito de pontos, entao a série de Fourier de f converge uniformemente
para f em [p+e,q—e¢], € > 0.

Demonstracao. Se f tem derivadas laterais finitas em xzg, é claro que
numa vizinhanca de xg, f satisfaz a condi¢ao (5) com a = 1 (porqué?), e
o resultado sai logo do teorema anterior. Finalmente, sendo f continua tal
que |f'(z)] < M, Vx € [p, q] excepto num ntimero finito de pontos, f é ai
lipschitziana (porqué?) e a conclusdo sai agora do coroldrio anterior. m

O teorema seguinte é um dos resultados mais gerais da teoria classica
das séries de Fourier.

8.3.5. Teorema (Jordan). Seja f uma fungdo 2m-periddica. Suponha-se
que f € de variagao limitada numa vizinhanga de um ponto xqg, V(xg) =
[0 — 1,20 + n]. Entdo a série de Fourier de f converge no ponto xg para

1
o valor médio de f nesse ponto: §[f(:178r) + f(zg )]

Demonstragdo. Se f é de variacgao limitada em [z — 1, 9 + 1], a fungéo
Y(t) = flzo+1) = flzg) + fzo — 1) = flzg)

é de variacdo limitada em [0,7)] e logo é diferenga de duas fungdes cres-
centes: Y(t) = ¥1(t) — P2(t). Como t£%1+ P(t) = 0, tem-se tE%ﬂ Pi(t) =
tl_i)I& 2(t) = C e pode admitir-se C = 0 (basta observar que ¥(t) =
(W1(t) — C) — (W2(t) — C) ). Entdo, 1(t) e 12(t) sdo fungdes ndo nega-
tivas em ]0,7]. Tomando agora S(zg) = %[f(xar)—l-f(:z:g )], o integral (3) do

teorema 8.3.3. decompoée-se em duas parcelas; uma delas é (por exemplo)

/a b0 sin(n —|t— 1/2)t gt
0

Do segundo teorema da média, tira-se entao

/ng/zl(t) sin(n + 1/2)td ’ / n—|— sin(n +1/2)t dt’ _

t

(n+1/2) gin ¢
Y1(€) / —dt
(

n+1/2)p t

<7/)1()/WLntdtv

e 1
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dado que (exercicio),

b .
sint
/—dt
« ¢
T sint

Como 1 (07) = 0 e portanto 11(g) < § / (2/ — dt) desde que ¢

—T
seja suficientemente pequeno, a conclusao sai do teorema 8.3.3. m

g/ SlTntdt, VYa,b € R.

—T

Consequéncia imediata é o seguinte

Corolario 1. Seja f uma funcao 2m-periddica e continua em xg. Se f €
de variagdo limitada numa vizinhanga V(xg), entao a série de Fourier de
f converge no ponto xo para f(xq).

OBSERVAGQAO. Se f é de variacdo limitada em [a, b], o teorema de Jordan
aplica-se a todos os pontos interiores, x €|a, b, mas nao necessariamente a
a e b. Contudo, se b = a + 27, pela periodicidade 27 de f, esta é ainda de
variacao limitada em todo o intervalo que contenha [a, b], e logo o teorema
ainda se aplica a a e b.

Corolario 2. Seja f uma func¢do 2m-periodica. Suponha-se que f €
de variagdo limitada e continua num intervalo [a,b]. FEntdo a série de
Fourier de f converge uniformemente para f(x) em qualquer intervalo
[a+e,b—¢], e >0.

Demonstragdo. Como f é de variagao limitada, tem-se em [a, ], f(z) =

p1(x)—@a(x) com @1 e o funcodes crescentes. Consideremos agora a fungéo
t — (z,t), dada por

Yz, t)=flx+t)+ flz—t) —2f(x), = € [a,b].
Entao ¢¥(z,t) = 11 (x,t) — a(x,t), com
1z, t) = 1(x +1) — palz — 1) — p1(x) + pa(2) 2 0
Pa(z,t) = pa(z + 1) — r(x — t) — @2(2) + pa1(z) 2 0.
Sendo f continua em [a,b], 1 e w2 sdo também continuas em [a,b] (cf.
(5.8.7.), Cor.1.) e logo uniformemente continuas (cf. (3.3.14.)). Retomando

a demonstracao do teorema de Jordan, resulta da continuidade uniforme
de ©®1 e ©2
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Uiz, t) = [pr(z +1) — o1 (2)] + [p2(x) — @2z — )] <
4] ]
= 2 [ sint/tdt N 2 [" sint/tdt

desde que 0 < ¢ < ¢ e uniformemente em z € [a +¢,b —¢]. m

8.3.6. Exemplos. Como vimos, o desenvolvimento em série de Fourier de
uma fungéo f : [a,b] — R, absolutamente integrével em [a, b], corresponde
ao desenvolvimento da funcao periédica de periodo T' = b — a, prolonga-
mento de f, e os coeficientes da série, ay,, b,, vém dados por

2 [P 2 [°
an:T/ f(z) cosnwzx dz, bn:T/ f(z) sinnwz dz,

com w = 27 /T (cf. (8.2.4.),(4.)). Frequentemente, procura-se o desenvolvi-
mento de Fourier de fungoes 27-periddicas. Tratando-se de fungoes pares
(resp. {mpares) obtém-se, o desenvolvimento em série de cossenos (resp.
série de senos) com os coeficientes a,, (resp. b,) dados por (8.2.4.,(1.)). Os
varios resultados de convergeéncia exibidos determinam os pontos em que a
série converge, em particular para f(z), e uniformemente nalguma regiao

D CR.
1. Desenvolva em série de Fourier, f(z) = |z|, -7 <z < 7.

Vimos anteriormente (cf. (8.2.4.),(2.)) que

—m,xwl. (1)

T 4 cos3r cosbx
|a:|~§—— cosT + N NS
T

¥ T

A fungéo f(x) = |z| é de variagdo limitada em [—, 7] (é derivavel com
derivada limitada em | — 7, 7[\{0}, (cf. (5.8.4.), Cor.2.)) e claramente
continua em | — 7, w[. Observe-se ainda que o prolongamento 27-
periddico de f, digamos f, é ainda continua em —7 e 7, e mais
geralmente, em k7, k € Z; basta 