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Prefacio

Este volume ¢ uma versdo remodelada do n° 35 dos “Textos e Notas” do
CMAF, editado em 1986. Reproduz-se adiante o prefacio do referido texto, onde
o leitor podera encontrar a descrigdo e justificacdo do conteudo cientifico da mo-
nografia. Com efeito, manteve-se a estrutura fundamental do curso, embora a di-
visdo em trés capitulos que se seguiam a Introdugdo tenha dado lugar a organiza-
¢do da matéria em onze capitulos também divididos em sec¢des mas ainda agru-
pados em trés partes correspondentes aos primitivos capitulos. Por este motivo,
completa-se o “prefacio da 1? edigdo” com indicagdes destinadas a facilitar as re-
feréncias ao texto actual.

Para além de modifica¢des de pormenor na apresentagdo de alguns dos temas,
diversas simplificagdes em demonstragdes ¢ alguns novos exercicios, assinale-se
a reformulacdo do primeiro capitulo; o estudo da nogdo de adjunto passa a ser
feito no quadro mais geral das “correspondéncias lineares” (“operadores multivo-
cos”) o que permite clarificar decisivamente os resultados fundamentais. Acres-
centou-se, além disso, o estudo das formas sesquilineares e operadores associa-
dos, com o teorema de representacdo para formas fechadas (seccdo 1.4), bem
como uma introdugdo ao estudo de operadores diferenciais a mais que uma di-
mensao (sec¢do 1.5), nomeadamente dos operadores associados ao “momento li-
near” e a “energia cinética”, motivando-se a defini¢do e propriedades elementa-
res da nocdo de “derivada (parcial) fraca”. Fica assim complementado o estudo
que ja era feito de operadores diferenciais a uma dimensao.

Partes substanciais do contetido deste volume foram leccionadas em diversos
cursos de mestrado e do ano terminal da licenciatura em Matematica. Para além
das disciplinas ja referidas no prefacio da 1? edi¢do e da Teoria dos Operadores e
Fisica-Matematica do 4° ano da Licenciatura em Matematica da FCUL, tratou-se
também de dois cursos de Teoria dos Operadores respectivamente nos mestrados
de Algebra (ano lectivo de 1987/88) e Analise (ano lectivo de 1990/1991) na Fa-
culdade de Ciéncias ¢ Tecnologia da Universidade de Coimbra, bem como cursos
de Anélise Funcional (ano lectivo de 1988/89) e Algebras de Operadores (ano
lectivo de 1992/93) no Mestrado em Matematica Aplicada do Instituto Superior
Técnico. A regéncia destas disciplinas, nomeadamente pelo contacto que propor-
cionou com estudantes orientados para diferentes areas cientificas no campo da
Matematica, constituiu experiéncia inestimavel a que se fica a dever de modo es-



sencial a remodelagdo levada a cabo do texto primitivo; aqui fica expresso o meu
agradecimento a todos os alunos dos referidos cursos, bem como as instituigdes
universitarias que os acolheram. Para terminar, agradego ao Luis Trabucho, edi-
tor desta colecg@o, o entusiasmo estimulante com que tem desempenhado essa ta-
refa, factor decisivo para a finalizagdo deste trabalho.

Lisboa, Fevereiro de 1998

N.B.: Em toda a monografia os espagos vectoriais sdo sobre o corpo com-
plexo, salvo indicagdo em contrario. Além disso adopta-se a defini¢do de com-
pacto que inclui o axioma de Hausdorff de separagdo. Para evitar complicagdes
desnecessarias supde-se que os espagos de medida sdo “ndo-triviais”, ou seja,
que a medida ndo ¢é identicamente nula.
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“Um analista funcional é, em primeiro lugar e acima de
tudo, um analista e ndo uma espécie degenerada de
topologista.” !

“Nous avons découvert sur les vastes plaines de l'ennui
Ce que savait Feynman sans sortir de chez lui”?

Este trabalho ¢ essencialmente a versdo escrita do curso de Analise Funcional
II leccionado pelo autor na Faculdade de Ciéncias de Lisboa, no ano lectivo de
1984/85; algumas ideias entdo desenvolvidas ja tinham sido “ensaiadas” no curso
de Teoria dos Operadores do mestrado de Fisica-Matematica da Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra, no ano lectivo de 1983/84.
A escolha dos assuntos foi determinada em primeiro lugar pelas exigéncias curri-
culares do ramo cientifico da Licenciatura em Matematica (como o autor as en-
tende...) e, em segundo, evidentemente, por gosto pessoal. Como ¢ habitual, in-
clui-se, tanto no texto como nos exercicios, ligeiramente mais do que ¢ normal-
mente abordado num semestre lectivo, embora se pense ser possivel, em condi-
¢oes favoraveis, cumprir todo o programa proposto nestas paginas.

Parece pacifico que na gama de conhecimentos habitualmente designada por
“Teoria dos Operadores” se deva incluir o estudo dos operadores auto-adjuntos
ndo necessariamente limitados em espagos de Hilbert, nomeadamente do que se
designa por “Teorema espectral” para tais operadores; a natureza deste resultado
¢ tal que torna possivel construir um curso semestral em torno da sua demonstra-
¢do e de algumas das suas consequéncias fundamentais, embora a viagem que
leva das defini¢des e resultados elementares da teoria a demonstragdo do Teore-
ma espectral seja pontuada por etapas com excursdes variadas e, por vezes, tal-
vez inesperadas.

Tratando-se de elabora¢des matematicas particularmente inspiradas por prob-
lemas surgidos no seio da Fisica, parece util tragar as linhas de desenvolvimento
historico desta ciéncia que levaram directamente aos trabalhos de Von Neumann
acerca de operadores auto-adjuntos. E esse o objecto da Introdugdo, em que se
discutem algumas ideias simples surgidas nos primérdios da Mecanica Quéntica,
nomeadamente quando Louis de Broglie apresentava as bases da sua “Mecanica
Ondulatoria”. Utilizou-se livremente o texto escrito pelo autor como introducdo a

IE. Hille (citado em [RS2])
2P.R. Chernoff (parafrase de um célebre aforismo; in Math. Rev., 85g:35088)
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monografia de licenciatura [BW1], onde também se pode encontrar alguma bibli-
ografia acerca das questdes de Fisica referidas. Nao se procurou, obviamente, es-
crever um curso, ainda que introdutério, de Mecanica Quantica, mas apenas es-
bogar um pano de fundo que fosse acompanhando o desenvolvimento matemati-
co dos assuntos tratados, constituindo elos de ligagdo extra-matematicos para as
diversas etapas, sem deixar de ter em conta as enormes caréncias de conhecimen-
tos que, no campo da Fisica, sdo infelizmente comuns ao autor ¢ a alguns dos
previsiveis leitores desta monografia. Mostra-se, em particular, como a Transfor-
macao de Fourier surge naturalmente no quadro da Mecanica Ondulatoria, como
ponte entre os observaveis “momento” e “posi¢do”. Termina-se a Introdug¢do com
o enunciado, previamente motivado, das propriedades caracteristicas da classe de
operadores em espagos de Hilbert “associados a observaveis fisicos”, em que se
devem incluir operadores ndo limitados e, portanto, atendendo ao Teorema de
Hellinger-Toeplitz (inico que se enuncia e demonstra nesta Introdugdo) com do-
minio menor que o espago. Utilizam-se, neste ponto, ideias contidas em [Scl].

Com o capitulo I3 inicia-se o percurso matemético propriamente dito do texto.
Supde-se que o leitor possui conhecimentos basicos de Analise Funcional e de
Teoria da Medida, como sejam os aspectos elementares da teoria dos operadores
limitados em espagos normados, incluindo as particularidades proprias dos espa-
¢os de Banach e de Hilbert (com os exemplos habituais), as consequéncias funda-
mentais dos Teoremas de Baire (aplicacdo aberta, grafico fechado...), Banach-
-Steinhaus, Hahn-Banach, Stone-Weierstrass, Riesz-Markov, Radon-Nikodim,
etc.; ndo se requer qualquer estudo prévio de operadores ilimitados ou do Teo-
rema espectral mesmo para o caso limitado, ainda que seja desejavel (mas ndo
obrigatorio) um contacto prévio com as nogdes de espectro e resolvente de ope-
radores limitados e eventualmente do Teorema espectral para operadores auto-
-adjuntos compactos. Introduzem-se as defini¢des e propriedades basicas relati-
vas a espacos de Hilbert, nomeadamente a no¢do de adjunto e conceitos afins, e
termina-se o capitulo identificando a classe dos operadores “associados a obser-
vaveis fisicos” com a dos operadores auto-adjuntos. Sacrifica-se o grau de gene-
ralidade a uma certa fluéncia de exposi¢do, evitando, por enquanto, colocar as
questdes num quadro mais geral, como seria o dos espagos de Banach ou mesmo
normados (com a nog¢do de operador transposto). Apresentado o caso do ope-
rador de multiplicacdo por uma fun¢io mensurdvel real num espago L? como
exemplo simples de operador auto-adjunto, e tendo em mente o objectivo enun-
ciado na Introdugdo de dar uma defini¢do de “fun¢@o de operador” como tradu-
¢do matematica do conceito fisico fundamental de “fungdo de observavel”, anun-
cia-se que aquele exemplo é, de certo modo, o “Gnico” existente, ja que todo o
operador auto-adjunto é, como se vera, “unitariamente equivalente” a um opera-
dor de mutiplicagdo. Esta forma de abordar o Teorema espectral é essencialmente
a preconizada em [RS1]; procurou-se, nestas paginas, explorar esta ideia tdo util-
mente quanto possivel. Estabelecida, por exame do caso da dimensdo finita, a
ligagdo entre “equivaléncia unitaria com operador de multiplicagdo”, “funcéo de
operador” e nogdes relativas a valores espectrais, convida-se o leitor a acom-

3Actual 1? Parte, coincidente com o Capitulo 1.
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panhar uma digressdo a estruturas mais abstractas em que faga sentido falar de
“fun¢do de um elemento”, pelo menos, a partida, no caso simples de fungdes po-
linomiais, ¢ introduzir a nogdo de espectro — trata-se da teoria das algebras de
Banach, objecto do capitulo seguinte.

Inicia-se o Capitulo I1# com uma secgdo centrada nas defini¢des e proprieda-
des gerais relativas a algebras de Banach. Em todo o capitulo é largamente utili-
zada bibliografia consagrada sobre estes assuntos, como seja, por exemplo,
[GRS] ou [Br], além de diversas obras gerais de Analise Funcional que dedicam
capitulos especiais as algebras de Banach ([TL], [Ru2], [Y] e, em menor propor-
¢do, [KF]). Nesta primeira sec¢do® estuda-se a chamada “representaciio regular,
que reduz a classe das algebras de Banach a das sub-algebras fechadas dos L(E)
(aplicagoes lineares continuas de £ em F), a menos de isomorfismo isométrico;
introduz-se a nocao de espectro de um elemento, acompanhada dos conceitos e
propriedades afins e demonstra-se um dos resultados fundamentais da teoria — a
menos de isomorfismo isométrico, o unico corpo de Banach ¢ C. Termina-se a
seccdo com alguns exemplos importantes de algebras de Banach.

A segunda secgdo do Capitulo 11¢ é essencialmente dedicada & introdugio da
Transformacdo de Gelfand, apresentando-se como aplicagdes directas das suas
propriedades mais elementares os Teoremas de Wiener ¢ Wiener-Lévy cléssicos
(relativos a possibilidade de desenvolver em série de Fourier absolutamente con-
vergente o inverso algébrico de uma func¢do, ou, mais geralmente, a composta de
uma funcdo holomorfa na vizinhanga da imagem com uma fun¢do também com
série de Fourier absolutamente convergente), e o chamado calculo operacional
holomorfo para os elementos de uma algebra de Banach com unidade, de que se
da uma aplicacdo ao caso das matrizes. Termina-se a sec¢do com um lema geo-
métrico relativo a existéncia de certos dominios de Cauchy, utilizado em alguns
resultados anteriores, sendo a demonstracio apresentada de [Sc2]’. Registe-se
um primeiro passo visivel (ainda que ndo indispensavel...) no sentido da defi-
ni¢do geral de “fung@o de operador auto-adjunto”) (com a introdugdo de funcgdes
holomorfas de um elemento) e acredite-se que também foram dados alguns pas-
sos (mais decisivos!) na sombra...

Na terceira sec¢io8 tira-se ainda partido da generosidade da Transformacio
de Gelfand que fornece, sem exigir grande esforco, os resultados fundamentais
acerca da convolucdo e Transformacdo de Fourier em L' (exemplo fundamental
de algebra sem unidade), com aplicagdo directa a certas equagdes integrais e mui-
tas outras potenciais aplicagdes. Com um pequeno desvio por L? obtém-se de
passagem a Transformacdo de Fourier-Plancherel, exemplo privilegiado de ope-
rador unitario, inestimavel para certas representagdes espectrais que mais tarde
ocorrerdo. Nesta seccdo utilizou-se também [Rul].

4Actual 2° Parte que se inicia no Capitulo 2.

5Nas actuais secgdes 2.1, 2.2, 2.3.

6Actuais secgdes 2.4 e 2.5.

7A demonstragio foi omitida nesta edi¢iio, sendo apenas esbogada em nota de rodapé.
8 Actual Capitulo 3.
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A seccio 11-49 sistematiza e desenvolve alguns aspectos da Transformacao de
Gelfand de que ja se poderia suspeitar por alguns factos constatados nas secgdes
anteriores — estudam-se certas propriedades topoldgicas daquela transformacao,
sendo estabelecida a representagdo homomorfa continua das algebras de Banach
comutativas em algebras das fungdes continuas em certos compactos, com con-
dicdes necessarias e suficientes de injectividade, bicontinuidade, isometria e den-
sidade da representagdo. Como ilustragdo destas técnicas, apresenta-se a constru-

¢do do compactificado de Stone-Cech de um espago topologico completamente
regular.

Na seccdo I11-510 inicia-se a viagem de regresso ao reino dos operadores auto-
-adjuntos, abordando o estudo das algebras-B*, estrutura que acrescenta a de al-
gebra de Banach algumas das qualidades da passagem ao adjunto na classe dos
operadores lineares limitados. Este enriquecimento da estrutura reduz sensivel-
mente a classe sobre que nos debrugamos: no caso comutativo ficamos reduzidos
as copias isométricas de espagos de fungdes continuas sobre compactos. Esta
constatacdo ¢ o resultado fundamental da sec¢@o, e permite dar mais um passo,
este fulcral, em direccdo ao objectivo inicialmente proposto — para elementos
normais (ou seja, comutando com os respectivos adjuntos) estabelece-se um cal-
culo operacional continuo que generaliza o calculo operacional holomorfo da
seccdo 211; para fungdes continuas no espectro de um elemento normal define-se
o “valor” da fungdo com o argumento substituido pelo elemento em questdo.
Munidos das armas adequadas, podemos agora atacar sem receio uma primeira
versao do Teorema espectral, entrando no capitulo seguinte.

No tltimo capitulo!2 do curso, explicitamente dedicado ao teorema espectral,
reserva-se a primeira sec¢io!3 ao caso dos operadores normais limitados. Come-
¢a-se por notar que a diagonalizagdo de matrizes normais resulta imediatamente
do célculo operacional continuo desenvolvido no final do capitulo anterior. Além
disso, a diagonalizagdo permite obter de modo elementar a equivaléncia unitaria
do operador correspondente a matriz (numa base ortonormada pré-fixada) com
um operador de multiplicagdo num espaco L?. Este facto sugere que processo se-
melhante possa ser levado a cabo no caso geral de operadores normais limitados
em espacos de Hilbert — de facto, a consideracdo das chamadas medidas espec-
trais e a introdugdo da nogdo de vector ciclico permite mostrar que, a menos de
equivaléncia unitaria, os operadores normais limitados se reduzem aos de multi-
plicagio por fungdes complexas mensurdveis limitadas em espagos L2 Como o
operador resolvente em ¢ (unidade imaginaria) de um operador auto-adjunto
(mesmo ndo limitado) ¢ normal limitado, podemos utilizar o resultado anterior
para obter a primeira forma do Teorema espectral para aqueles operadores, termo
provisorio do nosso percurso. Antes, porém, ¢ necessario estender a operadores
ndo limitados as nogdes de espectro, resolvente, etc. e respectivas propriedades; é

9 Actuais secgdes 2.6 ¢ 2.7.

10Actual Capitulo 4.

1 Actual secgdio 2.5.

12Actual 3* Parte, constando dos Capitulos 5a 11.
13 Actual Capitulo 5.
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esse o objecto da segunda sec¢do do Capitulo II1!4, onde também se estuda com
algum pormenor o caso particular dos operadores de multiplicagdo por fungdes
mensuraveis (arbitrarias) em espagos L2.

Chegados finalmente a uma das metas inicialmente propostas, podemos, na
seccdo 315, acompanhar a construcio de mais uma versio do calculo operacional,
agora ja para operadores auto-adjuntos ndo necessariamente limitados e fungdes
limitadas mensuraveis em R quaisquer; segue-se a sugestdo de [RS1], utilizando-
-se de modo essencial a representac@o por operadores de multiplicagdo.

E altura de procurar concretizar algumas das possiveis razdes que justificam a
importancia de definir fun¢des de observaveis fisicos — e a fortiori de operado-
res auto-adjuntos: na secco I11-416 mostra-se como a Dinamica Quantica intro-
duz naturalmente certas fungdes limitadas de observaveis, a partir da equagao de
Schrodinger, que se apresenta ¢ motiva, retomando o fio da Introdugdo. Feito o
estudo dos grupos unitarios a partir do calculo operacional limitado, mostra-se
que os postulados da estrutura de grupo unitario resultam naturalmente da consi-
deragdo dos processos dindmicos em Mecanica Quantica; o teorema de Stone
revela que, partindo da Dinamica, se pode chegar aos observaveis através, mais
uma vez, dos operadores auto-adjuntos. Do estudo do comportamento dos grupos
unitarios associados a somas de operadores resulta uma féormula (de Trotter) que
sera o fulcro de nova ligagdo entre 0 modelo matematico ¢ a teoria fisica da Me-
canica Quantica. Concretizando a equago de Schrodinger para o caso da particu-
la livre a uma dimensdo de espago, estudam-se em pormenor os operadores dife-
renciais envolvidos, utilizando-se a Transformagdo de Fourier-Plancherel atras
introduzida; mostra-se como os resultados teoricos desta sec¢do (em particular a
formula de Trotter) permitem levar a formulagdo de Feynman da Mecanica
Quaéntica, que se centra nas trajectorias das particulas em lugar de partir dos ob-
servaveis momento e posi¢cdo. Expdem-se os problemas matematicos dai resul-
tantes e que motivam a inser¢do da seccio seguinte!” acerca da medida de
Wiener e de certas equagdes de difusio.

A abordagem dos assuntos expostos na secgdo 5 do capitulo III (cf. nota 17),
além de aparecer naturalmente na sequéncia dos resultados da secgdo anterior,
permite abrir diversas portas para ramos em franca expansao da Analise e Fisica-
-Matematica (Integragdo Funcional, Teoria Quantica de Campos, Processos
Estocasticos, etc.); além disso constitui mais uma ilustra¢ao directa do calculo
operacional limitado atrés introduzido. Quanto a medida de Wiener, segue-se de
perto a excelente exposi¢do contida em apéndice de [N] e, em parte, [RS2].

Na secgdo 6 deste tltimo capitulo!® aplica-se ainda o calculo operacional li-
mitado a construg@o das projecgdes espectrais que permitem abordar a forma tal-
vez mais classica do Teorema espectral; simultaneamente desenvolve-se o calcu-

14Actual Capitulo 6.
15 Actual secgdo 7.2.
16 Actual Capitulo 8.
17 Actual Capitulo 9.
18 Actual Capitulo 10.
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lo operacional geral (para fungdes apenas mensuraveis) estabelecendo-se as liga-
¢oes adequadas entre medidas projectivas e espectro de um operador. Parte-se,
mais uma vez, da motivagao fisica, analisando-se o significado probabilistico das
projeccdes espectrais. Nas demonstragdes utiliza-se fortemente a ideia inicial de
procurar reduzir as dificuldades ao caso dos operadores de multiplicagdo, o que,
na opinido do autor, clarifica consideravelmente o desenrolar dos raciocinios.
Como veremos, deixa-se para os exercicios parte consideravel das aplicagdes
apresentadas para o Teorema espectral na forma consagrada.

Termina-se o capitulo (e esta monografia) com alguns complementos acerca
da estrutura dos operadores auto-adjuntos e respectivos espectros!®. O objectivo
essencial ¢ abrir horizontes, dando ideia de possiveis desenvolvimentos da teoria
exposta; esboga-se a teoria da multiplicidade, introduzem-se as subdivisdes do
espectro ligadas a decomposi¢do de Lebesgue das medidas espectrais e indica-se
um possivel campo de aplicagdo importante destes conceitos — a teoria do
scattering, ultimo elo de ligagdo com a fisica apresentado no curso (desta vez a
titulo meramente informativo).

Antes de se apresentarem as paginas dedicadas a exercicios, convém falar dos
assuntos afins ausentes... Evitou-se desenvolver as consequéncias do Teorema
espectral para operadores normais limitados ¢ ndo se abordou a questdo dos
normais ndo limitados; parece, no entanto, ter ficado aberta a via para um estudo
pessoal largamente facilitado destas questdes, que se omitiram por falta de tempo
e op¢do pessoal do autor, no sentido de evitar desvios desnecessarios numa certa
linha de exposi¢do (c¢f [TL], [Ru2]). Falta mais lamentavel é sem duvida a das
formas quadraticas em espacos de Hilbert e respectivos teoremas de representa-
¢4020, em ligagdo com a teoria da perturbagdo para operadores auto-adjuntos; é o
tema que se seguiria naturalmente a este curso, em consonancia com aplica¢des a
operadores diferenciais mais gerais que os abordados e com o estudo mais siste-
matico das extensoes de operadores simétricos (teoria dos indices de defeito). Es-
cusado sera dizer que as limitagdes de tempo devem ser tidas, como habitualmen-
te, por culpadas desta omissdo. Tomada também a opgdo de tornar os exemplos
independentes de conhecimentos no campo da teoria “moderna” das equacdes de
derivadas parciais (em particular da definicdo de derivada generalizada e da
teoria das Distribui¢des ¢ espagos de Sobolev), ficou-se pela dimensdo 1 (“de
espago”), ou seja, pelos operadores diferenciais ordindrios, em que ¢é suficiente a
nogdo e propriedades da derivada (classica) para fungdes absolutamente conti-
nuas; esta abordagem preliminar (ou em paralelo relativamente a outros cursos)
de algumas equacdes de derivadas parciais “a uma dimensao de espago” mas uti-
lizando métodos relativamente poderosos da teoria dos operadores parece util, na
medida em que permite isolar as dificuldades especificamente analiticas funcio-
nais das estruturais particulares relativas a “regularidade” dos espacos em que se
procuram as solugdes. Além disso, este estudo constitui boa motivagdo para a
introducdo da teoria das Distribui¢cdes, como necessidade resultante da tentativa

19Estes complementos constituem o actual Capitulo 11.
20Assunto agora abordado na secgio 1.4.
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de estender certos resultados a operadores diferenciais a mais de uma dimensao,
para os quais as eventuais realizagdes auto-adjuntas t€ém necessariamente domi-
nios contendo fungdes ndo derivaveis no sentido classico?!.

A introdugdo de numerosos exercicios no final de cada sec¢do tem por objec-
tivo primordial permitir ao leitor testar o grau de compreensdo atingido nos as-
suntos estudados. Ndo parece ser possivel apreender utilmente uma nogéo mate-
matica elaborada sem esfor¢o individual de resolugdo de problemas envolvendo
essa no¢do ¢ estabelecendo o maximo de interligagdes com nogdes ja conhecidas.
Nesse sentido procurou-se que os exercicios obrigassem a fazer entrar em jogo
conceitos provenientes dos mais diversos ramos da Matematica, de modo a dar
uma ideia tdo real quanto possivel do enorme poder unificador da Analise Fun-
cional, sem esquecer que este conjunto de teorias nasceu para resolver problemas
concretos da Matematica e que, portanto, o seu estudo deveria implicar um pro-
gresso efectivo no conhecimento dos campos classicos da Analise; por outras pa-
lavras, tdo ou mais importante que a familiaridade com as diversas estruturas abs-
tractas ¢ o conhecimento dos entes matematicos que as povoam e lhes ddo razdo
de ser.

O estudo de alguns operadores diferenciais elementares (fundamentalmente o
operador de derivagdo com dominios variados) ¢ um dos leitmotiv que percorre
os exercicios de diversas sec¢des. Comega por aparecer na Introdugdo, em que se
pede para demonstrar que tais operadores nao podem ser continuos nos dominios
e espacos “razoaveis” neste quadro; dominam os exemplos do Capitulo I de
calculo de adjuntos, aparecem no Capitulo II (sec¢io 322) em que se
pormenorizam alguns comportamentos relacionados com a Transformagdo de
Fourier, ja abordados no texto, ¢ em que se estuda o problema de Dirichlet no
semi-plano (no quadro L'). Constituem finalmente objecto de alguns exercicios
fundamentais do Capitulo III (c¢f nota 12) em que se estudam propriedades
importantes das equacdes de Schrodinger e do calor, completando o estudo feito
no texto, ¢ se pede o exame das diversas partes do espectro de alguns operadores
diferenciais. Nas sugestdes dadas para a resolugdo de alguns destes exercicios
introduzem-se, em casos simples, algumas técnicas importantes da teoria dos
operadores ¢ equagdes diferenciais; assim aparece, por exemplo, no exercicio 5
do Capitulo 123, o método de regularizagdo por convolugdo e, no exercicio 3 da
seccdo I111-424, 0 método de truncatura, em relagdo com o estudo dos dominios
em que tais operadores sdo auto-adjuntos ou essencialmente auto-adjuntos.

Outro principio director na escolha dos exercicios foi, sempre que possivel, a
apresentacdo de formas alternativas de abordar as questdes estudadas no texto e
de complementos menos inseridos na linha “natural” de desenvolvimento dos as-
suntos, mas ainda assim considerados importantes. Certos resultados com de-
monstragdo “decomposta” em exercicios com sugestdes adequadas sdo mesmo

21Esboga-se a referida generalizagdo na actual secgdo 1.5.
22 Actual Capitulo 3.

23 Actual exercicio 17).

24Actual exercicio 133).
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importantes teoremas de Analise (mais ou menos Funcional...) como, por exem-
plo, o Teorema Tauberiano de Wiener (exercicios 9 a 13 da secgdo 11-325), ou o
Teorema de Bochner (exercicio 19 da seccio I11-629); outros, menos fundamen-
tais, tém todavia importantes consequéncias em diversos ramos da Analise, como
por exemplo resultados relativos a partes polinomialmente convexas de CV
(exercicio 5 da seccdo 11-427), a representacdo de espagos L™ (exercicio 8 da
mesma sec¢io?8), a espectros de operadores ndo necessariamente fechados em
espacos normados (ex. 1 de III-229), a equagdes diferenciais com segundo
membro (versdes abstractas das equagdes de Schrodinger e do calor — resp. ex.
1 de I1I-4 e 4 de 111-539), a propriedades de regularidade de equagdes “tipo calor”
(ex. 2 de I11-531), a geraciio de semi-grupos auto-adjuntos (ex. 5 de I11-532), a po-
sitividade de solucdes (ex. 8 de I11-533), a raiz quadrada de operadores positivos
(ex. 18-b de I11-634), a decomposicio polar de operadores fechados (ex. 18-c de
I11-633), 4 convergéncia de fungdes de operador (ex. 21 de I11-63) e finalmente a
dedugdo do Teorema espectral para operadores compactos a partir do caso geral
(ex. 15 de 111-637).

Procura-se também, em muitos casos, estimular a busca de “contra-exemplos”
para conjecturas que possam naturalmente surgir a proposito das nog¢des que vao
sendo introduzidas; trata-se de um meio insubstituivel para firmar a compreenséo
de conceitos novos. Os enunciados dos exercicios resultam largamente da pesqui-
sa bibliografica efectuada; trata-se quer de problemas ja apresentados como tais
em obras ja publicadas (citadas na bibliografia), quer de adaptagdes de partes ex-
positdrias dessas mesmas obras, quer, apesar de tudo, em alguns casos, de ideias
do autor (sem qualquer pretensdo de originalidade quanto aos resultados...). Em
dois casos pedem-se contra-exemplos para afirma¢des “menos verdadeiras” (!)
encontradas na bibliografia (ex. 2 e 10-¢ de 11-238) — errare humanum est. ..

Nao se apresentam neste curso quaisquer resultados originais; os teoremas es-
tudados ou sdo de ha muito resultados basicos de Analise ou produgdes mais re-
centes mas ja consagradas, pelo menos no campo da investigagdo. E legitimo re-
conhecer alguma contribui¢do pessoal na escolha e encadeamento dos assuntos
versados e consequentemente nos pormenores de algumas demonstragdes, em
particular no que respeita ao Teorema espectral e calculo operacional gerais em
que se desenvolveu a ja citada ideia de [RS1] de privilegiar a representagdo por

25Actuais 81) a 85).

26 Actual 168).

27 Actual 62)

28 Actual 65).

29Actual 112).

30Actuais 131) e 141), respectivamente.
31Actual 139).

32Actual 142).

33 Actual 145).

34Actual 167-b).

35Actual 167-c).

36Actual 170).

37Actual 164).

38Respectivamente, actuais 39) e 47); ¢f [TL], VII-3, p. 400 e [Ru2], exercicio 7 do Capitulo 10, p. 260.
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operadores de multiplicagdo. Também se procurou uma ligacdo com motivagdes
fisicas mais estreita do que ¢é habitual, ainda que na linha de, por exemplo, [Sc1].

Apresentado o contetido desta monografia ndo posso deixar de agradecer aos
colegas do C.M.A.F. por muitas frutuosas discussdes em torno de assuntos nela
versados, aos alunos dos cursos citados no inicio deste prefacio por todas as su-
gestdes e melhoramentos tornados possiveis pelo dialogo desenvolvido durante o
periodo lectivo e finalmente a Maria do Carmo Monteiro Fernandes pelo exce-
lente trabalho de dactilografia que pode se apreciado na totalidade das paginas
que se seguem3?.

Lisboa, Marg¢o de 1986

39Referéncia a edigio de 1986, como ¢ dbvio.
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Introducao

Nota historica e considerac¢oes acerca da motivaciao
fisica de alguns dos temas fundamentais da Analise
Funcional

Se procurarmos investigar a génese das ideias fundamentais que estdo na base
das teorias matematicas de que nos ocuparemos neste curso, seremos naturalmen-
te levados a sair do campo da Matematica e a entrar em contacto com a profunda
crise que abalou a Fisica nos finais do século XIX e principios deste século.

Do estado de relativa satisfacdo intelectual que reinava nos meios cientificos
na época imediatamente anterior, é exemplar a atitude de Thomson (Lord Kelvin)
que parecia desencorajar os jovens cientistas de dedicarem os seus esforcos a
investigacdo fundamental em Fisica ja que esta estaria praticamente terminada,
restando apenas integrar nas teorias gerais conhecidas alguns pontos obscuros de
que destacava trés: o resultado negativo da experiéncia de Michelson e Morley, a
catastrofe do ultravioleta na radiagdo do corpo negro e o efeito fotoeléctrico.
Com esta ressalva, a Fisica parecia ter atingido um ponto em que praticamente
todos os fendomenos acessiveis a experiéncia se podiam explicar recorrendo a
uma das teorias até entdo desenvolvidas e repetidamente confirmadas por iniume-
ras observacoes ¢ realizagoes técnicas. Com efeito, a Mecanica Newtoniana en-
contrava uma concordancia espectacular com as observagdes astrondmicas reali-
zadas ao longo de séculos; a Termodinamica dava conta das relagdes existentes
entre fendmenos mecénicos e calorificos e, junta a hipdtese molecular, parecia
admitir uma reducdo conceptual & Mecanica, entrando em jogo com a agitagdo
das moléculas, regida pelas Leis de Newton. Mesmo os fendmenos luminosos e
electromagnéticos encontravam explicagdo cabal no quadro da teoria do electro-
magnetismo de Maxwell-Lorentz; reduzindo a luz a radiacdo electromagnética,
Maxwell determina finalmente a verdadeira natureza dos fenémenos Opticos,
pondo fim a uma velha discussdo que durava desde o tempo de Newton (que de-
fendia a teoria corpuscular da luz) e Huygens (partidario da teoria ondulatoria).
Alids, ja no inicio do século XIX, as experiéncias de Young, Fresnel e Fraun-
hofer sobre interferéncia e difraccdo haviam posto em destaque a natureza ondu-
latéria dos fendmenos luminosos. No entanto, ja4 nesse campo, era detectavel
certo “mal-estar” nos meios cientificos da época; com efeito, grande parte dos fe-
ndémenos ondulatorios pode ser facilmente reduzida a fendémenos mecanicos, con-
siderando uma onda como a propagacdo de uma vibragdo (portanto de um mo-
vimento) através de um meio material. Temos assim a propagacdo de vibragdes

7
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de uma corda esticada, a propagacdo de ondas a superficie de um liquido ou a
propagacdo de ondas sonoras através de um meio solido, liquido ou gasoso, co-
mo exemplos de fenomenos ondulatérios (uni-, bi- ou tri-dimensionais) que se
podem reduzir a movimentos de particulas materiais, cabendo portanto no quadro
da Mecanica. Ja no caso das ondas electromagnéticas, pergunta-se, qual o sujeito
para o verbo “ondular”? A falta de melhor resposta, “baptizou-se” tal sujeito com
o nome de “éter electromagnético” ou simplesmente “éter”. Mas a propria nature-
za das ondas electromagnéticas impunha ao “éter” propriedades verdadeiramente
desconcertantes; a par de rigidez infinita, o éter deveria preencher todo o espago
entre os corpos (visto que as ondas electromagnéticas, ao contrario das sonoras,
se propagam no vazio) e, no entanto, ndo afectar de nenhum modo visivel o
movimento dos mesmos corpos. O resultado negativo da experiéncia de Michel-
son ¢ Morley (realizada em 1887), que se destinava a determinar a velocidade da
Terra em relagdo ao éter, sugeriu que se deveria renunciar a redugdo pretendida
do electromagnetismo a modelos mecénicos acessiveis a intui¢do; mas, mais do
que isso, levou a uma revisdo completa dos conceitos de espaco e tempo, até
entdo universalmente aceites, baseados no principio de relatividade de Galileu.
Einstein, substituindo este principio pelo seu proprio principio de relatividade, no
quadro da teoria da relatividade restrita, consegue dar conta do fendomeno
verificado de constancia da velocidade da luz relativamente a dois referenciais
movendo-se um em relagdo ao outro com movimento rectilineo e uniforme.

Foi este um dos abalos sofridos pelo edificio da Fisica classica ¢ no entanto
ndo se tratou de abalo tdo violento quanto poderia parecer a primeira vista. Com
efeito, muitas das ideias basicas que presidiam a edificacdo das teorias fisicas
mantinham-se inalteradas com a introdugdo do principio de relatividade de
Einstein; continuava a ndo ser posta em divida a possibilidade de melhorar inde-
finidamente os resultados das medi¢des das diversas grandezas fisicas, indepen-
dentemente umas das outras, ou seja, continuava a atribuir-se aos diversos cor-
pos, em qualquer escala, uma trajectéria bem determinada que podia ser conheci-
da tdo precisamente quanto o desejassemos desde que pudéssemos dispor de ins-
trumentos de medida suficientemente aperfeigoados. O objectivo da Fisica conti-
nuava a ser o de determinar com precisao “absoluta” o comportamento da Natu-
reza em face de determinadas ac¢Ges e condi¢les iniciais; 0 maior ou menor
acordo das previsdes com a realidade dependeria apenas do grau de acuidade
com que essas acgoes ¢ condigdes fossem conhecidas, mas ndo era posta em du-
vida a possibilidade de enunciar leis fisicas a partir das quais fosse possivel con-
trolar perfeitamente os diversos pardmetros (posi¢do, momento, energia, etc.) que
caracterizam os movimentos dos sistemas materiais. O que a Teoria da Relativi-
dade fez foi modificar algumas das leis da Mecanica Classica e certas relagdes
estabelecidas entre os diversos observaveis, mas deixou intactos, quer os pressu-
postos classicos acerca das possibilidades de medi¢do das grandezas, quer o
proprio conceito de lei fisica.

Mas havia outras pequenas manchas no quadro geral da Fisica dos finais do
século XIX. Uma dessas “manchas” era conhecida como catdstrofe do ultraviole-
ta na radiagdo do corpo negro. As leis fundamentais da radia¢do térmica, ou
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seja, das radiagdes electromagnéticas emitidas pelos corpos aquecidos eram bem
conhecidas dos fisicos da época. Uma dessas leis estabelecia que a “quantidade
de radiagdo” (radiancia) emitida por um corpo aumenta rapidamente com a res-
pectiva temperatura (no caso do corpo negro — que se toma para padrdo por ser
aquele que absorve o maximo de radiagdo — € proporcional a 7%, em que T ¢ a
temperatura absoluta); outra — a lei de Wien — estabelecia que, a medida que a
temperatura aumenta, o comprimento de onda correspondente a0 maximo da in-
tensidade da luz emitida pelo corpo, diminui progressivamente, aproximando-se
da zona violeta do espectro. Estas duas leis davam conta dos fenomenos obser-
vados, por exemplo, quando se aquece uma barra de ferro: a intensidade da luz
emitida aumenta rapidamente com a temperatura (aumento de radidncia) e a cor
dessa mesma luz vai-se progressivamente aproximando do branco, comegando
pelo vermelho (o que significa que se vao adicionando sucessivamente radiagdes
de comprimento de onda cada vez menor até se atingir — de acordo com a lei de
Wien — a zona violeta do espectro, a partir da qual todo o espectro visivel ¢é
coberto e portanto a luz é branca). Qualquer destas leis tinha assim, por si, con-
firmagdo experimental indiscutivel; restava conjuga-las numa s6 lei que desse
conta dos diversos fendmenos observados. Foi o que Rayleigh e Jeans procura-
ram ao declarar que a luminosidade de um corpo aquecido seria directamente
proporcional a sua temperatura absoluta e inversamente proporcional ao quadra-
do do comprimento de onda da luz emitida pelo corpo. Mas se esta lei revelava
uma aproximacao satisfatoria da realidade até a parte média do espectro, comega-
va a falhar estrondosamente & medida que se consideravam comprimentos de
onda mais proximos da zona violeta e ultravioleta (dai o nome de “catastrofe do
ultravioleta” dado a este fenomeno). Além disso o proprio enunciado da lei fazia
prever a possibilidade de aumento ilimitado da luminosidade, bastando conside-
rar comprimentos de onda arbitrariamente curtos, o que, além de ndo ter confir-
magao experimental, ¢ dificil de conceber em si.

Talvez ninguém tivesse suspeitado, ao surgir esta dificuldade, que ela seria o
ponto de partida para uma reformulagao completa do modo de entender a Fisica,
revolugd@o bastante mais profunda que a efectuada pela Relatividade. Com efeito,
no final do ano de 1900, Planck apresenta a sua explicacdo da “catastrofe do ul-
travioleta”, enunciando um novo modo de conjugar as duas leis da radiagéo tér-
mica através de uma formula que traduz perfeitamente os fendmenos observados.
Mas se esta formula estava de acordo com a realidade, por outro lado ndo se
podia deduzir dos principios da Fisica Classica e apresentava certas combinagdes
de grandezas que ndo tinham qualquer sentido aparente. Para a fundamentar,
Planck viu-se obrigado a emitir a sua hipotese dos “quanta” de energia; ou seja,
renunciou ao pressuposto essencial da Fisica classica que dizia respeito & conti-
nuidade da energia. De facto, se a Fisica admitia, sem qualquer dificuldade, a
descontinuidade essencial da matéria, através da hipotese molecular, ja as trocas
de energia, ninguém o duvidava, se faziam de modo continuo e gradual. Com
efeito, se se admitia ser possivel, com rigor arbitrario, seguir, por exemplo, 0 mo-
vimento de um corpo em queda livre ou o processo de colisdo de duas moléculas
com consequente transferéncia de energia cinética era porque, sem duvida, o au-
mento de energia cinética do corpo ou de uma das moléculas era um processo
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continuo; se as variagdes de energia se fizessem por porgdes fixas ou quanta, isso
levaria a que o corpo nio poderia ter movimento continuo mas “saltaria” instan-
taneamente de uma posi¢do para outra correspondente a nivel de energia diferin-
do do anterior por um quantum. Do mesmo modo, nem todas as transferéncias de
energia entre as duas moléculas seriam possiveis, mas apenas as que correspon-
dessem a multiplos do quanto de energia. Também a energia dos fenomenos on-
dulatérios ndo se propagaria continuamente, o que parecia incompativel, por
exemplo, com a natureza continua dos fenomenos luminosos.

Em resumo: admitir a hipotese dos quanta era renunciar aos conceitos classi-
cos que informavam todas as descri¢des dos fendomenos fisicos até entdo; ndo a
admitir era renunciar a compreender a fundamentagdo duma férmula que apre-
sentava acordo notavel com a realidade.

Mas outros fenomenos surgiam que punham também em xeque os conceitos
classicos. Um deles era o chamado efeito fotoeléctrico: colocando em recipiente
onde previamente se realizou o vacuo duas placas metalicas separadas e ligando-
-as aos polos de uma pilha eléctrica, ndo ha passagem de corrente visto que ndo
ha condutor entre as placas; no entanto, iluminando uma das placas com luz de
determinados comprimentos de onda, verifica-se passagem de corrente entre as
placas, cessando a corrente logo que se interrompe a iluminagdo. Conclui-se
entdo que a incidéncia da radiacdo electromagnética obriga alguns dos electroes,
por transferéncia de energia, a “saltar” da placa, estabelecendo assim a corrente.
E natural pensar, e de facto assim acontece, que aumentando a intensidade da luz,
ou seja, aumentando a energia transferida para a placa, o nimero de electrdes
“soltos” aumenta, intensificando-se a corrente. Mas o facto estranho ¢ que para
cada metal existe um comprimento de onda limite tal que fazendo incidir luz de
comprimentos de onda superior ndo ha qualquer corrente, ainda que fraca, por
mais intensa que seja a luz emitida. Trata-se de facto inexplicavel classicamente,
pois ndo ha qualquer razdo para os electrdes se “recusarem” a absorver energia
proveniente de luz de grandes comprimentos de onda quando absorvem facilmen-
te a mesma energia quando associada a menores comprimentos de onda. Einstein,
em 1905, apresentou uma explicagdo coerente para este fendmeno, servindo-se
em parte dos trabalhos de Planck acerca dos quanta. Planck havia estabelecido
uma relagdo de proporcionalidade entre a frequéncia v de uma radiagdo e o
quantum F de energia corespondente a essa radiacdo:

FE = hv,

onde h é a constante de Planck (h ~ 6,6 x 10727 erg.s). A ideia de Einstein foi
interpretar o fenémeno do efeito fotoeléctrico considerando que a radiagdo elec-
tromagnética interagiria com os electrdes como se se tratasse de pequenos cor-
pusculos — os fotoes — transportando cada um exactamente um quantum de
energia hv. Do choque de um fotdo com um electrdo da placa resultaria a transfe-
réncia da energia hv, contida no fotdo, para o electrdo; se essa energia fosse sufi-
ciente para para vencer a energia de ligacdo W do electrdo (caracteristica do
metal) o electrdo seria ejectado com certa energia cinética:
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Em'n = h,l/ - W

Caso contrario (se hv < W) o electrdo ndo seria ejectado. Fica assim explicado
porque € que para cada metal existe um limiar para a frequéncia da radiacdo, a
partir do qual ndo ha corrente, por mais intensa que seja a radiacao incidente —
essa intensidade corresponde a um aumento do nimero de fotdes que atingem a
placa simultaneamente: por maior que seja esse numero, ou seja, por maior que
seja o numero de choques de fotdes com electrdes, se cada fotdo ndo tiver
energia hv suficiente para afectar o electrdo com o qual choca, nenhum electrao
sera ejectado e ndo haverd corrente. Aumentando v suficientemente de modo a
que hv > W, cada fotdo ejecta o electrdo com que choca e agora ja o aumento
do nimero de fotdes (aumento da intensidade) intensifica o niumero de electrdes
expulsos e portanto a corrente.

Esta explicacdo, quase simplista, de Einstein para o efeito fotoeléctrico vinha
agora por em causa um dos principios ja considerados bem estabelecidos pela
Fisica do século XIX: a natureza ondulatdria da luz; afinal, em certas situacdes, a
luz apresentava natureza corpuscular bem nitida! e, no entanto, as experiéncias
sobre difrac¢do, polarizagdo, etc., mostravam bem a necessidade de admitir que a
luz se propaga por ondas...

Outro escolho encontrado pelos fisicos do inicio do século XX dizia respeito
a propria estrutura atdmica. Durante a segunda metade do século XIX, e sobre-
tudo por iniciativa dos quimicos, tinha havido grande incremento no estudo do
espectro dos diversos elementos; ou seja, da decomposicao da “luz” emitida pe-
las diversas substancias quando incandescentes. Tratava-se afinal de repetir a ex-
periéncia de Newton de decomposi¢do da luz solar por um prisma triangular
transparente, utilizando agora luz proveniente de outras fontes como por exemplo
um pano embebido em solugdo salina incandescente. O estudo sistematico dos
espectros — a Anadlise Espectral — permitia concluir que cada elemento tinha
espectro bem determinado, ou seja, quando suficientemente aquecido emitia ra-
diagdes electromagnéticas de comprimentos de ondas bem determinados. A Fisi-
ca cléassica ndo encontrava explicacao satisfatéria para estes factos; com efeito, o
aumento de temperatura de um corpo traduz um incremento nos choques entre as
moléculas desse corpo. Poderiamos ser levados a supor que era do aumento de
energia de algumas moléculas, por accdo desses choques, que provinha a emissdo
de luz; mas nesse caso ndo se compreenderia porque nao havia emissdo de luz,
ainda que pouco intensa, quando o corpo nao tinha atingido certa temperatura —
em qualquer caso ndo deixa de haver choques entre as moléculas. O modelo
atomico de Thomson iluminava um pouco esta questdo; o &tomo seria constituido
por uma “nuvem” carregada positivamente onde se moviam as cargas negativas
— os electrdes (cuja existéncia como cargas negativas elementares se encontrava
ja plenamente verificada). A atrac¢do exercida pela carga positiva abrandava o
movimento dos electrdes e era do dominio da Electrodindmica classica que
particulas carregadas em movimento que sofressem abrandamento nesse movi-
mento deveriam emitir radiacdo electromagnética; quanto maior fosse o aqueci-
mento, maior lugar haveria para abrandamento, que se traduziria por maior emis-
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s@o de radiagdo. No entanto este modelo era insatisfatorio sob diversos aspectos;
ndo era claro que fosse possivel a coexisténcia dos electrdes com a nuvem posi-
tiva sem neutralizagdo das cargas respectivas e a existéncia dos espectros caracte-
risticos de cada elemento continuava inexplicada. O estudo da dispersao das par-
ticulas o (carregadas positivamente) pelos atomos de diversos elementos, efectu-
ado por Rutherford, mostrou que a carga positiva do 4tomo, ao contrario do que
propunha Thomson, se encontrava concentrada em por¢ao infima do volume total
do atomo. Rutherford propde entdo (em 1911) novo modelo atémico em que o
atomo ¢ figurado como “sistema solar” com centro de carga positiva — o niicleo
— em torno do qual “gravitam” os electrdes; assim, a forga de atraccdo eléctrica
¢ compensada pela forga centrifuga de rotagdo dos electrdes em torno do nicleo.
Quanto a radiagdo electromagnética emitida, provém da existéncia de cargas
eléctricas aceleradas, de acordo com a teoria electromagnética classica; mas o
problema subsiste — se os electrdes emitem radiagdo, perdem energia. Ao fim de
pouco tempo acabam por cair sobre o niicleo em orbita espiral, ndo se podendo
manter em Orbita estavel, visto a respectiva energia dinimuir progressivamente.
Além disso, como explicar as riscas espectrais que mostram que, para certos
elementos, a radiacdo emitida s6 pode ter determinados comprimentos de onda,
ndo cobrindo um continuum de radia¢des possiveis? Mais uma vez nos depara-
mos com um fenémeno que obriga a abandonar o pressuposto classico de conti-
nuidade da emiss@o da energia. Tendo em mente o fotdo descoberto por Einstein
e os trabalhos de Planck sobre os “quanta”, Niels Bohr propde-se, em 1912, aper-
feicoar o modelo de Rutherford. J& que os electrdes ndo podem radiar continua-
mente, pois acabariam por cair no nucleo, Bohr postula que existem certas or-
bitas privilegiadas, caracteristicas de cada elemento, onde os electrdes se encon-
tram, ndo emitindo qualquer radiagdo, o que explica a estabilidade dos atomos.
Enquanto um elemento ndo ¢ suficientemente aquecido ndo ha assim emissao de
luz; quando, pelo contrario, os atomos sdo excitados por incremento dos choques
moleculares (aumento de temperatura), certos electrdes “saltam” para orbitas cor-
respondentes a maior energia. Rapidamente a atracgdo do nucleo obriga-os a
voltar as orbitas originais, correspondentes a energia minimal para esses elec-
troes; o excedente de energia liberta-se sob a forma de um “quanto”, ou seja de
um fotdo, transportando a diferenga entre os niveis de energia das duas orbitas.
Assim, com o aumento de temperatura, aumenta o nimero ¢ “amplitude” dos
saltos dos electrdes de umas orbitas permitidas para as outras, o que explica a
variagdo sucessiva da intensidade e frequéncia correspondentes as riscas dos
espectros. As Orbitas caracteristicas de cada elemento determinam riscas espec-
trais também caracteristicas para cada elemento. Esta teoria dava explicacdo sa-
tisfatoria para os espectros e permitia mesmo calcular as frequéncias das riscas, o
que era impossivel pela teoria classica. No entanto, os seus fundamentos eram
obscuros e inconciliaveis com os principios basicos até entdo aceites em Fisica;
como explicar que cargas eléctricas aceleradas — os electrdes em orbita — néo
emitam continuamente energia? Como se faz a transig@o entre as Orbitas? Classi-
camente poderiamos pensar em seguir o trajecto do electrdo ao passar de uma
orbita para a outra; mesmo que na pratica ndo existissem meios técnicos para
efectuar essa observagdo, a teoria classica ndo punha em duvida que o electrdo
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tinha trajectéria bem definida — em que momento e porqué se dava entdo a
libertagdo de energia sob a forma de um fotdo? Mais uma vez a ideia classica que
atribuia a qualquer particula, em qualquer instante, posi¢do e velocidade bem
deteminadas, era assim posta em xeque. Além disso a teoria de Bohr ndo permitia
a determinagdo da intensidade das riscas espectrais — a contagem dos fotdes néo
se apresentava facil de conceber; nesse campo a teoria classica tomava a diantei-
ra, pois a determinagdo da intensidade de uma radiacdo electromagnética ndo
apresentava dificuldades conceptuais. Bohr tentou uma forma de compromisso
entre a teoria classica da radiag@o e a teoria dos quanta que falhou totalmente
quanto ao seu acordo com os dados experimentais referentes a intensidade das
riscas espectrais.

Os trés exemplos atras referidos mostram bem o impasse em que se encontra-
va a Fisica no inicio do século XX; a teoria dos “quanta” permitia explicar uma
série de fendomenos sobretudo no campo da interacgdo entre matéria e radiagéo,
mas ndo tinha qualquer fundamentag@o clara nos principios gerais da Fisica e
punha mesmo em causa alguns pressupostos que até entdo pareciam inatacaveis e
essenciais a formulagdo de qualquer teoria Fisica consistente. Impunha-se uma
reformulagdo total das teorias fisicas que desse conta dos fendmenos surpreen-
dentes atras descritos.

Em 1924, Louis de Broglie apresenta a sua teoria das “ondas de matéria”.
Tratava-se afinal de uma tentativa de unificagdo dos conceitos de matéria e
radiagdo, ambigdo partilhada pela maioria dos fisicos desde que a faléncia da
teoria do “éter” tinha retirado substracto “material” a propagagdo das ondas elec-
tromagnéticas. A dualidade onda-corpusculo tornada patente, no caso da luz,
pela descoberta do fotdo por Einstein, sugeriu a de Broglie que talvez esse ca-
racter de dualidade fosse extensivo as particulas materiais; do mesmo modo que
em certas circunstancias as ondas electromagnéticas se comportam como feixes
de particulas (os fotdes), de Broglie conjectura que em certas ocasides as particu-
las materiais em movimento (por exemplo, os electrdes) devem apresentar com-
portamento caracteristico dos fenomenos ondulatérios. Mais precisamente, a ca-
da corpo em movimento ¢ associada uma “onda”, de modo analogo ao que se
passa com os fotdes que se encontram associados a “onda electromagnética” lu-
minosa. O tipo mais simples de movimento ondulatério é a propagag¢do de uma
sinus6ide com movimento uniforme e rectilineo. A uma dimensdo de espago, a
sinusoide mais geral (“de média nula™40) é a funcio:

f(z) = Asin (kx — o),

onde k >0 e A >0 ¢é a amplitude. f ¢ periddica de periodo (comprimento de
onda) A\ = 2x/k, e a € [0, 27| ¢ a fase.

400u seja, “oscilando em torno do valor zero”.
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Figura 1

O “movimento rectilineo e uniforme de f ao longo do eixo dos xx com velocida-
de v” sera representado, evidentemente, pela fungdo:

F(z,t) = f(x —vt) = Asin (kx — kvt — ).

Examinemos o que se passa com cada “particula” zy do meio “em vibragdo”
quando o tempo ¢ varia. xy € actuada por um movimento oscilatério dado pela
funcao:

F(xg,t) = Asin (kxy — kvt — ),

portanto com periodo T = 27 /k|v|, ou seja, frequéncia (nimero de oscilagdes
por unidade de tempo) v = k|v|/27 = |w|/27, pondo w = kv. O movimento
ondulatério ¢ assim dado por:

F(z,t) = Asin (kx — wt — ),

tendo amplitude A, comprimento de onda \ = 27 /k, frequéncia v = |w|/27
(portanto periodo T = 27 /|w|) e velocidade (dita “de fase”):

w A
V= — = i —_
k T’
dependendo o sinal do sentido do movimento. No espago teremos analogamente,
como movimento ondulatorio elementar:

F(Z,t) = Asin (k.2 — wt — a)

(onda plana monocromatica de vector de onda E‘”). Note-se que, para cada ¢
fixo, F' é constante em cada plano perpendicular a ﬁ; com efeito, dois pontos de
vectores posigdo respectivamente #,7 estardo num tal plano sse k.(Z — ) = 0,
ou seja, sse k.7 = k.7. O valor de F(Z,t) para ¢ fixo dependerd portanto apenas
da projec¢do ortogonal de 2 segundo o versor de k, ou seja, F' ficara determina-
da (para t fixo) pelos valores que toma na recta gerada por k. Para um ponto

41Se se tratar da propagacio do som na atmosfera, por exemplo, F(Z,t) sera a pressdo exercida pelo
meio no ponto de vector posi¢do Z no instante ¢.
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# = a(k/|k|) = z vérs k dessa recta podemos reescrever:

o

) —wt—a) =

t) - a),

| S

F(#,t) = Asin (k.(z vérs
= Asin (|k|(z —

B

pelo que a restri¢do (em 7) de F' a recta gerada por k se reduz ao caso unidimen-
sional acima estudado: trata-se do movimento rectilineo e uniforme de uma sinu-
soide ao longo do eixo com direcgdo e sentido de ﬁ, com velocidade (escalar)
v = w/|k|. Notemos ainda que o mesmo movimento pode ser descrito pela
fungdo que se obtém de F' passando simultaneamente k e w aos simétricos, desde
que haja o cuidado de ajustar a fase «; embora seja 0bvio geometricamente, pode
verificar-se directamente:

Asin (k.2 —wt —a) = —Asin ((=F).7 — (~w)t +a) =

= Asin ((—k).Z — (—w)t — (—a £ 7+ 27)),

onde —a %7 + 27 pode ainda ser escolhido no intervalo [0, 27[. Deste modo,
ndo se perde generalidade considerando apenas ondas planas monocromdticas
com w (“numero de onda”) positivo. Para simplificar as notagcdes continuaremos
a examinar o caso unidimensional; por conveniéncia de calculo consideremos a
representagdo exponencial de F'. Passaremos a considerar como “onda
elementar” a fung@o complexa:

F(l‘, t) — Aét (kz—wt—a)

(ou a que lhe corresponde em R?). Se F' descreve um movimento de velocidade
bem determinada, o mesmo ndo se pode dizer da posicdo. Em cada instante ¢
nenhum ponto do espaco fica individualizado de modo a poder dizer-se que F
descreve, ainda que aproximadamente, as sucessivas posi¢cdes de uma particula.
Deste modo, ao querer utilizar-se o modelo ondulatério para “representar” o mo-
vimento de uma particula classica, é-se levado a considerar sobreposi¢des de on-
das planas monocromaticas com diferentes vectores de onda; ou seja:

U(x, t) /A t (ke —wk)i=a(k) g

onde A(k) > 0 funciona como densidade de amplitude e, atendendo ao que
acima se viu, supomos w(k) > 0. Fagamos uma analise heuristica com a finalida-
de de associar 1 ao movimento rectilineo e uniforme de uma particula classica
(portanto com posi¢do bem definida em cada instante e velocidade constante).
Para tal supomos que A s6 toma valores “consideraveis” numa “pequena regidao”
em torno de certo ky. Desenvolvendo o expoente até a primeira ordem em torno
de ky obtém-se:

w(z t) — ¢t (hoz—w(ko)t—a(ko) /A i (k—hko) (2= (ko) 1=/ (ko)) gio(lk—kol) g7,
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Como A(k) s6 toma valores consideraveis na vizinhanga de & e, nessa vizinhan-
ca, o(|k — ko|) é “desprezavel”, podemos eliminar o factor exp (¢ o(|k — ko)),
obtendo, “aproximadamente”:

[Y(z,t)| = /A(k) ¢! (h=ko) (o= (ko) 1=/ (ko) 1|
R

que atinge obviamente o maximo quando o expoente se anula, ou seja, para cada
t, no ponto:

l‘o(t) = w/(ko) t+ Oé/(ko).

x(t) diz-se centro do grupo de ondas 1, j4 que, em valor absoluto, ¢ se “con-
centra”, para cada ¢, numa “pequena regido em torno de xy(t)” (note-se que,
quando z se afasta indefinidamente de z((t), ¢ (z,t)| tende para zero, por com-
pensagdo dos integrais nas regides onde a exponencial toma valores com partes
real e imagindria positivas e negativas#2).

Chamamos velocidade de grupo a velocidade do centro do grupo de ondas:
vy = (1) = o (ko)-

Faz agora sentido associar o grupo de ondas 1 a uma particula que tenha o movi-
mento de zy. Estamos assim em condi¢des de relacionar os observaveis fisicos
classicamente associados ao movimento de uma particula material, com os para-
metros de um movimento ondulatério. Uma particula de massa m em movimento
rectilineo e uniforme de velocidade v tera energia:

E=-mv"=_—,
2 2m
onde p = mwv ¢ o chamado momento linear. Por outro lado, para que seja valida

a relagdo de Einstein, devera ter-se:

w(k)
2w

E=hv=nh = hw(k),

onde /i = h /2w é a constante de Dirac (por vezes também chamada constante de
Planck, em lugar de h). Deste modo F é, por um lado, fungdo do momento linear
p e, por outro, fungdo do vector de onda k. Procuremos entdo saber como p deve
variar com k para que haja coeréncia destes factos qualquer que seja o grupo de
ondas associavel a uma particula classica do modo acima descrito. Tal fungao
p(k) devera satisfazer simultaneamente a:

420 Lema de Riemann-Lebesgue garante que:

+o0

fye™ dtTv 0,Vf € L*(R),

|a|»o00

como veremos (Prop. 3.3).
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(1) E(p(k)) = hw(k) (relagdo de Einstein, valida para qualquer onda)
k
(i) v(k) = —) = E;,(p(k)) (relagdo cldssica entre velocidade e energia)
m
(130) v(ko) = vy = W' (ko) (relagdo a que deve satisfazer uma “onda-particula”)
donde

By (k) = (ko) = (ko) = + (B 0 p)' (ko) = 3 Ey(p(ko) o/ (ko) =
= p/(ko) = houw(ky) = E,(p(ko)) = 0 = p(ko) = hko + C

(supondo que v # 0). Além disso devemos tomar C' = ( para que a um vector de
onda k = 0, que corresponde a uma “onda” constante no espago € no tempo,
corresponda uma velocidade nula. As relagdes:

(1) E =hw, p=hk,

permitem-nos agora reescrever o grupo de ondas pondo em evidéncia as varia-
veis dindmicas classicas:

@ ¢ww=43mﬁwwwm

(note-se que englobamos em B a “fase” exp (ic)). De (1) obtém-se, além disso, a
chamada relagdo de Louis de Broglie:

h
3) Ip| = hlk| & |p| = T

onde A € o comprimento de onda, h a constante de Planck.

Ao aparecer a teoria de de Broglie das ondas de matéria, pds-se de imediato
o problema da respectiva detec¢do; um dos fendmenos caracteristicos de um
comportamento ondulatério é a possibilidade de difracgdo das ondas pelos cris-
tais. No entanto, para que tais fenomenos sejam observados, ¢ necessario que o
comprimento de onda seja suficientemente elevado, por exemplo da ordem de
107 cm (caso dos raios X). Ora, para um corpo de dimensdes correntes, 0s com-
primentos de ondas associados sdo muito menores que 10~7 ¢cm (a ndo ser que se
considerem velocidades de tal modo pequenas que tornem impossivel a observa-
¢a0 de qualquer fendémeno em tempo util); consideremos, por exemplo, uma pe-
dra com 100 g langada a uma velocidade de 100 cm/s. Da relagdo (3) vem:

h h _ 6,6x1077

)\ = — = =
Ip| || 100 x 100

=6,6 x 107 cm.

Nao ¢ de esperar, portanto, que se possam detectar ondas associadas a objectos
correntes. Consideremos agora um electrdo (cuja massa é aproximadamente
10?7 g) movendo-se num campo eléctrico com 1 volt de diferenca de potencial;
tendo vencido essa diferenga de potencial, a velocidade do electrdo ¢ aproxima-
damente de 6,7 x 107 cm/s. Portanto:
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h 6,6 x 1027

A= = ~ 10" cm!
imu] 6,7 x 107 x 1027 cm

Entdo, se a teoria de de Broglie tem alguma validade, devera ser possivel obter
figuras de difrac¢@o dos electrdes pelos cristais, andlogas as obtidas para os raios
X. As experiéncias realizadas por Davisson e Germer em 1927 vieram confirmar
as previsdes de de Broglie, dando crédito a sua teoria; alids, mais tarde (Stern em
1932) obtiveram-se figuras de difraccdo com feixes de atomos de hélio e molécu-
las de hidrogénio, mostrando a universalidade das caracteristicas ondulatorias das
particulas materiais. A experiéncia de difraccdo dos electrdes consistia em fazer
incidir um feixe de electrdes numa placa cristalina extremamente fina (de modo a
absorver o minimo possivel de electroes) e a registar (por meio de uma placa
fotografica impressionavel, por exemplo) os electrdes que atravessavam a placa.
Obtém-se uma série de anéis alternadamente claros e escuros, correspondendo a
zonas de maior ou menor frequéncia de impacto de electrdes. Se se encurtar dras-
ticamente a durag@o da experiéncia o resultado obtido ¢ diferente: a placa regista
uma série de impactos isolados sem qualquer ligagdo aparente. Poderiamos ser
tentados a concluir que as propriedades ondulatérias do electrdo s6 se mani-
festam quando este se encontra integrado em grupo numeroso de outros electrdes
agindo simultaneamente; no entanto, obtém-se exactamente os mesmos anéis de
difrac¢do utilizando um feixe muito intenso de electrdes actuando durante pouco
tempo ou um feixe extremamente fraco de electrdes actuando ao longo de
intervalo de tempo relativamente extenso. Isso significa que mesmo no caso em
que os electrdes atravessam a placa quase “um por um” as propriedades ondu-
latorias ndo deixam de se manifestar para cada electrdo, independentemente dos
outros.

Estas experiéncias apoiam a interpretagdo dada por Max Born das ondas
broglianas, pouco mais de um ano ap6s a publicacdo do primeiro artigo de de
Broglie sobre o assunto. Segundo Born, a intensidade da onda (ou seja, o respec-
tivo modulo) em dado instante e em dado ponto deve estar relacionada com a
densidade de probabilidade de, por meio de uma experiéncia qualquer, se verifi-
car que o electrdo ocupa essa posi¢do nesse instante. Assim, os anéis de difrac¢ao
correspondem a zonas em que a probabilidade de impacto de um electrao tem de-
terminados valores (maiores nas zonas mais escuras) correspondentes a intensida-
de de onda de de Broglie nessas zonas no instante do impacto. Note-se que clas-
sicamente seria de esperar resultado bastante diferente das experiéncias atras des-
critas; fazendo passar os electrdes por um orificio, de modo a obter-se um feixe
bem determinado antes de incidir na lamina cristalina ¢ mantendo estas condigoes
no decorrer da experiéncia, era possivel conceber que por qualquer processo se
poderia seguir a trajectéria dos electrdes e, como a trajectoria ndo deveria diferir
muito de electrdo para electrdo, estes deveriam distribuir-se com uma lei Gaussi-
ana, reproduzindo sensivelmente, na placa, a forma do orificio.

Consideremos entdo a seguinte esquematizagdo, em que a placa cristalina ¢é
substituida por um obstaculo com apenas dois orificios:
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- = Detector

electroes

Figura 2

Repete-se a experiéncia com o detector em varias posicdes (x) e regista-se a
frequéncia de electrdes que atingem C' em cada ponto x.

Podem fazer-se experiéncias analogas tapando alternadamente 1 € 2 e compa-
rar a curva de frequéncia que se obtém com a primeira experiéncia (orificios 1 e
2 abertos) com a soma das curvas de frequéncias que se obtém nas outras duas
experiéncias (1 ou 2 fechado). O resultado ¢é o da figura 3:

1* exp. 2% exp. 3% exp. 27432
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Figura 3

Deste modo, em lugar do que a teoria classica faria prever (figura 3-d), obtém-se
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algo de notavelmente semelhante as figuras de difracgdo dos raios X. Justifica-se
assim a designagdo ondas de probabilidade dada por Born as “ondas de matéria”
de de Broglie. As probabilidades ja tinham entrado no dominio da Fisica, através
da Mecanica Estatistica; simplesmente, nesse campo, ninguém punha em causa
que os sistemas fisicos (sobretudo gases), estudados com o auxilio de conceitos
probabilisticos, obedeciam as leis da mecanica Newtoniana — cada molécula es-
tava sujeita as leis classicas do movimento ¢ o estado, por exemplo, de um gas,
era o resultado do movimento das diversas moléculas que o compunham; era
apenas a complexidade das equagdes que intervinham neste estudo, caso se utili-
zassem as leis de Newton directamente, que obrigava a introduzir conceitos esta-
tisticos. No caso das “ondas de probabilidade” a situagdo é completamente dis-
tinta — a “onda” esta indissociavelmente ligada a particula e contém toda a in-
formagdo que nos € acessivel quanto ao comportamento da mesma particula.
Como vimos, no caso da difrac¢do, se admitissemos a possibilidade de conhecer
com precisdo arbitraria o movimento dos electrdes, nunca poderiamos explicar a
distribui¢@o obtida na placa fotografica, bem diferente da gaussiana.

Ainda antes das experiéncias de difracgdo com electrdes, a teoria de de
Broglie despertou enorme interesse nos meios cientificos da época e durante os
trés anos que se seguiram ao aparecimento da teoria das ondas de matéria pode
dizer-se que o fundamental do edificio da Mecéanica Quéantica foi construido in-
dependentemente por Heisenberg, discipulo de Born, ¢ Schrédinger. Assim, em
1927, no Congresso Solvay de Fisica, reunido em Bruxelas, estes dois cientistas
apresentaram as suas respectivas formulagdes da Mecanica Quantica cuja equiva-
Iéncia foi provada por Schrodinger. Mais tarde (em 1930) Dirac apresentaria um
formalismo geral da Mecanica Quantica de que as teorias de Schrodinger e Hei-
senberg eram “representagdes” particulares.

A Mecanica das Matrizes de Heisenberg parte de uma analise critica da anti-
ga “teoria dos quanta” de Planck; segundo Heisenberg, numa teoria ha que distin-
guir as nogdes e quantidades fisicamente observaveis das que o nao sdo. Enquan-
to que as primeiras devem figurar obrigatoriamente na teoria, as segundas sao
simples artificios matematicos que podem variar e mesmo ser abandonados, visto
ndo poderem ser directamente confrontadas com a realidade. Consideremos, por
exemplo, a nogdo de orbita electronica do atomo de Bohr; supondo que queria-
mos seguir o electrdo no seu movimento em torno do nicleo, teriamos que efec-
tuar sucessivas medidas de posi¢do com margem de erro bastante inferior ao raio
médio da orbita. Para efectuar uma observagdo usando radiacdo electromagnética
(luz visivel, raios v, etc.) € necessario que o comprimento de onda seja de ordem
inferior as dimensdes do objecto a observar para que ndo haja difrac¢do. No caso
do electrdo, a luz visivel tem comprimento de onda elevado de mais; poderiamos
entdo pensar na utilizagio de raios . Mas os fotdes também satisfazem a relagéo
de L. de Broglie (3):

p:X

Uma diminui¢do excessiva de A traduz-se em aumento consideravel da impulsgo
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p dos fotdes e o choque de um fotdo com o electrdo implica uma enorme pertur-
bacdo no movimento do electréio, inutilizando a experiéncia para o objectivo em
vista: deteminag¢do do movimento na oOrbita electronica. Concluimos assim que a
nogdo classica de movimento — em particular a de 6rbita electronica — é daque-
las que podem ser abandonadas numa teoria que pretenda dar conta dos
fenomenos a escala atomica. Na nova teoria ndo faz portanto sentido atribuir, por
exemplo ao electrdo, simultaneamente posicdo e momento precisos. A Mecénica
das Matrizes parte exclusivamente de grandezas fisicamente observaveis (fre-
quéncia e intensidade da radiacdo emitida pelos atomos, etc.) as quais associa
matrizes obedecendo a certas equagdes matriciais formalmente idénticas as da
Mecanica classica. A perturbagdo incontrolavel causada pelos instrumentos de
medida em certas grandezas quando se pretende determinar outras (“incompa-
tibilidade” de certos observaveis) traduz-se pela ndo-comutatividade da algebra
matricial — ponto fundamental de discordancia com a teoria classica.

A Mecanica Ondulatoria de Schrodinger tem origem mais directa nos traba-
lhos de Louis de Broglie. Schrodinger, seguindo de Broglie, associa a cada par-
ticula uma “onda” — que designa por fun¢do de onda — dando-lhe a interpre-
tagdo estatistica de Born. Trata-se de fung@o complexa 1 da posi¢do e do tempo
(definida em R?® x R, por exemplo, no caso de uma particula que se mova no
espago tridimensional) que, segundo os postulados de Schrodinger, define com-
pletamente o estado dindmico do sistema; ou seja, todas as previsdes que se
podem fazer relativamente as propriedades dindmicas do sistema no instante ¢
devem ser dedutiveis do conhecimento de 1 nesse instante. Nesta nova formula-
¢ao desempenha papel fundamental a equagdo de evolugdo que permite, em cada
caso, determinar ¢ — a chamada equagdo de Schrodinger, de que voltaremos a
falar adiante. Por agora interessa-nos examinar com mais pormenor que tipo de
informagdes podemos obter do conhecimento pressuposto da fungdo de onda, ou
seja, que valores devem ser confrontados com os resultados das experiéncias fisi-
cas. Dado o caracter estatistico da interpretagdo adoptada para a fungdo de onda,
interessa-nos particularmente o valor médio de cada observavel fisico; desig-
nando por p a densidade de probabilidade da medida de posi¢ao (que segundo
Born devera estar relacionada com |1|) o valor médio da posi¢do serd, segundo a
defini¢do habitual da Teoria das Probabilidades:

(x) :/Rxp(x) dz.

de modo analogo se pode calcular o valor médio de qualquer funcdo da posicao.
Para termos ideia de qual devera ser a densidade de probabilidade das medidas
de momento linear reescrevamos v (para t fixo) como grupo de ondas, destacan-
do o parametro p; segundo (2), podemos concluir, substituindo B por outra fun-
¢do complexa ¢, que:

@ w@) = (5 ) [owreiap
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(onde se pos em evidéncia a constante (27/) /2 por razdes que adiante se torna-
rdo claras).

A formula (4) exprime que ¢ ¢ a transformada de Fourier?? inversa de ¢ (su-
pondo evidentemente a convergéncia do integral). 1 pode portanto ser conside-
rada como sobreposi¢do de ondas elementares exp ((i/h)px) afectadas dos coe-
ficientes (2771) /2 ¢(p), estando cada onda elementar associada a um momento
linear p bem determinado. Deste modo, para uma “particula” de fun¢do de onda
1, a densidade de probabilidade o de numa medi¢do se encontrar a respectiva
impulsdo (momento linear) em dada gama de valores, devera depender funda-
mentalmente de |p|. Como veremos adiante, ao tratar da transformagio de Fou-
rier, (4) implica que, com hipoteses convenientes de regularidade, ¢ seja trans-
formada de Fourier de 1, ou seja:

p(p) = (%)Q/RM:E) e i da

abreviadamente,
p=10,9p=90.

As densidades de probabilidade p e o estdo assim ligadas a |1)| ¢ ||. Para que as
probabilidades totais se possam normalizar simultaneamente para 1, ou seja, para

que se tenha:
/ p(x)de = / o(p)dp =1,
R R

p e o devem ser definidos a partir de |1/ e |¢}| através de certa fungdo crescente
f 10,400 = [0, 400],

tal que:

5) / F(l(@)) da = / FIB@) dp.

O estudo que faremos da transformada de Fourier permitird concluir que (5) ¢
satisfeita com f(s) = s?; ou seja, veremos que a aplicagdo 1 — 1 se pode esten-
der como isometria (operador unitario) ao espago de Hilbert L?(R), tendo por

inversa a aplicacdo ¢ — P B natural, entdo, que, a menos de normalizacdo (ou
seja, supondo que ||| ;2 gy = 1) se defina:

R
<o = [¢*;

assim, as médias da posi¢do e momento linear virdo dadas, respectivamente, por:

43Para tudo o que se segue com respeito a Transformagdo de Fourier, ver Capitulo 3.
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©) <w¢:4xwuwdw:umwmmw

(7) (p)y = /R{pli(p)I?dp: (P, D) 2wy

Utilizando mais uma vez propriedades da Transformagdo de Fourier, podemos
reescrever (7) em termos de ¢ em lugar de @71 De 7 ser isometria resulta que
mantém o produto interno, e do comportamento da transformagdo de Fourier re-
lativamente a derivacdo concluimos que:

- hdd

p(p) = 7 (p)

(basta efectuar uma integragdo por partes na expressio que define (dv/dx)”,
com hipéteses convenientes acerca de 1) e v)'). De (7) resulta portanto:

hdip - hd
(®) (p)y = (Z%v"/})L?(R) = (Z%ﬂ/})L?(R)-

Sintetizando as consideragdes feitas anteriormente, fomos levados a escolher
L*(R) como espago das fungdes de onda associadas em cada instante a dado sis-
tema fisico (com um grau de liberdade). Para efeitos da interpretacdo probabilis-
tica interessa-nos normalizar as fungdes de onda, ou seja, dividi-las por [[¢]|;»
(supomos [|9||;2 # 0) e a densidade de probabilidade néo varia se multiplicar-
mos v por um numero complexo de modulo 1; deste modo, a associacdo sistema
fisico em dado estado — fung¢do de onda (ndo nula) ¢é feita a menos de normali-
zagéo e produto por um complexo exp (ia) (o € R), ou seja, todas as fungdes
ndo nulas no subespago complexo de L? gerado por dado ¢ # 0 ficam associadas
a um mesmo estado fisico.

Por outro lado, fomos levados a associar aos observaveis fisicos posi¢do e
momento dois operadores lineares (definidos pelo menos para certas fungdes de
L?(R)), respectivamente A; = x. (produto por x) e Ay = (h/i)(d/dz), de tal
maneira que a média daqueles observaveis para um sistema fisico num estado de
funcdo de onda v seja dada por:

©) * (A, ¥) 2wy (J = 1,2, respectivamente).

Para o célculo de médias de fungdes f(x) da posi¢do utilizaremos naturalmente
expressoes do tipo:

-umzéﬂmwmfm:uwwmm.

Para fungoes g(p) do momento linear podemos evidentemente utilizar expressdes
idénticas onde @ ¢ substituida por 1; um problema surge se estivermos
interessados em expressar tais médias através de 1, pois ndo sabemos a priori
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que significado atribuir a “g((%/i)(d/dx))”. Sem procurarmos, por agora,
resolver o problema geral, examinaremos o que se passa com o caso particular da
fungdo g(p) = p*. Teremos:

R R

N 2
R !
dz?’

= (7h da? 7’[/))L2(R) = ( ¢)L2(R)7

(utilizando mais uma vez propriedades da transformagdo de Fourier ja citadas;
nomeadamente:

- hdy hh@)()__h2@()
N de )\ T d:c2p')

Concluimos que a p? corresponde:

hd .,

no sentido da composi¢cdo de operadores, o que nos dd uma primeira indicagao
de como devemos definir “fungdo de operador”, pelo menos no caso mais sim-
ples de funcao polinomial.

De modo geral, somos levados a associar a um observdvel fisico a qualquer
um operador linear A num espago de Hilbert (por exemplo L?(R) no caso de
sistemas com um grau de liberdade), impondo certas restri¢des, atendendo ao que
atras se disse. Uma primeira restri¢ao, resultante de, nas medidas fisicas, ndo se
obterem sendo numeros reais, ¢ impor que a media de um observavel seja, em
qualquer estado, real, ou seja:

(10) < (A, ¢) = (a)y €R,

(para qualquer ¢ no subespago D(A) de H — dominio de A — onde A esta
definido, e representando por (., .) o produto interno de H).

E facil verificar (e deixado como exercicio...) que, sendo H espago de Hil-
bert complexo (hipotese que a partir de agora serd sempre feita) ¢ esta condi¢ao
equivalente a A ser simétrico, ou seja:

(11) * (Ap, ) = (p, A) , Yo, € D(A).

Consideremos agora as restrigdes a impor a D(A). Seria evidentemente desejavel
tomar D(A) = H, o que permitiria, para cada observavel, calcular a média em
qualquer estado. No entanto, um caso particular importante que nos interessa
incluir na classe de operadores que procuramos caracterizar ¢ o “operador mo-
mento”, ou seja, (h/i)(d/dz) em L?(R). Ora é facil verificar (cf. exercicio 3)
que o operador de derivagio ndo é continuo para a topologia de L*(R) em qual-
quer dominio que inclua as fungdes de classe C'™° ¢ de suporte compacto em R,
ou seja em qualquer dominio “razoavel” para d/dxz. Devemos pois “aceitar”
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como validos certos operadores ndo continuos. Vamos ver que um operador si-
métrico ndo continuo nao pode ter dominio igual a H !

TEOREMA DE HELLINGER-TOEPLITZ: Seja H espaco de Hilbert e
A : H — H operador simétrico; entio A € L(H), ou seja, A é limitado.

Demonstraciio: Provemos que A ¢ fechado (o que terminara a demonstragéo
atendendo ao Teorema do grafico fechado, ja que H ¢ espago de Banach). Seja
u, — u em H tal que Au, — v em H; entdo:

n n

o (Aup, w) — (v, w),

o (Aup, w) = (up, Aw) — (u, Aw) = (Au, w),

Yw € ‘H. Logo:
(v,w) = (Au,w) , Yw € H,
donde,
e Au =,
ou seja, A ¢, de facto, fechado.d

Concluimos, portanto, que ndo podemos restringir-nos a operadores com do-
minio igual ao espago. Havendo observaveis para os quais ndo ¢ possivel definir
a média em todos os estados, exigiremos que, pelo menos, se possa “aproximar
indefinidamente” qualquer estado por estados em que a média esteja definida.
Por outras palavras, faremos a hipotese:

(12) * D(A) é denso em H.

Uma vez que se pode ter D(A) # H, é possivel que A possa ser estendido a um
dominio maior como operador linear simétrico; interessa-nos, evidentemente,
associar aos observaveis fisicos operadores que tenham dominios o mais extensos
possiveis, ou seja, operadores maximais na classe dos operadores simétricos com
dominio denso**. Esta hipotese de maximalidade pode ser expressa do seguinte
modo:

(13) * Se B for operador linear simétrico tal que D(A) C D(B)
e Au = Bu,VYu € D(A) (ou seja, tal que A C B),
entdo A = B.

Finalmente, a necessidade ja referida de considerar fung¢oes reais dos observaveis
fisicos (muitas vezes ndo se obtém directamente das experiéncias os observaveis
basicos mas sim certas fungdes deles) leva-nos a pretender que uma “funcdo de
A” (em sentido a definir) seja ainda operador maximal simétrico com dominio
denso. O exemplo atras examinado das fun¢des dos operadores posicdo e mo-

440 Lema de Zorn garante que todo o operador simétrico pode ser estendido a um operador maxi-
mal simétrico [exercicio!].



26 Introducio

mento leva-nos a definir f(A), no caso particular em que f(s) = s, como sendo
A? no sentido A o A. Devemos ento fazer a hipétese seguinte:

(14) * O operador A* (definido por D(A?) = {u € D(A) : Au € D(A)},
A?u = (Ao A)u = A(Au),Yu € D(A?)) é também maximal
simétrico com dominio denso.

Um dos objectivos fundamentais deste curso serd demonstrar que na classe dos
operadores lineares A em H satisfazendo a (10), (12), (13) e (14) é possivel dar
sentido preciso a f(A) para uma classe extremamente vasta de fungdes f com-
plexas de variavel real (ndo se saindo da classe inicial de operadores no caso de
f ser real), “mantendo-se” (com “tradu¢do’ natural na classe dos operadores)
algumas das propriedades algébricas e topologicas essenciais das referidas
fungoes.

No Capitulo 1 ocupar-nos-emos de dar uma caracterizagdo mais simples dos
operadores associados a observaveis fisicos (ou seja, satisfazendo as condigdes
(10) a (14)), estudando as propriedades mais elementares destes operadores e das
nogodes que convém introduzir a propdsito.

Para terminar esta Introdugdo, sem perder de vista o contexto historico, cum-
pre referir os trabalhos de Von Neumann que remontam a 1932 e onde, pela
primeira vez, ¢ apresentada uma formulagdo matematica rigorosa da Mecanica
Quantica no quadro da teoria dos operadores auto-adjuntos ndo limitados em es-
pacos de Hilbert, dando significado preciso a parte importante do formalismo de
Dirac. Grande parte do desenvolvimento da matematica desde entdo até a actuali-
dade encontra-se, de um modo ou de outro, ligado a estes trabalhos, sem que se
possa dizer que a questdo da fundamentacdo da Mecanica Quantica esteja defini-
tivamente resolvida.

Exercicios

1) Adaptando ao caso tridimensional as consideragdes heuristicas feitas acerca de
“Mecanica Ondulatoria” (considerando, por exemplo, o caso de uma particula
livre em movimento no espago a trés dimensdes), mostre que um grupo de
ondas associado a uma particula classica deve assumir a forma:

B3, 1) = / B(p) et 7P gp (7 ¢ B, t € B),
]R3

onde p = m¥ é o momento linear e E a energia [Sugestio: Ao procurar estabelecer a
relagdo entre 0 momento linear P ¢ o vector de onda, deve impor que tal relagdo seja invariante
por rotagdo dos eixos coordenados, o que fixara a constante que eventualmente ficaria indeter-
minada.]

2) Seja A operador linear num espago de Hilbert complexo H com dominio
D(A) (subespago de H). Mostre que A ¢é simétrico (ou seja (Au,v) =
= (u, Av),Yu,v € D(A)) sse (Au,u) € R,Vu € D(A).
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3) Mostre que um operador (dito “de derivagdo”)
d: D(d) C L*(R) — L*(R)
tal que:
* C5°(R) € D(d)

(onde C3°(R) = D(R) ¢ o conjunto das fungdes de classe C* de suporte
compacto),

cdy =9, ¥ € ¥ (R),

ndo pode ser continuo para a topologia de L*(R). [Sugestio: Comece por mostrar
que existe uma fungdo ¢ € C;°(R) tal que ¢ # 0 — considere, por exemplo:

, _ o] sex € ]a,b|
v(=) {0 sex € R\ Ja,0[

onde a,b € R,a < b — e construa, a partir de v, uma sucessdo ¢, —0 em L?(R) tal que
n
¥, € C°(R),Vn € Ny, dyp,, —~0 em L2(R)].
n

4) Seja H espago de Hilbert e A : D(A) C H — H operador (linear) simétrico.
Mostre que A € restrigdo (eventualmente impropria) de um operador maximal
simétrico em H.

5) Sejam H,H' espagos de Hilbert (sobre o mesmo corpo, R ou C) e
U :H — H aplicagdo sobrejectiva; mostre que sdo equivalentes as condi-
¢oes:

(1) U ¢é isomorfismo de espagos de Banach (ou seja, a aplicagdo U é, por
defini¢do, isomorfismo vectorial tal que:

[Uullyy = llully» Vu € H).

(i) [|Uull;y = 1, Yu € H tal que ||ul|,, = 1, e U ¢ linear.

(iii) (U, Uv)py = (u, v)p, Yu,v € H (ou seja, U é isomorfismo de espa-
¢os de Hilbert).

(iv) U ¢é operador unitario, ou seja, isomorfismo vectorial continuo tal
que:

. U71 — U*
W) lUuw —Uv|| = ||u — v||, Yu,v € H (ou seja, U ¢é isometria) e U(0) =
= 0; além disso, se H for complexo, U (iu) = iUu,Vu € H.
[Recorde-se que U* : H' — 'H ¢é definido por:
(U*v,w) = (v,Uw),Yv € H',w € H,

atendendo ao Lema de Riesz].



28 Introducio

6) Pretende-se obter as chamadas “relagdes de incerteza de Heisenberg”. Defi-
nindo o “desvio médio quadratico” de um observével a (num estado v fixa-
do), como ¢ habitual em Estatistica, por:

Aa = /(@) — (@) = /(@ — (@)

e considerando dois operadores A, B associados respectivamente aos observa-
veis fisicos a, b resolva sucessivamente as seguintes questoes:

a) Se a, b forem respectivamente os observaveis momento linear e posi¢do
(no caso unidimensional estudado neste capitulo) mostre que:

“AB—BA=p"
1

onde I ¢ o operador identidade e a igualdade deve ser entendida como tendo
lugar quando se aplicam os operadores em cada membro a vectores (estados
fisicos) para os quais faga sentido efectuar os calculos requeridos.

b) Supondo que:
(AB - BAy =y,
i

para todos os vectores 1) no dominio de AB — BA, mostre que:

h h
NAalA\b>—(=—
@ b_2( 477)

(Relagoes de incerteza de Heisenberg). [Sugestio: procure exprimir Aa, Ab como
normas de determinados vectores e utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz para obter a
relacdo pretendida].

¢) Interprete fisicamente o resultado da alinea anterior, nomeadamente no caso
em que a = p, b = x (respectivamente momento linear e posi¢do, o que cor-
responde as Relacoes de incerteza de Heisenberg momento-posi¢do).
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Capitulo 1

Operadores, correspondéncias lineares e
Formas sesquilineares

As consideragdes feitas acerca da formulacdo matematica da Mecanica Quéan-
tica mostram a importancia do estudo de operadores lineares em espagos de
Hilbert, nao necessariamente limitados € com dominios nido necessariamente
iguais ao espaco. De agora em diante serd fixado um espaco de Hilbert H que,
salvo indicacdo em contrario, sera suposto complexo; representaremos o produto
interno em H por (.,.), pelo que reservaremos a notagdo (.,.) para pares
ordenados. Uma aplicagdo linear:

A:D(A)CH—H
u— Au

(D(A) subespago vectorial de H) serd designada doravante simplesmente por
operador (em H, com dominio D(A)). Identifica-la-emos com o respectivo grd-

fico:
G(A) = {{u, Au) : u € D(A)}.
Se:
B:DB)CH—H
for também operador em H é evidente que A C B (ou seja, G(A) C G(B)) sse:
D(A) Cc D(B) e Au = Bu,Yu € D(A)
(A dir-se-4, nesse caso, restricio de B a D(A) ¢ B extensio de A a D(B)).
Além disso, para dois quaisquer operadores A, B em H, A € C, definem-se os

operadores AA, A + B e AB, como ¢ habitual para aplicagdes com valores em
espagos vectoriais, por:

* D(AA) = D(A), (AA)u = A(Au),Yu € D(A);
* D(A+ B) = D(A)ND(B), (A+ B)u = Au+ Bu,Vu € D(A + B);
* D(AB) = B"Y(D(A)) = {u € D(B) : Bu € D(A)},

(AB)u = A(Bu),Yu € D(AB).

31
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Quando nao houver perigo de confusdo, designaremos por O o operador nulo
com dominio H (ou seja, o grafico H x {0}), por I o operador identidade em H
e define-se A™ (n € N) por recorréncia, pondo:

cA'=1T;
« A" = A(A" N (n € Ny).

Se A for injectivo designa-se por inverso de A o operador A~! de dominio:
D(A™") = R(A) = {Au:u € D(A)},
tal que:
AN (Au) = u,Yu € D(A).

E facil concluir que as definigdes anteriores conduzem sempre, de facto, a opera-
dores, ou seja, trata-se de aplicagdes lineares.

Particularmente importante seré a classe O dos operadores A em H associa-
dos a observaveis fisicos, no sentido da Introducao; como foi postulado, caracte-
riza-se pela condicdo:

A € O sse A e A? sio operadores maximais simétricos
com dominios densos em H.

A condigdo de simetria:
(Au,v) = (u, Av), Yu,v € D(A),

sugere que se procure associar a cada operador A um novo operador B definido
em dominio tdo extenso quanto possivel e tal que:

(Au,v) = (u, Bv), Yu € D(A),v € D(B);
sera entdo natural pocurar definir B pelas condigdes:

v e D(B)sse ' € H: (Au,v) = (u,v"), Yu € D(A),
* Bv=v".

Note-se, no entanto, que, no caso de D(A) ndo ser denso em H, pode existir uma
infinidade de elementos v* satisfazendo a condigdo acima; com efeito, se existir
um tal elemento, seja ele v* (ou seja, se v € D(B), como acima foi definido este
espago), qualquer v* 4+ w, com w € D(A)* satisfara, evidentemente, & mesma
condigéio, pelo que “Bv” ndo ficard, nesse caso, bem definido. Se D(A) for
denso, B fica bem definido, como facilmente se conclui, designando-se, nesse
caso, por adjunto de A o operador A* = B, mas, mesmo nesta situa¢do, nada
nos garante que D(A*) seja denso (como adiante veremos, nem sempre o serd) o
que torna por vezes impossivel definir (A*)* como operador. Estas constatagdes
levam-nos a alargar o estudo a objectos ligeiramente mais gerais que os operado-
res.
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1.1 Correspondéncias lineares; generalidades.

Chamamos correspondéncia linear em H a qualquer subespaco vectorial C'
de H x H, ou seja, a uma correspondéncia em H (subconjunto de H x H) que é
além disso subespago vectorial. Um operador (identificado com o respectivo
grafico, como acima referimos) €, evidentemente, correspondéncia linear, mas
nem todas as correspondéncias sdo graficos de operadores [exercicio].

Seja entdo C' correspondéncia (linear ou ndo) em H; chamamos inversa de C'
a correspondéncia:

C™' = {{u,v) : {(v,u) € C}.
A imagem de u € H por C' sera o conjunto:
Cu={veH: (uv) €C}.
E evidente que C fica determinada pela aplicacdo C' : H — 2™, tal que:
C(u) = Cu,Yu € H

(C = {(u,v) : uw € Hewve C(u)}). Designaremos por dominio de C' o conjun-
to:

DIC)={uecH:Cu#0}={uecH:Cu)#£0}
={ueH|IveH: (u,v) € C}.

Se M C 'H, aimagem de M por C sera, por defini¢do, o conjunto:

c) =JCu

ueM
C'(H) designa-se por Imagem ou Range de C ¢ representa-se por:
R(C) ={veH:TueH, (uv) € C}),
coincidindo, evidentemente, com o dominio de C~! [exercicio].
E facil concluir que uma correspondéncia C' # () em H ¢ linear sse:
ACu+ pCv C C(Au+ pv) , Yu,v € H,\ p € C,
ou seja,
AC (u) + uC'(v) € C(Au+ ), Yu,v € H,\ pu € C,

com a nog¢ao habitual de soma e produto por escalar de partes de um espago vec-
torial [exercicio].
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De agora em diante passaremos a considerar apenas correspondéncias
lineares, pelo que, por abuso de linguagem, designa-las-emos apenas por cor-
respondéncias.

Supondo entdo que C' é correspondéncia (linear) ¢é facil concluir que C' 1
também ¢ linear, que se M for subespaco de H, C (M) também o serd ¢ que
D(C) e R(C) sdo subespagos de M, uma vez que sdo imagens de M,
respectivamente por C~! e C; mais geralmente, ter-se-4 para quaisquer
subconjuntos M, N de H, \, u € C:

AC(M)+ pC(N) C C(AM + uN)
[exercicio].
O Nicleo ou Kernel de C ¢ o subespago de H:
ker (C) =C7'0(={u€H: (u,0) € C}).
E facil concluir que C é (grifico de) operador sse CO = {0}, ou seja sse
ker (C 1) = {0} [exercicio].

Podemos estender as correspondéncias as operagdes algébricas habituais
sobre operadores; a notacdo que empregaremos ¢ a utilizada para operadores,
embora tenha a desvantagem de chocar com a notag¢do habitual para operagdes
com subespagos de espacos vectoriais. Convird portanto ter em mente que, por
exemplo, a soma de duas correspondéncias como a definiremos em seguida ndo é
a soma habitual de subespacos de H x H!

Feita esta adverténcia, sejam entdo B, C correspondéncias em H e A € C;
chamamos sema de B com C' 4 correspondéncia determinada por B + C' (com a
habitual no¢do de soma de aplicacdes com valores em conjuntos em que esteja
definida uma operacdo designada por “soma”), ou seja, tal que:

(B4 C)u= Bu+ Cu,Vu € H;
¢ facil concluir que:
B+C={(u,v+w): (u,v) € Be (u,w) € C}.

Chamamos produto de \ por C' a correspondéncia determinada por AC, ou seja,
tal que:
(AC)u = A(Cu),Yu € H;
pelo que, como € dbvio:
AC = {{u, \v) : (u,v) € C};
em particular representa-se por —C (simétrica de C') a correspondéncia (—1)C.

Como ¢ habitual representa-se por B — C' (diferen¢a) a correspondéncia
B+ (—0).
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Chamamos composta de B com C a correspondéncia determinada por BC,
no sentido natural, ou seja:

(BC)u = B(Cu),Yu € H;
¢ facil concluir que:
BC = {{u,v) : Jw € H, (u,w) € C e (w,v) € B}.

Podemos concluir sem dificuldade que as defini¢des conduzem de facto a corres-
pondéncias lineares e que:

*D(B+ C) = D(B)nD(C),
- D(XC) = D(C),
*D(BC)={ue D(C): CunD(B)#0}

[exercicio]. Valem propriedades algébricas semelhantes as conhecidas para opera-
dores, com algumas restri¢gdes que passaremos a enunciar, deixando as demons-
tragdes como exercicios. Teremos:

PROPOSICAO 1.1: Sejam A, B,C correspondéncias em H, \,u € C e
designemos por O o operador nulo com dominio H; entio:

L.B+C=C+B
2A+(B+C)=(A+B)+C
3.A(B+C)> AB+ AC.

4. (B+C)AcC BA+CA.
5.A(B+C)=AB+ \C.

6 A+O=0+A=A.

7. A— A D O,pay.

8. A(BC) = (AB)C.

9.0A = D(A) X {O} = O/D(A);
AO ="H x AO0.

10 AI=1TA=A

11 A(BC) = (AB)C = B(AC) se A # 0;
0(BC) = (0B)C < B(0C) (sendo 0 o zero de C).

12. (Ap)C = A(puC).
13.(BC) ' =C'B.

4. (AC) t=X"1C1sex#0
15.CC ' D Ip(c).

16. (CH)t=c.O
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Observagées : 1) E facil concluir que as inclusdes dos pontos 3. e 4. da proposi-
¢30 ndo podem, em geral, ser substituidas por igualdades, mesmo que se trate de
operadores. Basta considerar A e B tais que D(AB) # D(B) e notar que, nesse
caso, A(B + (—B)) tem dominio igual a D(B), ao passo que AB — AB tem do-
minio igual a D(AB) (e s6 serd o operador 0 nesse dominio se A for ele proprio
operador...). As demonstragdes destes factos sdo deixadas como exercicios, tra-
tando-se de simples aplicagdes das defini¢des.

2) Note-se que, em geral, A — A # 0! basta considerar, por exemplo,
A ={0} x H, caso em que A — A = A # 0. No entanto, se A for operador, ter-
-se-4, evidentemente, A — A = 0/p(4).

1.2 Adjunto de correspondéncia; propriedades

No caso em que A € L(H), para cada v € H & continua sobre H a forma
linear:

u = (Au,v),

pelo que o Teorema de Riesz garante a existéncia de um elemento A*v bem de-
terminado tal que:

(Au,v) = (u, A™), Yu € H.

E facil concluir que a aplicagio u — A*u assim definida estd em £(H); trata-se
do adjunto de A, tal como foi definido no inicio do capitulo. No caso geral em
que A é operador em H, sem qualquer hipdtese suplementar acerca do dominio
ou da limita¢do, como referimos no inicio do capitulo, somos levados a procurar,
para v € ‘H dado, os elementos v* € H, para os quais:

(15) (Au,v) = (u,v"), Yu € D(A).

Recordemos, no entanto, que se fixarmos v, e admitindo a existéncia de v* nestas
condigdes, a relagdo continua a verificar-se substituindo v* por v* + w em que
w € D(A)*. Portanto, a ndo ser que D(A)* = {0} (ou seja, D(A) denso em H),
v* nao ficard bem determinado, pelo que a relagdo (15) ndo define um operador.
Foi, em parte, esta observagao que nos levou a ultrapassar o quadro dos operado-
res e examinar esta questdo no ambito mais vasto das correspondéncias. Comece-
mos por traduzir (15) em termos de gréficos, utilizando o produto interno de
H x 'H (definido por ({uy, up), (vi, v2)) = (u1,v1) + (uz, v2)); ter-se-a:

(15) & ((—Au,u), {v,v")) = 0,Yu € D(A).

Ou seja, os pares (v, v*) que satisfazem a (15) constituem exactamente o chama-
do ortogonal em 'H x 'H do conjunto:

{{(—Au,u) : uw € D(A)}.

Este conjunto é obtido do grafico de A por aplica¢do da transformagio:
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ViHxH—->HXH
(u,v)v—><—v,u>.

As consideragdes anteriores motivam a seguinte defini¢do que estende as corres-
pondéncias a no¢ao de adjunto introduzida no final da sec¢do anterior para ope-
radores com dominio denso:

DEFINICAO: Chamamos adjunto de uma correspondéncia C (ou correspon-
déncia adjunta de C) em 'H a correspondéncia:

= (VC)*.

E facil concluir que V' é operador unitirio de H x H sobre si proprio, ou
seja, ¢ automorfismo de espagos de Hilbert (bijeccdo que mantém os produtos
internos); em particular comuta com a passagem ao ortogonal [exercicio]. Temos
assim também C* = V(C*). Mais precisamente, podemos exprimir V' em ter-
mos das operagdes sobre correspondéncias atras introduzidas; tem-se obviamen-
te:

VO =(=0)" = (™),

resultando a ultima igualdade do facto de C ser subespago de H x H, e portanto
invariante por multiplicagdo de todos os seus elementos pelo escalar —1. Mais
uma vez € trivial verificar que as operagdes de inversdo e passagem ao simétrico
sdo o resultado de aplicagdo aos elementos de C' de dois operadores unitdrios em
‘H x H, respectivamente:

(u,v) — (u, —v)

(u,v) — (v, u).

Como acabamos de verificar que estas operacdes comutam, quando aplicadas a
uma correspondéncia C, e atendendo a que comutam com a passagem ao ortogo-
nal por se tratar de operadores unitarios, podemos concluir que o adjunto C* de
C se pode obter por aplicagio sucessiva a C, por qualquer ordem, das opera-
¢oes de inversio, passagem ao simétrico e passagem ao ortogonal. Em particu-
lar:

cr=-c

Estas consideragdes permitem-nos demonstrar sem qualquer dificuldade as pro-
priedades fundamentais da no¢do de adjunto de uma correpondéncia. Podemos
distinguir dois grupos de propriedades : as geométrico-topologicas € as algébri-
cas. Nas demonstracdes e praticamente em tudo o que se segue utilizaremos de
modo fundamental as consequéncias do chamado Teorema da Projec¢do que, em
forma restrita, garante que todo o subespaco fechado ndo vazio M de um espago
de Hilbert H tem M+ por suplementar topolégico, ou seja:
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H=Ma& M.

Trata-se, no fundo, de um teorema de existéncia (garante a existéncia da projec-
¢do ortogonal de qualquer ponto de H sobre qualquer subespago fechado ndo
vazio), donde se deduz o Teorema de Riesz e outro resultado fundamental, a
saber:

M= M+
para qualquer subespaco vectorial M de H (M aderéncia de M em H).

PROPOSICAO 1.2 (Propriedades geométrico-topolégicas da nocio de ad-
junto): Sejam B, C correspondéncias lineares em H; tem-se:

1. C* é fechado em H < H.
2.C* =C.
3.C"=cC*
4. (C* t=(CH*
5.BcC=C*CcB
6. ker (C*) = R(C)*
Demonstragao: 1. C*, sendo um ortogonal, é obviamente fechado.
2.0% = (cey = e Zort T
3.(C) = (C*)" = (C*)* = C* = C*, ja que C* ¢ fechado, como vimos.
aE)t =y = e =)
5BCC=-B'c-Cl=s-C"c-B"=Ccp.
6.kerC* = (C*)~10 = (—C~11)~10 = o1 = —C0, pelo que:
veEker (C*) e ve-CH0 e (0,0) € -CH &
< ((u,—u'),{0,v)) =0,V {(u,u) € C &
& (u,v) =0,Y(u,u') € C < ve R(C)H.0O

COROLARIO: 1. C* é operador sse D(C) for denso em 'H.

2. C é operador (ou seja, C é operador fechivel) sse D(C*) for denso em
H.

3. C* € L(H) sse C for operador fechivel e C € L(H) (em particular,
nesse caso, D(C) é denso em H).

Demonstragio: 1. C* é operador sse ker (C* ') = {0} < ker (C~1") =
= {0} & R(CH* = {0} & D(C)* = {0} & D(C) é denso em H.
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2. C' = C** é operador sse D(C*) for denso em H, por 1.

3. E imediato, atendendo a que C' = C** ¢ a que o adjunto de um operador
linear continuo em H é também operador linear continuo em H.J

Observagao: 1) Atendendo ao Teorema do grafico fechado, o ponto 3. do coro-
lario anterior ¢ equivalente a:

* C* € L(H) sse C for operador fechdvel e D(C) = H (em particular,
nesse caso, C € L(H) e D(C) é denso em 'H).

De 3. ainda podemos facilmente concluir que:

ese D(C) for denso em H (ou _seja, se C* for operador), entio
D(C*) ="H sse C for fechivel e D(C) = (em particular, nesse caso,
C,C* € L(H)).

PROPOSICAO 1.3 (Propriedades algébricas da no¢do de adjunto): Sejam
B, C correspondéncias lineares em H, \ € C; entio:

L+ (AC)* =XC* se ) +# 0

+ (0C)* =H x D(C)*
(donde (0C)* = 0C* sse C* for operador com dominio igual a H).

2.(B+C)*D>B*+C*seBe L(H),(B+C)*=B*+C*

3.(BC)*>C*B*;se Be L(H)ouC™! € L(H),(BC)* =C*B*

4. I* = 1.

Demonstragio: 1. (AC)* = —(AC)1" = (—1CHt= X(—C1H) =
= X C*, onde se utilizou a relagdo trivialmente verificavel:

1
MCL::CL.
(nC)™ =2

Se A =0:
(00)" = (0/p(c))* = (D(C) x {0})" = ({0} x D(C))* =H x D(C)*;

como 0C* ¢ o operador 0/p(c+), valera a igualdade para A = 0 sse D(C') for
denso em H (ou seja sse C* for operador) e além disso D(C*) = H.

2. E consequéncia imediata da relagfo:
Byt (BT,

cuja demonstragdo resulta imediatamente das defini¢des. Com efeito:
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(v, + ") € prlyctl e (W,v) e Bte (V' ,v) e Ct =
S (e "), (0 0)) = (w,0) + (o) + () 0) + (o, 0) =
= (<u’ ul>7 <U/7 v>) + (<u’ u”>7 </U//, U>) = 07 V<u7 u/> 6 B’ <u7 u//> G O i
= W+ v) € (B+C) = (v,v +v") € (B+C): .
No caso em que B € L(H), demonstremos a incluséo reciproca:
() e (B+O) ' = (W v) e (B+O) =
= ((u,u' + "y, (V',0)) = 0,Y{(u,u’) € B, (u,u") € C =
= (u,v) + (Bu,v) + (u",v) =0, Vu € H, (u,u”") € C =
= (u,v) + (u, B*v) + (u",v) =0, Vu € H, (u,u”") € C =
= ((u,u”), (v + B*v,v)) =0, Y(u,u") € C =
= W +BveCt = wyect  —B=ct 4+ B
Neste caso teremos, portanto: (A + B)* = A* + B*.
3. E consequéncia imediata da relagfo:
B+*C*+ c —(BC)*,
e da Proposi¢ao 1.1 (10., 11. e 12.). Temos:
(v,v') € B*C*+ = Fv" € H: (v,0") € C*, (V") € BY;

provemos entdo que (v,v') € —(BC)*. Se {u,u') € —(BC), ou seja, se existir
u” € H tal que (u,u”") € C, (u",—u') € B, teremos:

((u, vy, {(v,0)) = (u,v) + (u',0).

Ora,

donde:
(U,’U) + (ulvv/) = ((u,v) + (uﬂvv//)) - ((u",v”) - (ul’v/)) = 07

pelo que, de facto, (v,v') € —(BC)*. Suponhamos agora que B € L(H); prove-
mos que, nesse caso, vale a inclusio contraria:

(v,v') € =(BC)* = ({(u, —Bu'), (v,V)) = 0,Y{u,v) € C =
= (u,v) = (v, B*V),Y{u,u') € C = (v, B*v) € —C*.

Ora (B*v/,v/) € B*"! = —B*, donde (v,v/) € (—B')(—C"t) = B-C™. Neste
caso tem-se, portanto,

—(BC)* = B*C,
donde,
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(BC)" = (—(BO)Y)™ = (B*CH)™ = (-C™1)(-B 1) = C"B".

Se for C~! € L(*H), teremos, aplicando o resultado anterior as correspondéncias
CleB™

(BC) =((C7'B7)) = (B (CT)) T =C"B"

4. I = {{(~u,u) :u € H}* = {{(v,¢)) € H x H : (u,v) =
= (u, )VUGH}—{<UU>€HXH v=1}=1.0

Observacao: 2) Examinando as demonstragdes, € facil verificar que, no ponto 2.
da proposicdo anterior, para se obter (B + C)* = B* + C*, pode substituir-se a
hipotese Be L(H) por D((B+C)*)CD(B*) e D(C)cC D(B);
analogamente, no ponto 3., para se obter (BC)* = C*B*, pode substituir-se a
hipotese feita por:

D((BC)*) © D(B*) e R(C) C D(B),
ou

R((BC)") ¢ R(C*) ¢ D(B) C R(C)
[exercicio].

3) O facto de nem sempre se ter (B + C)* = B* 4+ C* (ainda que B,C, B*,C*
sejam operadores) tem vastas consequéncias na formulagdo matematica da Meca-
nica Quantica. Com efeito, em particular, de B = B*,C' = C'* ndo se pode em
geral concluir que B+ C = (B + C)*, o que significa que a classe dos opera-
dores que coincidem com o respectivo adjunto (crucial em Mecanica Quantica,
como veremos adiante) ndo ¢, em geral, fechada para a adi¢io!*>

Como estamos particularmente interessados em estudar os adjuntos de opera-
dores, notemos que, no caso particular em que A é operador, nos podemos servir
do Teorema de Riesz em D(A) para caracterizar D(A*). Considerando, para ca-
dawv € H, a forma linear [, definida em D(A) por:

ly(u) = (Au,v),

a respectiva continuidade é equivalente a possibilidade de a prolongar a D(A)
como forma linear continua e portanto, pelo Teorema de Riesz, a existéncia, em
D(A), de v* tal que:

(Au,v) = (u,v"), Yu € D(A).
A existéncia de tal v* em D(A) é equivalente a sua existéncia em H, pois a pro-
Jecgdo ortogonal em D(A) de v* € H satisfazendo a condi¢do acima, obedece,

como ¢ 6bvio, a mesma condicdo, pelo que a referida continuidade de [, é equi-
valente a v € D(A*).

45Para um exemplo de operadores A, B auto-adjuntos tais que D(A + B) = {0}, ¢f [C].
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1.3 Operadores simétricos, auto-adjuntos e essencial-
mente auto-adjuntos; critério fundamental.

E obvio, da defini¢do de adjunto de correspondéncia, que, para um operador
A, a condi¢do A C A* caracteriza os operadores simétricos, ou seja, ¢ equivalen-
te a:

(Au,v) = (u, Av), Yu,v € D(A).

DEFINICAO: Chamamos operador auto-adjunto em H a um operador A :
: D(A) C H — H tal que A = A*.

Da Proposicdo 1.2 resulta facilmente que se A for operador simétrico:
(16) cACA=A"C A%

do Corolario da mesma Proposi¢cdo podemos entdo concluir que se, além disso,
D(A) for denso vira A* operador e, consequentemente, também A operador. Ou
seja, acabamos de demonstrar que todo o operador simétrico com dominio
denso é fechdavel *°. De (16) também ¢ facil concluir que todo o operador simé-
trico fechdvel tem fecho simétrico .

A partir de (16) imediatamente se conclui que, para um operador auto-adjun-
to A:

cA=A= A" = A%

em particular, os operadores auto-adjuntos sdo fechados e tém dominio denso
[exercicio]. Da defini¢do de operador auto-adjunto resulta também imediatamente
que um operador A auto-adjunto é maximal simétrico, ou seja, ¢ maximal no
conjunto parcialmente ordenado (por inclusdo), dos operadores simétricos em H;
com efeito, se A C B, sendo B operador simétrico em H, vira:

BCcB"CA"=A= B=A.

De maneira geral, os operadores simétricos fechados caracterizam-se por:
cA=A=A"C A"

Resta considerar o caso de igualdade na segunda inclusdo em (16) que motiva a
introducao de novo conceito:

46Se definissemos, mais geralmente, correspondéncia simétrica pela condigio C C C*, o mesmo
argumento mostraria que foda a correspondéncia simétrica com dominio denso é operador fechavel
[exercicio].

47Mais geralmente o fecho de um operador simétrico é sempre correspondéncia simétrica, no
sentido da nota anterior.
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DEFINICAO: Um operador A : D(A) C H — H diz-se essencialmente auto-
adjunto se tiver dominio denso e:

cACA= A" = A%

ou seja, se o respectivo fecho for operador auto-adjunto, ou, de modo equivalen-
te, se A* for operador auto-adjunto, ou ainda se A, A* forem operadores simé-
tricos; nesse caso D(A) diz-se um dominio essencial para A. [Exercicio: demonstre

a equivaléncia das quatro condi¢des que caracterizam os operadores essencialmente auto-adjuntos].

Antes de enunciarmos um critério fundamental que permite reconhecer os
operadores auto-adjuntos entre os simétricos, estabelegamos algumas proprieda-
des gerais dos operadores simétricos. De agora em diante representaremos tam-
bém por C' + A a correspondéncia C + Al (para C' correspondéncia em H,
Ae ).

PROPOSICAO 1.4: Seja A : D(A) C H — H operador simétrico; entiio:
1. ker (A + %) = ker (A — ) = {0};
2. (A+14) e (A —i)1sio operadores limitados;

3. A é fechado sse R(A + i) ou R(A — i) for fechado; nesse caso ambos
o0 sdo. Ou seja, A, R(A +1i) e R(A — 7) sdo fechados sse um dos trés o

for.

Demonstracio: Para qualquer u € D(A) tem-se:
(A7) [ Autiu]® = Aul® £ 2R (Au,w) ]+ lull® = [[Aul® + ul
€eR
em particular:
(A d)ull > [[ull, Vu € D(A),
donde se deduz directamente 1. e 2..

De (17) resulta também que as aplica¢des (A & i)u +— (u, Au) sdo isometrias
respectivamente de R(A + i) e R(A — i) em G(A), o que prova 3.; outro proces-
so de demonstragéo seria utilizar 2. e a observagao trivial de que um operador li-
mitado ¢ fechado sse o respectivo dominio o for, em conjunto com o facto, facil-
mente demonstravel, de ser fechada a soma de um operador fechado com um
operador de £(H).O

Observagao: 1) E facil concluir que a Proposicdo anterior se estende a corres-
pondéncias, com a no¢do de correspondéncia simétrica introduzida na nota de
rodapé 46 [exercicio].

TEOREMA 1.5 (Critério fundamental): Seja A operador simétrico em H; se
existir A € C tal que R(A + \) = R(A + X\) = H, entio A é auto-adjunto.

Demonstracio: Por hipotese A C A*, donde, atendendo também aos pontos
1., 2. e 4. da Proposicao 1.3:
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(A+ XD C A+ XD = ((A+ D))
Provemos que (A* + A\I)~! ¢ operador; basta verificar que:
ker ((A+ XI)*) = {0},
ou seja, que R(A + M)+ = {0}, consequéncia imediata da hipotese:
R(A+ M) =H.

Como, por outro lado, D((A + AI)™') = R(A + AI) = 'H, também por hipéte-
se, € 6bvio que (A* + AI)~! ndo pode ser extensdo propria de A + M1, pelo que:
(A+ X)) ' = A"+ M) = A= A"0
Observacao: 2) Mais uma vez ¢ facil concluir que o Teorema anterior se estende

a correspondéncias, (¢f. nota de rodapé 46), substituindo “A operador” por “C
correspondéncia” e “A é auto-adjunto” por “C = C*” [exercicio].

COROLARIO 1 (Critério fundamental — condic¢des necessarias e suficien-
tes): Seja A : D(A) C H — H operador simétrico; entiio sio equivalentes
as condigoes:

1. A é auto-adjunto;
2. A éfechado e ker (A* £1) = {0};
3. R(A+i)="H.

Demonstracio: 1. = 2. ¢ imediato, ja que se supde A = A*, pelo que A ¢
fechado, por ser um adjunto, e sendo a outra conclusdo consequéncia da Proposi-
¢do 1.4 aplicada a A* ( = A e portanto simétrico).

2. = 3.) Resulta do ponto 6. da Proposi¢cdo 1.2 e dos pontos 1., 2. e 4. da
Proposigdo 1.3 que:

R(A+i)" = ker (A4i)* = ker (A" 7)) ={0} = R(A+i) =H;

por outro lado, sendo A, e portanto A + i, fechado, concluimos do ponto 3. da
Proposigdo 1.4 que R(A £1) sdo fechados, pelo que, sendo densos, coincidem
com H.

3. = 1. é consequéncia imediata do Teorema anterior, tomando A = 4.[J

COROLARIO 2 (Critério fundamental para operadores essencialmente au-
to-adjuntos): Seja A : D(A) C H — H operador simétrico com dominio
denso; entdo sdo equivalentes as condigoes:

1. A é essencialmente auto-adjunto;
2. ker (A*+1i) = {0};
3. R(A+i)="H.
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Demonstracio: 1. = 2. ¢ imediato, j4 que, por hipotese, A* é simétrico e
atendendo ao ponto 1. da Proposicao 1.4.

2. < 3. é consequéncia imediata de:

R(A=£d)" = ker (A" 1.4),

identidades acima verificadas (cf. demonstragdo do Corolario 1).

. . 7k , . . vy

2. = 1. resulta imediatamente de A = A* e do Corolario 1 aplicado a A,

atendendo a que se A for operador simétrico com dominio denso, A é fechavel ¢
portanto A também ¢ operador simétrico, como se viu no inicio da sec¢éo.d

Observacao: 3) Também estes corolarios podem ser facilmente estendidos, mu-
tatis mutandis, a correspondéncias [exercicio].

Examinemos um exemplo particular importante de aplicagdo dos resultados
anteriores. Seja (€2, i) espago de medida e:

fQ—-=R
mensurdvel. Verifiquemos que é auto-adjunto em L*(§), du) o operador Ty “de
multiplicagcdo por f” definido por:
e D(Ty) = {u € A9, dp) : f-u € IXQ,dpo)},
*Tru=fu,Vue D(Tf).

E facil verificar que Ty é simétrico, pelo facto de f ser real, o que torna 6bvio
que ¢ real, para todo o u € D(T}):

(Tru, u) ) :/Qf.u.ﬂdu:/gf.mfd,u.

Para concluir que T é, de facto, auto-adjunto (atendendo ao critério fundamen-
tal), basta agora mostrar que coincidem com L?(), dy) as imagens dos operado-
res:

Ty +1,
ou seja, mostrar que dado u € L*(Q2, dy) existem v, w € D(TY) tais que:

s fo+iv = u,
o fw—iw = u.

Ora, sendo f real, nunca toma o valor ¢, pelo que v, w, a existirem, serdo dadas
por:
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E facil concluir que as fungdes*8 v, w assim definidas estdo efectivamente em
D(Ty), ja que:

u 2: |u|2 <|u|2
fxi 21—
2 2 2
u f7lul
V| = e < b
fEi fA+1

estimativas das quais imediatamente decorre que:
vV, W, fva fw € L2<Qv dﬂ)a
e portanto, de facto v, w € D(T¥), ficando demonstrado que T ¢ auto-adjunto.

Um dos resultados fundamentais que demonstraremos neste curso ¢ o caracter
“universal” do exemplo anterior, no seguinte sentido:

* Todo o operador auto-adjunto é unitariamente equivalente ao operador
de multiplicacéo por uma funcdo real num espaco L?;

ou seja, se A : D(A) C H — H for auto-adjunto, entdo existe um espago de me-
dida (€2, 1), um operador unitéario:

U:H— L*Q,dp)
e uma fungdo mensuravel:
f:Q—R,
tais que:
cA=U'TyU,
ou seja:

*D(A)={ucH: fUuec L*Q,du)},
*U(Au) = f(Uu), Yu € D(A).

Este resultado é uma das formas do chamado Teorema espectral para operado-
res auto-adjuntos, que, uma vez estabelecido, abrira também o caminho para a
resolugdo do problema de definir “fun¢do de operador auto-adjunto” (possibili-
dade que, como veremos, resolvera o problema colocado na Introdu¢ao de definir
os operadores associados a “fun¢des de um observavel fisico”). Com efeito, no
caso de T, é natural (e coerente com a defini¢do de TJ? habitual, assim como de

“funcdo do operador posi¢ao”) definir:

480s elementos de L2(€),du) sdo, de facto, classes de equivaléncia de fungdes para a relagio de
igualdade p.p.—u, como ¢ sabido, mas adoptaremos sistematicamente o abuso de linguagem que
consiste em identificar cada elemento do referido espago com um seu representante e portanto com
uma funcdo (sempre que ndo haja perigo de confusio).



1.3 Op. simétricos, auto-adjuntos, essencialmente a.-a. 47

Q(Tf) = Tgor

para g : R — R mensuravel boreliana (note-se que poderiamos mesmo tomar
g:R — C, embora, nesse caso, o operador g(Ty) ndo viesse necessariamente
auto-adjunto).

Antes de nos ocuparmos da caracterizagdo da classe O dos operadores asso-
ciados a observaveis fisicos, analisemos alguns processos importantes de obter
operadores auto-adjuntos nao triviais.

1.4 Formas sesquilineares e operadores; Teorema de
representacio para formas.

Seja Q(a) subespaco denso de H e:
a:Qa)xQa)CHxH—C
forma sesquilinear*, ou seja:

* u +— a(u,v) éforma linear, para todo o v € Q(a)
* v a(u,v) é forma semilinear>°, para todo o u € Q(a)

Se u € Q(a) for tal que a forma semilinear v — a(u,v) ¢ continua, poderemos
prolongé-la de maneira tinica por continuidade e densidade a uma forma semili-
near continua sobre H, donde, pelo Teorema de Riesz, existird um vector Au €
€ H unico tal que:

a(u,v) = (Au,v),Vv € Q(a).

Podemos portanto considerar um operador A associado a forma a, definido
como atras, portanto com dominio:

D(A) ={u € Q(a) : v— a(u,v) é continua sobre Q(a),
para a topologia de H}.

Note-se que nada nos garante, em geral, que o dominio de A seja diferente de
{0}. E facil concluir que o operador A é simétrico se a forma a for hemi-simé-
trica, ou seja, se:

a(u,v) = a(v,u), Yu,v € Q(a).

Uma forma sesquilinear a fica determinada pela forma quadratica ou diagonal
associada, aplicacao:

49<Sesqui” é um prefixo de origem grega que significa “uma vez e meia”; neste caso refere-se ao
facto de a(u,v) ser linear na primeira variavel e “semilinear” (ou seja, anti-linear) na segunda, e
portanto, de certo modo, “uma vez e meia” linear.

500u seja: a(u, \v + pw) = Aa(u,v) + Ga(u,w), Yu,v,w € Q(a), A, u € C.
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g:Qa) - C

ur q(u) = a(u,u).
Com efeito, vale a chamada identidade de polarizacdo, de verificagdo imediata
[exercicio]:
da(u,v) = q(u +v) — g(u — v) + i(g(u + iv) — g(u — iv)).
Desta relacdo deduz-se facilmente que uma forma sesquilinear é hemi-simétrica
sse a forma quadratica associada for real. No caso particular em que g s6 toma

valores ndo negativos a diz-se positiva. Nesse caso ¢ produto interno sobre
Q(a) a aplicagdo:

(u,v) — (u,v), = a(u,v) + (u,v),
e o operador A associado a a ¢ positivo no sentido:
(Au,u) > 0, Yu € D(A).
Se Q(a) for espago de Hilbert para este produto interno (ou seja, se for comple-
to), a forma a diz-se fechada.

PROPOSICAO 1.6 (Teorema de representacio para formas): Se a for forma
sesquilinear fechada, entdo o operador A associado é auto-adjunto positivo,
tendo-se:

RA+I)=H.

Além disso o dominio D(A) de A é denso em Q(a) para a topologia
associada ao produto interno (. ,.),.

Demonstragdo: Uma vez que a ¢ hemi-simétrica, A é simétrico. Para de-
monstrar que A ¢ auto-adjunto basta entfo verificar que R(A + I) = H (aten-
dendo ao critério fundamental — ¢f. Teorema 1.5 — com A = 1). Sejav € H; a
aplicacdo:

w — (w,v)

¢ forma linear sobre Q(a), obviamente continua para a topologia definida por
(.,.)a- Uma vez que, por hipotese, Q(a) ¢ espago de Hilbert para este produto
interno, pelo Teorema de Riesz existird u € Q(a) tal que:

(w,v) = (w,u)q = a(w,u) + (w,u) Yw € Q(a).

Teremos entdo:

w — a(u,w) = a(w,u) = (w,v) — (w,u) = (v,w) — (u, w),
continua sobre Q(a), para a topologia de 'H, pelo que:

u € D(A) e (Au,w) = a(u, w) = (v,w) — (u, w), Yw € Q(a).
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Portanto, Au +u — v € Q(a)* = {0}, donde v = Au + u, com u € D(A), o
que acaba a demonstra¢do de que R(A + I) = H.

Resta demonstrar a densidade de D(A) em Q(A). Seja entdo v € Q(a)
ortogonal a D(A) para o produto interno de Q(A); teremos:
a(u,v) + (u,v) = 0,Vu € D(A) = (Au,v) + (u,v) = 0,Yu € D(A) =
svERA+D=H"={0} =v=0,

pelo que [D(A)]*e@ = {0}, donde, de facto, D(A) é denso em Q(a).0]

Uma classe importante de formas fechadas ¢ a obtida através de operadores
fechados. Dado um operador linear:

S:D(S)CH —H,

(D(S) subespago denso de H — H,H’ espagos de Hilbert), podemos definir
uma forma sesquilinear com dominio Q(s) = D(5):

s(u,v) = (Su, Sv)y.

E facil concluir, a partir das definigdes, que s € fechada sse S o for. Provemos,
por exemplo, que se S for fechado, s também o é. Seja u,, sucessdo de Cauchy
em Q(s) para (.,.)s; entdo, obviamente, u, ¢ de Cauchy em H e Su, ¢ de
Cauchy em H/, pelo que u, converge em H para certo u € Su, converge para
certo v em H'. Sendo S fechado concluimos que u € D(S) = Q(s) e Su = v,
pelo que, também obviamente, U —u em Q(s), para (.,.)s e portanto Q(s) é

Hilbert, ou seja, s ¢ fechada.
Como caso particular deste tipo de formas, consideremos:

S=A:D(A)CH—H,

A fechado com dominio denso. Pelo que acabamos de ver, a forma sesquilinear
de dominio Q(a) dada por:

a(u,v) = (Au, Av), Yu,v € D(A),

¢ fechada, e portanto, pelo Teorema de representagdo para formas, o operador B
associado a a ¢ auto-adjunto. Ora a continuidade, para a topologia de H, da for-
ma semi-linear:

v — (Au, Av),

(para u € D(A) fixo), definida em D(A), caracteriza simultancamente “u €
€ D(B)” ¢ “Au € D(A*)”, e o elemento de H, dado pelo Teorema de Riesz,
que permite representar esta forma como produto interno, tanto coincide com Bu
como com A*(Au) (por defini¢do), donde se conclui facilmente que, de facto,
B=A*A.
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Do Teorema de representagdo para formas também sabemos que D(B)
(= D(A*A)) é denso em Q(a) ( = D(A)) para a topologia dada por (., .),, ou
seja, em termos de operadores, A é o fecho da sua restrigio a D(A* A), tendo-se
ainda:

R(A*A+1T)="H.
Em resumo, acabamos de demonstrar o seguinte resultado:

PROPOSICAO 1.7: Sendo A operador fechado com dominio denso num es-
paco de Hilbert H, entio A*A é auto-adjunto positive, A é o fecho da sua
restri¢io a D(A* A) (ou seja, D(A* A) é dominio essencial para A) e:

R(A*A+1) =10

1.5 Caracterizaciao dos operadores associados a obser-
vaveis fisicos; os operadores posicdo, momento li-
near e energia

TEOREMA 1.8 (Caracterizacdo dos operadores associados a observaveis
fisicos): Seja H espaco de Hilbert complexo; entio A: D(A) CH — H é
operador auto-adjunto sse A for simétrico e A?> maximal simétrico com domi-
nio denso; ou seja, a classe O dos operadores em H associados a observiveis
fisicos coincide com a classe dos operadores auto-adjuntos em H.

Demonstracgio: Seja A auto-adjunto; entdo, como sabemos, A ¢ maximal si-
métrico com dominio denso e A? = A*A ¢, pela proposicio anterior, auto-
-adjunto, e portanto também maximal simétrico com dominio denso, donde, de
facto, A € O.

Reciprocamente, suponhamos que A é simétrico e A? maximal simétrico com
com dominio denso; entdo D(A)( D D(A?)) é também denso, pelo que, em par-
ticular, A é fechavel (operador simétrico com dominio denso). Entio A é opera-
dor fechado com dominio denso e portanto, pela proposigdo anterior:

« A" ¢ auto-adjunto,
*R(AA+I)=H.

Por outro lado, atendendo a que A% ¢ maximal simétrico:
CA2CAA= A =A4,
pelo que, em particular:
R(A*+1)=H.
Ora:
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A2+I:(A+i)(A7i):(A*i)(A+i),
donde:
R(A+4+i)=R(A—1i)="H,

pelo que, atendendo ao critério fundamental (Teorema 1.5), com A =i, ou ao
respectivo Corolario 1, A é auto-adjunto.[]

Retomemos os exemplos de observaveis fisicos apresentados na Introdugao.

Ao observavel posi¢do (a uma dimensao de espago) pretendiamos associar o
operador de multiplicag¢do pela fungdo identidade em R. Sabemos agora que este
operador, com dominio constituido pelas fungdes de L*(R) cujo produto pela
funcdo identidade ainda esta em L2(R), ¢, de facto, auto-adjunto naquele espago
de Hilbert, uma vez que a funcdo identidade é mensuravel real (cf- secgdo 1.3).
Do mesmo modo, podemos associar um operador de multiplicagdo auto-adjunto a
qualquer observavel que seja funcdo real (mensuravel) da posicao.

Quanto ao observavel momento linear, associado a “(h/i) d/dz”, como se
verd no exercicio 18), infi-a, este operador de derivagdo, com dominio C§°(R) =
= D(R)>L, ¢ essencialmente auto-adjunto (no quadro de L?(R)); o respectivo
fecho tem dominio constituido pela fungdes absolutamente continuas de L?(R)
com derivada em L?(R), sendo definido pela mesma expressdo diferencial. Ao
momento linear (para um sistema unidimensional em todo o espago) ficara entdo
associado este ultimo operador, unica extensdo auto-adjunta do operador inicial-
mente considerado.

Para dimensdes superiores e dominios distintos do espago RY, ha que genera-
lizar as consideragdes anteriores. Relativamente ao observavel posi¢do e a fun-
¢oes deste, bastara considerar as respectivas coordenadas ¢ associar-lhes os ope-
radores de multiplicagdo pelas fungdes correspondentes, eventualmente em espa-
cos L?(2) com Q C RY (para sistemas fisicos com movimentos restringidos a
Q). Quanto ao observavel momento, no exercicio 17) infra examinam-se opera-
dores “de derivagdo” no espago L?([0,1]), entre os quais alguns auto-adjuntos,
podendo assim ser associados a0 momento linear para sistemas fisicos para os
quais este observavel esteja “confinado” ao intervalo [0, 1] (de modo analogo se
poderia proceder para qualquer outro intervalo compacto).

Em dimensdes superiores podemos procurar seguir o caminho tracado no re-
ferido exercicio 18); a coordenada de indice j( € {1,...,N}) do momento line-
ar pretendemos associar “(h/i)0/dx;”. Sendo @ C RY aberto ndo vazio, pode-
mos definir este operador de maneira 6bvia em C§°(2) = D(Q) e designa-lo-
-emos por D; tomando h = 1 (obviamente sem perda de generalidade); procure-
mos estudar o respectivo adjunto no quadro de L?(£2). Comecemos por notar
que, por processos semelhantes aos sugeridos no exercicio 17) infra (regulariza-
¢do por convolugdo), ¢ facil demonstrar a densidade de D () em L*(12), partin-

5TRecordemos que se trata do espago das fungdes de classe C™ e suporte compacto em R.
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do da densidade de C.(Q2) (espago das fun¢des complexas continuas de suporte
compacto contido em (2); D7 ¢é, portanto, operador. Também ¢ facil demonstrar
que D; é simétrico, bastando, para tal, invocar o Teorema de Fubini e integrar
por partes em ordem a coordenada de indice j, atendendo também a que as fun-
¢des tém suporte compacto (podemos considera-las estendidas a RY com o valor
zero fora de €2, o que permite integrar no espaco todo). Temos entdo:

UED(D;)@EIU*GLZ(Q):/i(@ﬂp)ﬁ:/(p?,h’g&G@(Q)@
Q Q

& N e LHQ): fi/

@-w)v:/w, Vo e D(Q) &
Q Q

& e Q) : 7/(8]-(/))1) = / @ (—iv"), Yo € D(Q);
Q Q
como D3 ¢ extensdo de D;j = i(0/0x;) = i0; (atendendo a que este operador é
simétrico) ¢ natural designar —iv* = —i D} v por derivada generalizada, ou de-
rivada fraca, de v em ordem a x j, estendendo-se a este caso os simbolos habitu-
ais de derivagdo. Ou seja, por definigdo, diremos que v € L(2) tem derivada
generalizada, ou derivada fraca, em ordem a xj, em L?>(Q2) se existir w €
€ L*(9) (que se representara por d;v ou dv/dz;) tal que:

(18) /wcp:f/vajgo,VQOG’D(Q).
Q Q

Esta defini¢do pode ser estendida a fungdes localmente somaveis em €) (ou seja,
fungdes complexas definidas em 2 que sdo somaveis em qualquer compacto con-
tido em (2, constituindo o espago L{ . (£2)); dir-se-4 que w € L] () é a derivada
generalizada, ou derivada fraca, de v € L}, .(2) em ordem a z; se tiver lugar
a propriedade (18)32. Mantém-se algumas das propriedades classicas associadas
as operagdes de derivagdo; em particular, no caso de {2 ser convexo, por exem-
plo, se v e L} (), d;v é o elemento nulo de L*(Q) sse v ndo depender da
coordenada de indice j (ou seja, se for igual p.p. a uma funcdo que ndo depende

de ;). Fagamos a demonstragio para o caso 2 = RY; temos:

LEMA 1: Sejav € L} (RY), j € {1,...,N}; entio v tem derivada genera-
lizada O;v nula p.p. sse existir uma funcio complexa T definida em RV
(localmente somavel) tal que:

'U(.’Bl, .. ,.’BN) = %(xla <oy Lj—1,Tj+1,5--- 7-7:N) » D-p- em RN'

52Que (18) determina w = §;v de maneira Unica resulta, por exemplo, de ficar determinada por (18)
a medida boreliana complexa associada a w sobre cada compacto de €2, atendendo a que cada fungao
continua de suporte compacto contido em 2 pode ser aproximada uniformemente por fungdes de
D(Q), como acima se referiu (para o estudo das medidas complexas cf. [Rul]). Esta nogdo de
derivada generalizada pode estender-se a objectos mais gerais que fungdes localmente somaveis, no
quadro da chamada Teoria das Distribui¢ées (cf- [Sw]), razdo pela qual também se designam as
derivadas fracas por derivadas no sentido das distribui¢ées.
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Demonstracio: Por definigao:
oiv=0¢& / v;p =0, Yo € DRY);
RN

se v ndo depender da coordenada de indice 7, teremos, atendendo ao Teorema de
Fubini e a que ¢ tem suporte compacto:

/Nvajgo: /“\Llﬁ(/ajgﬁddfj)dIl...d$j,1de+1...d.T]\Y =0.
R/ R/ R

=0

Reciprocamente, se 0;v = 0, comecemos por notar que as fungdes da forma J;¢
com ¢ € D(RY) se identificam com as fungdes de D (RY) cujo integral paramé-
trico “em ordem a x;” ¢ identicamente nulo; de facto, ¢ 6bvio que [ O;p dx; =
=0(scp € DRY))esep € DRY), [ dz; =0, estd em D(RY) a fungdo:

Zj
(p(x) = QO(,Il, 7IN) = / 1/1(.T1, cee s Lj—15 8 Tjtly - - 7IN) ds
—00
(sendo [a, b]Y um cubo fora do qual 1 se anula, é facil ver que 0 mesmo se passa
com ). Ora ¢ 6bvio que:
’l/) = 8J(p

Concluimos portanto que:
ov=0%& v¢:O,V¢€©(RN):/1/1d:vjEO.
RV R

Para obtermos a “forma geral” das fungdes v satisfazendo a esta ultima condigao
consideremos a seguinte decomposicio para as fungdes de D (RY); comecemos
por fixar ¢y € D(R) com integral igual a 1. Para qualquer ¢ € D (R") podemos
escrever:

o(@) = (pla) = [ olo)d) o) + [ olo) da )l
V@)

em que ¢ estd em D(RY) e tem “média em z; nula” (“integral dz;” identicamen-
te igual a 0). Entdo, para qualquer ¢ € D(RY), representando por dz’ o simbolo
dry...dxj_1drji...dery e invocando os Teoremas de Fubini e Tonnelli (cf.
[BW2]):
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/RNUSO _M+/RAVU($)(</R¢($) dx]-><p0(x]-))dx =

=0
= / (/ v(@)(T1,. 0 L1, S, Tjsts o TN) gog(xj)ds) dx =
RN \JR

= /R(/Wﬂ@(xl,...,xH,snyl,...,xN)(/R o) wo(xj)dxj) dx‘j)ds _
B /RN (/R v(z) ‘90(9541)d33‘j) d,

pelo que, pondo:
Tj(zla cee sy Lj—1y Tjply e e e 7IN) = / U(Q?) WU(%)d%;
R
ter-se-a:
v(z1,...,N) =V(21, ..., Tjo1, Tj41, .-+, TN ), P-P. €M RY,

pelo motivo indicado na nota 52.[1

Observacgoes: 1) No caso NV = 1 concluimos que as unicas fungées localmente
somaveis com derivada nula p.p. sdo as constantes (p.p.).

2) Ainda no caso N = 1 ¢ facil adaptar a demonstracdo anterior substituindo R
por um intervalo [a, b] (limitado ou néo).

3) No caso geral da dimensdo N, para abertos conexos €, as unicas fungoes lo-
calmente somaveis com todas as derivadas de primeira ordem nulas p.p. (ou
seja, com gradiente nulo p.p.) sdo as constantes (p.p.). Com efeito, ¢ facil ver,
adaptando a demonstragdo do Lema 1, que uma tal fungio é localmente constan-
te (p.p.), 0 que permite mostrar que ¢ igual p.p. a uma constante em todo o €2,
por simples argumento de conexdo.

Outra propriedade de utilizacdo frequente diz respeito a “derivada do produ-

to

LEMA 2: Seja Q@ C RY aberto nio vazio, j € {1,..., N}, v € L} () com

loc

derivada generalizada 8;v em L, (), u € C°°(2); entio uv tem derivada

generalizada 8;(uv) em L}, (), dada por:

loc

9j(uv) = (Oju)v + u(9;v).

Demonstracio: Atendendo as hipoteses, ¢ obvio que (9ju)v + u(9;v) €
€ LL (Q), pelo que basta demonstrar que (cf. (18)):

loc

[ uvdse == [ (@u)o+ u@) . v0 € DO
Q Q
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ora, atendendo a que u € C*°(€2), e a que, portanto, up € D(Q), Vi € D(Q):
/Uvaj@+/ (Oju)ve = / v(udjp + ¢ dju) = / v0j(up) =
Q Q Q Q

_— /Q (O0) up = /Q wdip = — /Q (Oju)v + u(d0)) 0, Y € D(2).0

Podemos entdo afirmar que D(D}) é o conjunto das fungdes v de L*(2) com
derivada (generalizada) O;v em L*(Q), tendo-se:

Div=1idv, Vv € D(DJ).

E facil agora concluir que, pelo menos no caso Q = RY, D; ¢é essencialmente
auto-adjunto (generalizando assim uma das conclusdes do exercicio 18)). Aten-
dendo ao Corolario 2 do Critério fundamental (Teorema 1.5), basta verificar que:

ker (D} i) = {0};
ora (atendendo aos Lemas 1 ¢ 2 supra e ao que se sabe acerca de D)):

u € ker (D} i) & u € L*(Q),i0jutiu=0suec L*(Q),0utu=0<
Sue L*N),0)(eTu) =e ™ uteTu =0«
Su € LX(Q),e T u(@) =U(T1, ..., Tjo1, Tjs1y..., TN) &
Sue L0),u(x) =e " U(x1, ..., Tjo1,Tjs1,-,TN)
(para certo i, fungdo complexa definida em RY~!). Mas a tltima condigdo

implica que (representando por dz’, como acima, o simbolo dz;...dx 1 dx;
. dl‘N)Z

~ 2
+oo>/ |u|2:/ le* i t(z, ..., xjo1, Tjs1, ... an) | de =
RN RN
:/Bizrfdl‘j/ |ﬂ($1,...,x]-,1,x]-+1,...,33N)|2d$jé
R RN-1

= - 1|ﬂ(x1, ey L1 T can)ded =0=TU=0p.p. = u=0pp.,
0 que permite concluir. D7 ¢ assim, neste caso, 0 fecho do operador D; definido
em D(RY), tratando-se de operador auto-adjunto. E agora natural tomar para
operador associado & coordenada j do momento linear (para sistemas fisicos
com N graus de liberdade sem restricdes de dominio) precisamente o operador
auto-adjunto:

h 0

7 afL'j
de dominio constituido pelas fungdes de L*(RY) com derivada generalizada ;
em L?(RY). Relativamente a0 momento linear, ndo tratarermos o caso §) # RY,
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para N > 1; como se pode ver no exercicio 17) infra, a situagdo complica-se,
mesmo no caso N = 1.

Estamos agora preparados para abordar os operadores associados aos obser-
vaveis energia; a uma dimensdo, temos, para um sistema nao sujeito a potencial:

2

P

2m
pelo que o operador associado a E sera exactamente:

1 (h d )2 R
2m\idx/)  2mdz?’

operador auto-adjunto, como quadrado do operador associado ao momento line-
ar (a menos de constante positiva). O respectivo dominio serd constituido pelas
fungdes de L*(R) N C! com primeira derivada absolutamente continua e primei-
ra e segunda derivadas em L?(R); veremos mais adiante que a condigdo “u’ em
L?(R)” é, neste caso, supérflua, sendo consequéncia das restantes (cf. exercicio
132), Capitulo 8). Para dominios diferentes do espago podem em geral obter-se
diversos operadores auto-adjuntos associados a “segunda derivada”, correspon-

dentes a distintas “condi¢des de fronteira” (cf. exercicio 25, infra).

Para dimens3o N qualquer, procuremos utilizar os resultados tedricos atras
obtidos para construir operadores auto-adjuntos associados a energia cinética:

) .
g P _ PP,
2m  2m
formalmente, tratar-se-a4 do operador:
1 (h 0 ) (h 0 ) L A N
2m\i 0z;/j=1...N'\i Ox;/)j=1,..N  2m = 63;? T 2m

(menos Laplaciano, a menos de constante). Para se obterem realiza¢des auto-
-adjuntas deste “operador”, pode utilizar-se a teoria acima desenvolvida das for-
mas sesquilineares. Comecemos por designar por espaco de Sobolev de ordem 1
(ou de ordem (1,2)33) o subespago (denso4) de L*(Q2):

1ﬂm=WWm=ﬁmmx

se N=1 e Q =]a,b[ intervalo ndo vazio (limitado ou ndo), concluimos dos
exercicios 17), 18) infia que H'(Q) é constituido por fungdes absolutamente
continuas, o que em geral ndo se passa para N > 1. Em qualquer caso, uma vez
que os operadores D} sdo fechados (por se tratar de adjuntos), ¢ tambem fecha-

530 indice 1 refere-se a ordem de derivagio; 2 refere-se ao espago L2.
54Contém D(Q)...
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do, obviamente, o operador:
«D: H'(Q) C L*(Q) — (L*(Q)Y
‘U Du = (D;‘-u)j:h“’w = (’L aju)j:LMN = iﬁu;

sendo assim, atendendo ao que foi visto no final da secgdo 1.4, é fechada a forma
sesquilinear com dominio denso, definida para u,v € H'(Q2) por:

N N
a(u,v) = (DU,BU)<L2(Q>)JV' = /Q(Z iajum) = /ﬂ(Z @-u%).
J=1

=1

Em particular H'(Q2) ¢ espago de Hilbert para a norma associada a forma a, que
se designa por norma H' e se representa habitualmente por | . ||;; ou seja:

Julf=3" / Bul? + / uf?, Y € H'(Q).
=1

Atendendo ao Teorema de representagdo para formas (Proposicao 1.6), ¢ auto-
-adjunto o operador A associado a a, definido por:

*D(A)={uec H(Q): Iwe L*(Q): / (Ei; @-u@ﬁ) =

Q

= / wv,Yv € H(Q)}
Q
o Au = w;

em particular, para u € D(A), tem-se (por definicdo dos d;u):

/Q(Au)c,o:/g(iv;ﬁju@(p) = —A(ui@f@) = —/QuAtp,Vgo €D(N0).

Resulta imediatamente da caracterizagdo de A que ©(2) C D(A) e, da identida-
de que acabamos de obter, por integrag@o por partes no ultimo membro:

Au=—Au, Yu € D(Q).

A ¢ portanto extensdo auto-adjunta do menos laplaciano com dominio D((2); a
caracterizagdo de A atras obtida sugere que, a exemplo de (18), se defina o lapla-
ciano generalizado para fungdes u de Lj (Q) para as quais exista w €
€ L .(Q) tal que:

/wgo:/uAgo,VgDECD(Q).
Q Q

Com este novo conceito, podemos afirmar que A é o menos laplaciano generali-
zado com dominio constituido por fiungdes de H'(Q) com laplaciano generaliza-
do em L*(Q). Podemos portanto utilizar o operador A para obter realizagdes
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auto-adjuntas do observavel energia cinética; no caso de = RY prova-se que é
essencialmente auto-adjunto em ®(R") e que o dominio é constituido por todas
as fungdes de L?(R™) cujo laplaciano generalizado estd em L*(RY) — ou seja, a
condi¢io u € H'(RY) ¢ consequéncia de u, Au € L*(RY). No caso geral, po-
demos obter outros operadores auto-adjuntos naturalmente associados ao “menos
laplaciano”. Notemos que os operadores D; sdo sempre fechdveis, uma vez que
sdo simétricos com dominios densos; representando por H(} () o fecho de D(Q2)
no espago de Hilbert H'($2) (com a norma || . ||,), ¢ facil ver que:

Hy(Q) ﬁD(E)

[exercicio] € que também € fechado o operador:

* Dy : Hy(92) € H'(Q) € LA(Q) — (LP(Q)"

‘U l_ju = (D;‘-u)j:h“’w = (’L aj’u,)j:h“’]v = iﬁu;

a partir da forma associada obtemos também um operador auto-adjunto Ay,
extensdo de A/p(q), portanto igual a “menos laplaciano”, mas cujo dominio de
forma pode estar estritamente contido em Q(a) (Ayp = A no caso Q =RV
atendendo a que nesse caso, como ja foi referido, A ¢é essencialmente auto-
adjunto em D (RY)).

Para terminar esta analise de operadores associados a observaveis fisicos no-
temos que no caso de existir potencial confrontamo-nos com o problema de de-
finir uma “realiza¢do” auto-adjunta da soma de dois operadores auto-adjuntos
— essencialmente o “menos laplaciano” (associado a “energia cinética™) e o
operador de multiplica¢do pela fun¢do “potencial”. Se o potencial for limitado,
o correspondente operador de multiplicagdo sé-lo-4 também, pelo que a respecti-
va soma com qualquer realizagdo auto-adjunta do “menos laplaciano” sera tam-
bém operador auto-adjunto; no caso geral (que abarca a maioria das situagoes fi-
sicamente interessantes) dever-se-4 proceder a uma analise mais aprofundada,
tratando-se ainda de campo activo de investigagao.

1.6 Funcdes de operador e Teorema espectral: caso da
dimensao finita e programa de trabalho.

Uma vez “identificados” os operadores associados a observaveis fisicos com
os auto-adjuntos, o problema de mostrar que “fungdo de observavel é ainda ob-
servavel” reduz-se, pelo que atras se viu, a demonstrar o Teorema espectral para
operadores auto-adjuntos. Comecemos por examinar o caso de um espago de
Hilbert de dimensdo finita N ; dado um operador auto-adjunto:

A:H—H

(em dimensdo finita tem-se, evidentemente, D(A) = H [porqué?]) e uma base
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ortonormada (ey,...,ey) de H, sabemos que nessa base A ¢ representado por
uma matriz hemi-simétrica:

Ma = [aj]jr=1,..N;
ou seja, se
N
E jej, Ax = E Yjej
=1

(zj,y; € C,Vj=1,...,N), entdo:

N
*Y; = E Qi T
k=1

(Vj=1,...,N), tendo-se:
* ik = akj

(Vj,k=1,...,N); com efeito, basta exprimir a condi¢do de simetria para os
vectores e; da base ortonormada. Por outro lado, sabemos que uma matriz hemi-
-simétrica pode ser diagonalizada, ou seja, existe uma matriz unitaria My

L , 1o . —T
(portanto My € invertivel e My;! coincide com a transconjugada My~ de My,
onde:

—7T -
* My = [Wjljk=1,..§ se My = [uj]jp=1,.~)

e numeros reais A1 < ... < Ay (0s valores proprios de M ), tais que:

AN - 0
'M[}lMAMU :FUTMAMU:diag(/\l,...,/\N):
0 - Ay
Por outras palavras, designando por U o operador em H de matriz My relativa-
mente a base (ey, ..., ex), U é operador unitdrio em H (U~ = U*) e:
N N
U AUz = Z)\jx,eJ se r = ije,
J=1 J=1
N
Compondo com U~! o operador unitério de H em CY que a z =) z;¢; faz
j=1
corresponder (x1, ...,y ), obtemos um operador unitario:
W:H—CV,
para o qual:

cWAW T = (\z1,...,  \vay) se T = (z1,...,25);

ora CV pode ser identificado com L*({1,...,N},du) onde p é a medida de
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contagem:
w(Q) =#Q.
Portanto A fica unitariamente equivalente ao operador de multiplicagdo pela
funcao:
J= A
no espago L*({1,..., N}, du). Esta “representagio” ndo ¢ Unica; com efeito, su-

ponhamos agora que os valores proprios sdo todos distintos, e consideremos em
R a medida:

N
*V = E 6,\],
J=1

(onde 8§ A, — O delta de Dirac em \; — ¢ definida por:

60,() =0 se);¢Q
o,() =1 se); e’

para todo o boreliano {2 de R). E facil concluir que L?(R, dv) se pode identificar
com C ja que “ser igual p.p. — v é equivalente, para

f,g:R—-C

mensuraveis, a:

Nesta representacao teremos:
(WAWTLH)(A) = AF(N),
para A € R, p.p. — v (sendo f € L*(R, dv), identificada com
(f(A)s s F(AN)),

ou seja, A fica “representado” em L*(R,dv) pelo produto por “\” — fungio
identidade).

O que acabamos de verificar para o caso de um espaco de dimensao finita é,
no fundo, caso particular do conhecido Teorema espectral para operadores auto-
-adjuntos compactos em espagos de Hilbert. Resulta do que se disse, a importan-
cia do espectro de A na construcdo da representacdo diagonal de A; é pois de
esperar que uma generalizacdo do conceito de espectro para operadores ndo limi-
tados venha a desempenhar papel fundamental na teoria dos operadores auto-ad-
juntos. Fazendo o ponto da situagdo em que nos encontramos quanto a defini¢ao
de “func¢do de operador auto-adjunto”, pode dizer-se que a questdo esta resolvida
para a dimensao finita (e para os operadores compactos em qualquer dimensao,
com uma generalizacao facil das consideracdes acima feitas, desde que se conhe-
¢a o teorema espectral para estes operadores); tendo por objectivo o caso ndo-Ii-
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mitado em dimensdo qualquer, podemos pensar no caso “intermédio” de opera-
dores limitados de dominio igual ao espago (ndo necessariamente compactos) em
dimensdo qualquer. Nesse caso trabalha-se no quadro de L£(H) onde A? estd
definido mesmo para A ndo auto-adjunto; sendo “o quadrado” um dos exemplos
bésicos de fungao de operador podemos pensar em tratar o caso “intermédio” no
quadro mais geral de uma estrutura em que faga sentido definir o quadrado de um
elemento — tratar-se-a da estrutura de Algebra de Banach que, como veremos,
permitira tratar de modo unificado, ndo s6 o problema que agora nos ocupa, mas
também uma série de outros problemas aparentemente desligados. O que atras se
disse sugere que, também neste novo quadro, seja importante introduzir uma
nogao apropriada de espectro de um elemento.

Esquematicamente teremos a seguinte série de extensoes do caso ja conhecido
da dimenZo finita:

OPERADORES AUTO-ADJUNTOS
EM DIMENSAO FINITA

AUTO-ADJUNTOS COMPACTOS

AUTO-ADJUNTOS LIMITADOS

NORMALIS LIMITADOS

) |
ALGEBRAS DE BANACH

—— —

(assuntos varios...)

AUTO-ADJUNTOS QUAISQUER

(as setas “a cheio” representam uma extensdo da teoria “inicial” pela “final” e as
“tracejadas” representam os trajectos que seguiremos, comegando com a teoria
das Algebras de Banach; dizem-se normais os operadores A tais que AA* =
= A*A).

Exercicios
7) Mostre que:
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a) Todo o operador linear ¢ correspondéncia linear mas que existem corres-
pondéncias lineares que ndo sdo operadores.

b) Uma correspondéncia C' # () em H ¢ linear sse:
ACu+ pCv C C(Au+ pv), Yu,v € H, A\, u € C.
¢) Sendo C correspondéncia linear em H, M, N C H, A\, u € C, entdo:
AC (M) + uC(N) Cc C(AM + uN)
d) Sendo B, C correspondéncias (lineares) em H, A € C, também sdo lineares
as correspondéncias B + C', \C, BC, tendo-se

*D(B+ C)= D(B)nD(C),
- D(XC) = D(C),
*D(BC)={ue D(C): CunD(B)#0}

8) Demonstre a Proposicdo 1.1 e dé exemplos de correspondéncias lineares (sem-
pre que possivel, operadores) A, B, C tais que:
a) A(B+C) ¢ AB+ AC; b) (B4 C)A 7 BA+ CA;
¢) (0B)C 2 B(0C).
9) Sejam B, C' correspondéncias (lineares) em H; mostre que:
a) Se D((B+ C)*) C D(B*) e D(C) C D(B), entdo (B+ C)* = B* + C*.
b) Se:
D((BC)") c D(B*) e R(C) C D(B),
ou
R((BC)") C R(C*)e D(B) C R(C)
entdo (BC)* = C*B*.
10) Mostre que sendo U : H — 'H operador unitario, entdo para todo o M C H:
(UM)* =U(M?).
11) Demonstre a equivaléncia das quatro condigdes que caracterizam os operado-

res essencialmente auto-adjuntos, a saber, para A : D(A) C H — H operador
com dominio denso:

() ACA=A" =A%
(ii) A é operador auto-adjunto;
(iii) A* ¢ operador auto-adjunto;

(iv) A, A* sdo simétricos.
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12) Mostre como os resultados da secg¢do 1.3 se podem estender, mutatis mutan-
dis, a correspondéncias.

13) Mostre que um operador simétrico A tal que um dos espagos R(A + i) ou
R(A — i) coincide com H & maximal simétrico.

14) Mostre que um operador limitado A : D(A) C H — H é fechado sse D(A) o
for e que, por outro lado, um operador fechado ¢ limitado sse D(A) for fecha-
do.

15) Sejam f fungdo mensuravel limitada de R em C tal que f ¢ L?(R),ug €
€ L*(R); considere o operador 7' em L?(IR) definido por:

*D(T) = {u € L*(R) : /R |f(z) u(z)| de < +o0},
e Tu= (/R f(x) u(z) dx)uo , Yu € D(T).

Mostre que D(T') é denso em L?(R) e calcule T*. Sera T fechavel?
16) Com as notacdes do exercicio anterior considere o espaco de Hilbert:
H=L*R)®&C={(u,\): u € L*(R),\ € C}

e a aplicagdo A definida por:
*D(A)=D(T) x {0} = {{(u,0) € H : /R |f(z)u(z)|dx < +o00};

e A((u,0)) = (0,/Rf(x) u(z)dz) € H, Vu € D(T).

a) Mostre que A ¢ operador linear mas que nio tem dominio denso.
b) Verifique que A ¢ simétrico ¢ determine a correspondéncia A*.
¢) Determine a correspondéncia A e os espagos R(A* £ 1), ker (A* +1).

17) Em L?([0, 1]) considere os seguintes operadores definidos nos seus respecti-
vos dominios por i(d/dx):

* D(A) = {u € L*([0,1]) : u ¢ absolutamente continua em [0, 1] e ' € L*};
* D(Ap) = {u € D(A) : u(0) = u(l) = 0};
*D(A,) ={u e D(A) : u(0) = au(l)}

(para a € C tal que |a] =1). Mostre que os dominios considerados sdo
densos em L?([0,1]) e caracterize A*, A}, A%, mostrando, em particular, que
A, é auto—adjunto. [Sugestdo: Para provar a densidade dos dominios, notar que qualquer
deles contém D(]0, 1[) = C§°(]0, 1[), espago das fungdes de classe C™ e suporte compacto em
10, 1[, que é denso em L2([0, 1]). Se desconhece este ultimo resultado, pode demonstréa-lo basean-
do-se em que a classe C.(]0,1[) das fungdes continuas com suporte compacto é densa em
L%*(]0,1]) (¢f. [Rul]); basta, em seguida, aproximar uma fungdo arbitréria de C, por fungdes de
®. Para isso pode usar-se um método de regularizagdo por convolu¢do que consiste em
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substituir a fungdo (em cada ponto ) por uma “média pesada” dos respectivos valores numa vi-
zinhaga de z, utilizando-se como pesos fungdes de © convenientes. Considera-se uma fungdo
p € D(R) com suporte contido em |—1,1[, tal que p >0 e fjl p(x)dr =1 (a existéncia de p
pode resultar da sugestdo do exercicio 3 da Introdugio); pondo:

pn(@) = np(nz),

obtemos uma sucesséo de “densidades de probabilidade” com suportes contidos em [—1/n,1/n],
ou seja, em particular, p, > 0 e f,ll pn(z) dz = 1 (cf. figura 3, infra).

pe ¢*([0,1])

[_lp(a:) di = 1

supp (p) C [-1,1] “'

Po pnl(m) = n p(nz)

/_lpn(w)dw— 1

ps  supp (pn) C [=1/n,1/n]

e

Figura 4

Os p,, constituem o que se chama uma “aproximag¢do da unidade” e as regularizadas de uma
fungdo ¢ € C.(]0, 1[) sdo definidas pela convolugdo de ¢ com os p,,, operagdo dada por:

P ¥ @ () :/an(w—y)w(y)dy

(onde se consideram as fun¢des prolongadas a R por zero); ¢ facil verificar que ¢, = p, * ¢ € de
classe C™ e de suporte compacto contido em ]0, 1[ para n suficientemente grande (2/n inferior a
distancia entre o suporte de ¢ e a fronteira de [—1, 1]), tendo-se>5:
* o, —  uniformemente.
n

Em particular:

55¢f. a Proposigdo 3.5 e o Lema 3 que se lhe segue.
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*gn—>pem L*([0,1])

(visto [0, 1] ser limitado) e portanto, de facto D ([0, 1]) € denso em L2([0, 1]).

Para o estudo do adjunto convém recordar que a formula de integragdo por partes vale para fun-
¢des absolutamente continuas; para a demonstrar pode recorrer-se a representagdo de uma tal fun-
¢do pelo integral indefinido de funcdo localmente somavel (que ¢ a respectiva derivada p.p., em-
bora ndo seja necessario utilizar esta informagdo’), ou seja, se F' € AC([0,1]) “com derivada
em L1([0, 1])”, por definigdo existe uma fungdo f € L'([0, 1]) tal que:

“F@) = FO) + [ [0t F'= [ pp.em[0,1);
0
se F' € D(A), tem-se f € L*([0,1]). Entdo, se G € AC(]0,1]) e G’ = g(no sentido acima, ou

seja, sendo G o integral indefinido de ¢, a menos de constante aditiva, sabendo-se que, nesse
caso, G ¢ derivavel p.p. com derivada igual a g p.p.), vem:

o1 o1
/ F(z)g(x)dz = F(1)G(1) — F(0)G(0) —/ f(2) G(z) dax.
0 0

Basta, com efeito, substituir ', G pelas respectivas representagdes como integrais indefinidos e
invocar o Teorema de Fubini. Também se podem utilizar os Lemas 1 e 2 da sec¢do 1.5 com
N =1, para concluir a caracterizag¢do dos adjuntos.

Como referéncias para a resolucdo deste exercicio por métodos distintos, veja-se [Ru2], 13.4,
[RS1] exemplo de VIII-2 e [Y], exemplos 3. e 4. de VII-3].

18) Considere os operadores A, Ay definidos em L?(R) com dominio D (R) e em
L2(]0, +o0[) com dominio D(]0, +oc]), respectivamente, por:

Aju =iu' ,Yu € D(A))
(i=1,2).
a) Caracterize A7 (j = 1,2).
b) Para cada j = 1, 2 sera A; essencialmente auto-adjunto? Justifique.
[Sugestdo: Pode utilizar a sugestdo do exercicio anterior].

19) Mostre que um operador A com dominio denso em H, essencialmente auto-
-adjunto, admite uma extensdo auto-adjunta ¢ uma s6. O que pode concluir
quanto ao operador Ay do exercicio 17)?

20)Seja U : D(U) C H — H tal que ||Uu|| = ||u||,Yu € D(U) (U diz-se isome-
tria parcial). Mostre que:

a) (Uu,Uv) = (u,v), Yu,v € D(U).
b) Se R(I — U) for denso em H, entdo I — U ¢ injectivo.

¢) Se um dos espacos D(U), R(U),G(U) for fechado, o mesmo sucede com
0s restantes.

56Trata-se de um teorema devido a Lebesgue.
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21) Seja A : D(A) C 'H — H operador simétrico e:
U= (A—-i)(A+4)?
(Transformada de Cayley de A). Mostre que:
a) [Uul| = [lull, vu € D).
b) U ¢é fechado sse A o for.
¢) R(I —U)=D(A),I —U éinjectivo e:
cA=i(I+U)I-U)Y

em particular, a Transformagdo de Cayley A — U é uma aplicagio injectiva
no conjunto dos operadores simétricos.

d) U ¢ unitario sse A for auto-adjunto.

e) Se V for isometria parcial num subespago D(V) C H tal que [ —V ¢
injectiva, V' ¢ transformada de Cayley de um operador simétrico em H (ou
seja a Transformagao de Cayley € bijec¢do — atendendo também a c) — do
conjunto dos operadores simétricos em H sobre o conjunto das isometrias par-
ciais V' em H tais que I — V ¢ injectiva).

22) Seja
a:Q(a)xQa)CHxH—C
Jforma sesquilinear e q a forma quadratica associada.
a) Demonstre a chamada identidade de polarizagao:
da(u,0) = q(u+v) — q(u—v) + i(g(u+iv) — qlu—iv)),
Yu,v € Q(a).
b) Mostre que a ¢ hemi-simétrica sse q for real.
¢) Supondo a hemi-simétrica mostre que:
sup |a(u,u)| = sup |a(u,v)]

llufl<1 l[ulllloll<1

d) Se a for positiva, mostre que:
la(u,v)* < a(u,u) a(v,v)

Yu,v € Q(a). Conclua que, nesse caso, & produto interno sobre ()(a) a apli-
cacao:

(u,v) — (u,v)q = alu,v) + (u,v).
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e) Se A € L(H) for auto-adjunto, mostre que:
[ Al = sup [(Au, u)|.

lull<1

f) Se A € L(H), mostre que:
1A Al = [|A]* = [|AA"]).
23) Seja A : D(A) C H — H operador simétrico positivo (ou seja (Au,u) > 0,
Yu € D(A)). Mostre que:
a) [[(A+ Dul® > [[ul® + || Aul*, Vu € D(A).
b) Se A for fechado, R(A + I) ¢ fechado.

¢) Se D(A) for denso em H, A ¢ essencialmente auto-adjunto sse ker (A* +
+1)={0}.
d) A é auto-adjunto sse R(A+I) = H.

24) Seja A : D(A) C 'H — 'H operador simétrico. Seja D1 C D(A) subespago de
H tal que A/p, ¢ essencialmente auto-adjunto (ou seja, D; dominio essencial
para A). Prove que A ¢é essencialmente auto-adjunto e A = A /D,

25) A partir dos operadores A, Ay, A, do exercicio 17) construa todos os possi-

veis operadores “diferenciais de segunda ordem” que se podem obter utilizan-
do a Proposic¢do 1.7, caracterizando os respectivos dominios.

26) Seja A : D(A) C 'H — 'H auto-adjunto e H; subespago fechado de H; entdo é
auto-adjunto em H; o operador A; = A /n, (restricdo de A a H,)definido
por:

. D(Al) = {u S D(A) NHi: Au € Hl},
e Aju = Au,Yu € D(4,),

sse (A+i)""Hy C H;.
27) Seja A : D(A) C H — H operador, F', G subespagos fechados de H tais que:

FoG="H
e P a projeccdo sobre F' nesta soma directa; diz-se que o par (F', G) reduz A
se:
*PD(A) C D(A), AF C F,AG C G.
Mostre que:

a) (F,G) reduz A sse (G, F) reduz A.
b) (F',G) reduz A sse PA C AP.
¢) Se D(A) for denso e (F, G) reduzir A, entdo D(A) N F ¢ denso em F.
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d) Se A for simétrico com dominio denso (F', F+) reduz A sse:
PD(A) C D(A), APD(A)C F
(nesse caso diz-se simplesmente que F reduz A).

e) Se A for auto-adjunto e F' reduzir A, entdo A;p(4)nr € auto-adjunto em F'.
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Algebras de Banach e Aplicacdes



Capitulo 2

Algebras de Banach

2.1 Algebras de Banach; generalidades. Representa-
¢ao regular

Os resultados fundamentais da Teoria das Algebras de Banach foram obtidos

por Gelfand a partir de 1939, ainda que alguns resultados (relativos sobretudo a

fungSes holomorfas de elemento de uma algebra) tenham sido obtidos indepen-

dentemente por Lorch, sensivelmente na mesma época; as dificuldades resultan-

tes da segunda guerra mundial explicam as deficiéncias de comunicagdo e a pu-
blicagdo tardia de alguns trabalhos neste campo.

DEFINICAO: Chamamos Algebra de Banach a um par (A,.) em que A é es-
pago de Banach complexo e “.” operagdo bindria em A (que a (x,y) € A x A
faz corresponder um elemento x.y ou simplesmente xy € A) designado por
produto (de A) e, para quaisquer x,y, z € A, \ € C, satisfazendo as condigoes:

1. (zy)z = z(y2).
2.2(y+z) = xy + zz.

3. (y+ 2)x = yx + zz.

4. z(Ay) = Azy) = (Az)y.

5. O produto é continuo a esquerda e a direita, ou seja, para cada a € A sdo
continuas as aplicagoes de A em A:

rH—ar,xrr— xa

De aqui em diante, sempre que ndo haja perigo de confusido, designare-
mos por A, indiferentemente, o espago de Banach A e a dlgebra (A, .) fixa-
da de uma vez por todas; representaremos por || . || a norma de A.

A dir-se-a comutativa se tiver lugar a propriedade:
6. vy =y, Vr,y € A,

¢ dir-se-4 dlgebra com unidade se existir um elemento e € A\ {0} (unidade de
A) tal que:

71
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7.ex=xe=x,Vr € A
A unidade, se existir, € obviamente tnica, pois se e, ¢’ forem unidades de A:
e =e,ee = = e=¢.

Um elemento x € A, algebra com unidade e, diz-se invertivel se existir ' € A
tal que:

o inverso de um elemento, se existir, & tnico, pois se =’ for também inverso de z,
tem-se:

¥ =de=0'(za!) = (@r)r " =ex =27,
O conjunto G dos elementos invertiveis de A constitui um grupo para o produto,
como ¢ facil verificar (grupo dos elementos invertiveis de A); além disso:

2,2 €G = (za) =22\,

E 6bvio que e € Goe =e 1,0 ¢ G e 0z = (0 — 0)x = 0z — Oz = 0 = 0, para
todo o x € A (sendo 0 o zero — elemento neutro para a adigdo — de A).

Define-se poténcia de expoente n € N, de a € A por recorréncia (represen-
tando-se por a™), através de:

°a1:a

«a"™ = a(a"), ¥n € Ny;
se A tiver unidade e pde-se:
ca’=¢e,Vae A
E facil provar [exercicio] que se a € A, n,m € N; (ou n,m € N no caso de A ter
unidade):
n_m n+m.,

ca"a™ =a"""
° (an)m — a’!L"L.

(19)

Se A tiver unidade, a € A for invertivel e n € N, entdo a” ¢ invertivel, tendo-se
[exercicio]:

(a”)’l _ (ail)",

elemento que passaremos também a representar por a~ ", poténcia de expoente
menos 1 de a. Para elementos invertiveis, fica assim definida a poténcia de qual-
quer expoente inteiro, podendo estender-se a Z as propriedades (19) [exercicio].
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Dado um polindmio de grau N € N a uma indeterminada de coeficientes
complexos ¢y, ...,cy (cy # 0)37, que podemos identificar com uma fungdo
complexa de variavel complexa:

podemos agora definir p(a) para a € A, dlgebra com unidade’®, através de:

N
pla) =) ¢al.
=0

O conjunto P das fungdes polinomiais acima definidas (incluindo a fungdo nula)
constitui subalgebra (no sentido apenas algébrico) de C® com as operacdes habi-
tuais sobre fun¢des. Fixado a € A (algebra com unidade) a aplicagdo:
p pla),

& homomorfismo de P em A, tratando-se mesmo do #nico homomorfismo entre
as duas algebras tal que:

cl—e

o
(sendo 1 o polindmio de grau zero constante igual a 1 e Na aplicacdo identidade
— polindémio de grau 1), como ¢ facil verificar [exercicio]. Em particular, sendo

A1, ..., A as raizes do polindmio p (de grau N € N;) de multiplicidades respec-
tivamente 71, ...,7 (r1 + -+ + rp = N), teremos:

pla) = cy(a— Ae)™... (a — Nge)'™,
identidade de que nos serviremos adiante.

Se A ndo tiver unidade podemos sempre “injectar” A isometricamente (atra-
vés de um homomorfismo algébrico) numa algebra A’ com unidade. Formalmen-
te o processo consiste em estender as operagdes de A aos elementos “da forma
x+ Xe”, com x € A, e uma “unidade que se acrescenta a A” e A € C; um
modelo pode consistir em:

A'=AxC
com a estrutura de Espacgo de Banach produto, a norma:
[z M = [l + Al
V(z,\) € A, e o produto:

57Também consideraremos como polinémio a fungdo identicamente nula, a que se atribui o grau
—00, de modo que se mantém a propriedade “grau do produto igual a soma dos graus dos factores”.
58Se ¢y = 0 ndo & necessario supor que existe unidade em A.
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oz, A).(y, p) = (wy + Ay + pw, A\),

Va,y € A, \, 1 € C. E facil verificar que se obtém uma algebra de Banach com
unidade e = (0, 1) e que a aplicagdo:

sz — (x,0)

de A em A’ é isometria de .4 na respectiva imagem que é também homomorfis-
mo de algebras (mantém o produto, para além de ser linear). Identificando x com
(x,0) e designando (0, 1) por e, os elementos de A’ ficam identificados univoca-
mente com os elementos da forma z + Ae. Por vezes, por abuso de linguagem,
fala-se da “unidade de A~ (A algebra sem unidade), querendo significar, evi-
dentemente, a unidade de A’.

Importante exemplo de algebra de Banach ¢ L(E), onde E ¢ espaco de Ba-
nach complexo, com o produto definido através da composi¢do de operadores;
recordemos que a norma de A € £L(F) é dada por:

|A]l = sup [|Au] = sup [|Au],

flufl<1 fluf=1

estando bem definida pelo facto de A : E — E ser operador continuo, ou se¢ja,
de modo equivalente, limitado na bola fechada de raio 1 de E. A conhecida desi-
gualdade:

IAB| < [ Al BII,

VA, B € L(F), garante a continuidade direita e esquerda do produto. Mais preci-
samente, neste caso o produto é mesmo bicontinuo, ou seja, continuo como
fun¢do de L(F) x L(E) em L(E), como ¢é facil concluir. A convergéncia de
sucessdes para a topologia de £(E) designa-se habitualmente por uniforme (por
o ser na bola unitaria). E usual introduzir também o conceito de convergéncia
forte de operadores; diz-se que A,, converge para A fortemente (A,, A € L(E),
Vn € Np) se:

Ayu— Au, Vu € E.

A utilizagdo de outras topologias em F permite obter correspondentes nogdes de
convergéncia em L£(E) (a convergéncia fraca, ou a fraca-+ quando se trata de um
espago dual, por exemplo).

Vamos ver que a menos de isomorfismo bicontinuo de dlgebras, os L(E),
juntamente com as respectivas subalgebras fechadas, esgotam todos os possiveis
exemplos de algebras de Banach. Bastar-nos-a considerar algebras com unidade,
atendendo ao que atras se viu.

TEOREMA 2.1 (Representaciio regular esquerda): Seja A dlgebra de Ba-
nach com unidade e; entdo a aplicagdo:
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T:A— AN
a— %,
tal que:
*To(x) =az,Vzx € A,
tem imagem em L(A) e é isomorfismo bicontinuo da dlgebra A sobre T(A)

tal que X, = I (identidade em A); em particular T (A) é fechado em L(A) e
existe uma norma sobre A, || . || que define a topologia de A e tal que:

clzyll” < llzl'llyll’, vz € A,
/
*llell” = 1.
Além disso a € A é invertivel sse X, for invertivel em L(A).

Demonstracgio: E obvio, a partir dos axiomas relativos ao produto, que
T(A) C L(A) e que T é homomorfismo de algebras. A injectividade de T resul-
ta da existéncia de unidade em A, pois ¥, = 0 = a = ae = ¥,e = 0. Resta pro-
var que ¥ ¢ homomorfismo vectorial topolégico; comecemos por verificar que
T (A) é fechado em L£(.A). Os elementos de T(.A) tém a seguinte propriedade:

* Talzy) = alzy) = (az)y = (Tax)y, Vo, y € A,

e ¢ facil verificar que esta propriedade ¢é caracteristica de T (A) entre os elemen-
tos de £(.A); com efeito, se B € L(A) e:

B(xy) = (Bx)y,
Vz,y € A, pondo a = Be obtém-se:
Bz = B(ex) = (Be)r =az,Ve e A= B=%, € T(A).
Esta caracterizagio permite imediatamente concluir que ¥ (.A) é fechado, pois se:

%o, — B
n

em L(A), ter-se-a:
B(zy) = lim (T,,2)y = (Bx)y,

Va,y € A, donde B € T(A) (T(A) é mesmo fechado para a topologia forte dos
operadores, mais fraca que a uniforme — ou seja, que a topologia de L(.A)
como espago normado).

Sendo T(A) fechado, é espago de Banach para a norma de £(.A); atendendo
ao teorema da aplicagdo aberta, basta entdo, para concluir a demonstragdo da
primeira parte do teorema, verificar que T ! é continua de T(A) em A, o que ¢
consequéncia imediata da desigualdade:
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‘_”L

(&
1Sl g0 = sup ||asczHa— -
ellecy el = Tel

ll]=1

(atendendo a que, obviamente, ||e| # 0). O isomorfismo ¥ permite “transportar”
para A a norma de £(A), que define em .4 a mesma topologia; ou seja, mais pre-
cisamente, é equivalente a || . || em A a norma || . ||" definida por:

lall” = 1%all o)

(a € A). As propriedades de || . ||" resultam, evidentemente, das correspondentes
propriedades conhecidas de || . || 4, € do facto ébvio de T, = I.

Quanto a ultima asser¢do do Teorema, note-se que se a for invertivel em A:
T Tor =a Yax) =2 =T, T, 1z, Vr € A,

donde T, ¢é invertivel em £(A) com inverso (T,)"* = T, 1. A reciproca ndo é
tdo evidente, ja que o inverso de T, como operador ainda que existisse podia
ndo estar em < (A) (trata-se do inverso em L£(.A), cuja existéncia é equivalente a
T, ser bijeccdo, atendendo ao teorema do grafico fechado); no entanto, supondo
que T, tem inverso B € L(A), seja ' = Be (“candidato natural” para inverso de
a). Ter-se-a:
ad' = a(Be) = T,Be=e = ae =ea = (aa’)a = a(d'a) =
=~
=1
= Te=%,(da) = da=ce,

visto ¥, ser, por hipotese, injectiva; logo, de facto, aa’ = e = a’a, donde:

* a é invertivel em A com inverso ' = Be. [

COROLARIO: Toda a dlgebra de Banach A é isomorfa algébrica e topologi-
camente a uma subdlgebra fechada de L(A). Em particular, o produto de A é
aplicagio continua de A x A em A.

Demonstragiio: Se A néo tiver unidade basta considerar uma algebra A’ com
unidade em que A se injecte isométrica e algebricamente e aplicar o Teorema
anterior. A continuidade do produto resulta da continuidade da composi¢do em

L(A).O

De aqui em diante, salvo indicacio em contrario, tomaremos sempre
para norma em .A uma norma equivalente 2 dada mas satisfazendo as con-
dicoes:

*llzyll < llzllllyll, Vo,y € A
* |le]| = 1 (se a dlgebra tiver unidade e).

Para tal norma, no caso de A ter unidade, T sera, evidentemente, isometria
[exercicio]. Como consequéncia destas propriedades ter-se-a, obviamente, para
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todoox € A, n € Ny (n € N, no caso de existir unidade em .A):

[ < fl=]l"

2.2 Elementos invertiveis, espectro e resolvente; Teo-
rema de Gelfand-Mazur. Divisores topoldgicos de
zero e variacido do espectro.

A representagdo regular T permite-nos transportar para .4 os conceitos e
propriedades conhecidas em T(A) e que digam apenas respeito a respectiva
estrutura de algebra de Banach com unidade; atendendo ainda a que a nogao de
invertibilidade em % (A) coincide com a nogéo de invertibilidade para fungdes
de A em A, ou seja, com a de T(A) como parte de £(.A), podemos também
transportar para A conceitos e propriedades envolvendo a nogio de invertibilida-
de em L(A). Por exemplo, em L(.A) os elementos da bola aberta B(I,1) sdo
todos invertiveis; utilizando a representagdo regular torna-se 6bvio que:

B(e,1) C G

(G grupo dos elementos invertiveis de .4), sendo o inverso de um elemento x €
€ B(e,1) (|le — z|| < 1) dado pela série de Neumann:

(20) rrt =) (e—a)",

neN

absolutamente convergente em A. Podemos demonstrar directamente este facto,
verificando que a série de Neumann converge absolutamente e satisfaz a defini-
¢do de inverso de x (multiplicando a esquerda e a direita porz = e — (e — ) e
utilizando as propriedades 2. e 3. das algebras e a continuidade do produto). Te-
remos assim:

1

-1
e Il e

, Vo € B(e, 1).

Note-se, alias, que a convergéncia da séric de Neumann implica sempre que
x € G (como € dbvio — [exercicio]). Evidentemente que acabamos de repetir para
A os raciocinios feitos em £(.A), em lugar de invocar a representagdo regular!
Como revisdo demonstremos outras propriedades da nocdo de invertibilidade em
A, cuja validade conhecemos por resultarem das correspondentes propriedades
em L(A), mas sem utilizar a representacéo regular:

PROPOSICAO 2.2: Se z € G, entio B(z,1/||z ) CG e se ye
€ B(z,1/llz7*|):
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B _
==l — oI’
=211l — yll
— Nzl — ol

. —1
vl < =

-1 1
et -yt <
Em particular G é aberto e a aplicacio = — ' de G sobre G é homeomor-

fismo.

Demonstragdo: Para verificar que y € G basta provar que 'y € G, o que
resulta de:

le =o'yl = o™~ )| < llo™ [l — ol < 1.

sey € B(x,1/||z7Y|). Além disso (atendendo também a série de Neumann — cf.
(20)), tem-se, nesse caso:

1
1) _ —1 -1 _ —1, -1 -1 -1
I = a9 = a9y < o = <
el
“ 1=z flz =yl
donde:
et =yt = [[@y =)y < fle =2yl ly ]| <

1112
==l — v

1 . —1
<z llle = ylllly™l < 1 e[z — gl ==

Conclui-se do exposto que G é aberto e = — ! continua; como esta aplicacdo é
bijeccdo de G sobre G coincidente com a respectiva inversa, trata-se, evidente-
mente, de homeomorfismo.[]

DEFINICAO: Chamaremos espectro de um elemento a € A ao conjunto o 4(a)
ou simplesmente o(a) (quando ndo houver perigo de confusdo) dos A € C tais
que:

e a — \e ndo é invertivel.

Atendendo ao Teorema 2.1 (representagao regular), tem-se obviamente:

coq(a) =0(%,).

DEFINICOES: Chamamos conjunto resolvente (ou simplesmente resolvente)
dea € Aa p(a) =C\ o(a) e aplicagio resolvente®® ou simplesmente resolven-

59No caso de A = L(E), E espago de Banach, ou mesmo simplesmente normado, com definigao
adequada, chama-se operador resolvente a aplicagdo resolvente, designagdo que por vezes se utiliza
em A, por abuso de linguagem.
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te (quando ndo houver perigo de confusdo) a aplicagdo:

*R:pla)cC— A
A= Ry = (a—Xe) ™.

Tem-se entdo:

PROPOSICAO 2.3: Para cada a € A, o(a) é compacto niio vazio e R é
holomorfa (analitica®®) do aberto p(a) em A, tendo-se:

Ry — R/L = (A - N)R)\RM ) VA)IJ‘ € p(a’);
em particular Ry e R,, comutam para quaisquer \, i € p(a).
Demonstragdo: o(a) C B(0, | al|), pois, para |A| > ||a||, vem:

el

1
e— —(Xe—a)| =

(22) 3

0 que mostra a invertibilidade de (1/A)(Ae — a) e portanto de a — Ae, donde
A € p(a), ouseja A ¢ o(a). Por outro lado ¢é 6bvio que p(a) € aberto, ja que:

*ll(a—Ae) = (a—pe)| = |A—ul,
donde (atendendo a Proposigéo 2.2):

1

A€pla)=a—-deceG=a—peeG,Vue B\, ————),
“ a7

pelo que:
1
B, m———77) C pla);
[[(@ = Ae)~H|

portanto o(a) é, de facto, limitado e fechado, ou seja, compacto. Quanto a R),
tem-se:

(a—pe)Ry=(a—Ae+ (A —ple)Ry = e+ (A= p)Ry,
donde, multiplicando por R,:
Ry = R;L + (/\ - M)RuR/\ ’ V)\,,LL € p(a)

Trocando os papéis de A e ;1 concluimos que Ry\R,, = R, R, e:

600u seja, R ¢ C-diferenciavel de p(a) em A — para todo 0 \g € p(a) existe o limite:

. R\ = R(o)
N

em A. Mutatis mutandis vale toda a teoria conhecida das fungdes analiticas de abertos de C em C,
com demonstragdes idénticas.
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(23) *Ry— R, =(A—p)R\Ry;
ora A — R) ¢é continua, por ser composicao das aplicagdes continuas:

pla) =G —G

A= a— e (a—Xe)™l;

entdo:
Ry — R, 9
. ﬁ = R)\RAO)\?A’DRAU , Yo € pla),
0 que mostra que R é holomorfa e:
dR
o o) = Ry,
Se o(a) fosse vazio, R seria holomorfa em C — fungdo infeira. Mas para

A > ||a|| obtém-se de (22) (e da série de Neumann — cf. (21)):

< 50
A= llall Ao

@ Il =[G ee-a

portanto Ry € limitada; pelo Teorema de Liouville (valido com “a mesma” de-
monstragdo para fun¢des holomorfas de C em A), R teria que ser constante e
igual a zero (ja que tende para zero no infinito), o que é absurdo, pois Ry € G,
Y\ € p(a). Portanto, de facto, o(a) # .00

Este ultimo resultado (o(a) # @) tem uma consequéncia, crucial em toda a
teoria das algebras de Banach, que foi demonstrada, independentemente, em pri-
meiro lugar por Mazur, seguido, por esta ordem, de Gelfand e Lorch, nas vizi-
nhangas de 1940. No entanto, foi Gelfand quem veio a demonstrar as consequén-
cias mais importantes do resultado.

TEOREMA 2.4 (Gelfand-Mazur): Uma dlgebra de Banach que é corpo, é
isometricamente isomorfa ao corpo complexo.

Demonstracio: Estando A nas condi¢des da hipdtese, se z € A e A € o(x)
(que, como sabemos, ndo ¢é vazio), x — Ae ndo é invertivel, sendo A corpo,
r — Ae = 0, donde:

cA={Xe: XeC}.
A aplicagao:
* A= de
¢, entdo, obviamente, isomorfismo isométrico de C sobre A.[J

Para terminar a revisdo dos conceitos que a representagdo regular permite
transportar para A, examinemos as propriedades do raio espectral, ou seja, para
cada a € A, do nimero real ndo negativo:
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sr,(a) =sup{|A| : A € o(a)};
tem-se, evidentemente:

n

(25) *75(a) = lim||a"

Com efeito a formula vale para ¥,, donde:
. n 1 . 1 . n 1
ro(a) = 15(Ta) = im [ (T,)"|* = lim [ Tan|* = Tim [la” "

Continuando a revisdo, demonstremos (25) sem utilizarmos a representacao regu-
lar:

Demonstragio de (25): Como o(a) C B(0, ||al|), & 6bvio que:

*1o(a) < lalf;
mas de:
a" — pe = (a — Me)... (a — Aye)
(A1, ..., A, slo as n determinagdes de \’/ﬁ em C, e a ordem dos factores ¢é arbi-

traria), resulta que a” — pe € invertivel sse todos os a — Aje o forem, donde, para
todoon € N:

co(a”)={N": Aeo(a)},

e portanto:

*ro(a") = (ro(a))".
Entdo:

(re(a))" =ry(a") < la"]|, ¥n €N,

0 que permite concluir que:

ro(a) < lim Ja”||".
Sabemos, por outro lado, que R) ¢ analitica em p(a) e que em C\ B(0, ||al|)
admite o desenvolvimento em série (de Neumann — cf. (21), (22), (24)):

1 a7L a7L
(26) TRh=—3 2 T T2 e
PO

reconhecemos o desenvolvimento de Laurent de R), relativamente a origem, que,
como sabemos, vale no exterior do menor circulo centrado na origem em cujo
exterior R) seja analitica. Como R, ¢ analitica em p(a), a fortiori em
C\ B(0,7,(a)), concluimos que a séric em (26) é convergente se || > 7,(a).
Tratando-se de série de poténcias de 1/)\, com raio de convergéncia:
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1

—
11m||a"||”
n

concluimos que:
1 1

im||an|"  7o(a)
n

(visto que, para

a série converge); logo:

1

.0

lim ||a”
n

" < ry(a) < lim ||a”
n

* = ro(a) = lim||a"
n

Pudémos transportar sem dificuldade, de T(.A) para A, os conceitos relativos
ao espectro atendendo a que o conceito de invertibilidade em T (A) coincide com
o conceito de operador invertivel, ou seja com o de invertibilidade em L(A).
Nem sempre ¢ este o caso quando comparamos o conceito de invertibilidade
numa sub-dlgebra fechada B de A com o de invertibilidade em A; a € B pode,
em principio, ser invertivel em A sem que o seja em B (supondo que e € B), ou
seja, a~!, ainda que exista, pode ndo pertencer a . Interessa-nos caracterizar
classes de elementos “estavelmente ndo invertiveis”’; é o caso, por exemplo, dos
divisores de zero, ou seja, elementos x tais que existe ' # 0 para o qual:

2r=0

(divisor de zero direito). E evidente que se x for divisor de zero em B, também o
sera em A, e um divisor de zero ndo ¢é invertivel, pois se x for invertivel:

Pr=0=2 =2 (zz7 ) = (@2)z =027 =0

(do mesmo modo x ndo pode ser divisor de zero esquerdo, com a definigdo
obvia); portanto, os divisores de zero sdo elementos estavelmente ndo invertiveis.
Mais geralmente também o sdo os chamados divisores topologicos de zero (es-
querdos e direitos).

DEFINICAO: Um elemento x € A diz-se divisor topolégico de zero esquerdo
(respectivamente direito), se existir uma sucessdo vy, de elementos de A tal que:

¢ ”ynll =1
* xy, — 0 (respectivamente, y,x—> 0).
n n

x diz-se divisor topologico de zero se for simultaneamente divisor topologico de
zero esquerdo e direito.
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E facil verificar que os divisores topologicos de zero (esquerdos e direitos)
sdo, de facto, estavelmente ndo invertiveis.

PROPOSICAO 2.5: A fronteira fr (G) do grupo G dos elementos invertiveis
de uma dlgebra de Banach A com unidade é inteiramente constituida por
divisores topolégicos de zero.

Demonstracio: Se z € fr (G), como G ¢ aberto, z ¢ G, mas existe uma su-
cessdo z, em G tal que z, — x; ora:
n

-z;lat ¢G=1< ||e—z;1;v|| < ||z;1||||z,,,, —z|| =

-1
= > — .
||Zn H - ||Zn, *l’” n +OO
Entdo, pondo y,, = z,'/||z; ||, tem-se, evidentemente, ||y, | = 1,Vn € Ny, e:
Iz ]l _ llznte —ell | el _ Izl
lynzll = 7 < 1 + o <l =l +
" [l [l lzn Mzt !

1
+ ||l‘72’n||+—_n'0;

(e

n

lz i

do mesmo modo se verifica que xy,, — 0, donde, de facto, x ¢ divisor topologi-
co de zero.d
COROLARIO 1: Seja A dlgebra de Banach com unidade e e B sub-dlgebra
fechada de A contendo e; entio, para todo o a € B:

1. o(a) D o a(a);

2. fr (op(a)) C fr (o4(a)),
ou seja, o espectro de um elemento ndo se amplia quando se passa de B para

A mas também ndéo perde pontos fronteiros (quando muito pode perder pontos
interiores).

Demonstragao: 1. ¢ imediato, ja que se a — Ae ndo for invertivel em A tam-
bém o ndo serd, obviamente, em B, parte de .A. Para demonstrar 2., notemos que
se A € fr(op(a)), entdo a — Ae € fr (Gp); com efeito op(a) é fechado em C,
donde A € op(a), ou seja a — Ae ¢ Gp. Por outro lado, A = lirrln,un com p, €

€ pg(a), ou seja, a — uye € Gg. Como, evidentemente, a — pu,e— a — Ae,
n

concluimos que, de facto, a — Ae € fr (Gg). Pela proposi¢do anterior, a — Ae ¢
divisor topoldgico de zero em B e portanto também em A, donde a — e ¢ G4 ¢
portanto A € 0 4(a). Como A é limite de valores em pg(a) C p(a) (por 1.), con-
cluimos que A € fr (o4(a)).0

COROLARIO 2: Se A ¢ B estiverem nas condicées do coroldrio anterior e
a € B for tal que p 4(a) é conexo, entio:

cop(a) = oa(a);
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em particular, um elemento com espectro real (relativamente a A) tem espec-
tro invariante relativamente a familia de todas as sub-dlgebras fechadas de A,
que o contenham juntamente com a unidade.

Demonstragido: E facil verificar que os(a)\ 0.4(a) é aberto em C; com
efeito, se A € fr (o(a) \ 04(a)) N (op(a) \ 0.4(a)), A ndo poderia estar na fron-
teira de o5(a) ou estaria na de o 4(a) e portanto no proprio o 4(a). Entdo A teria
que estar no interior de op(a) e, ndo podendo por isso ser limite de uma sucessdo
em pg(a), teria que ser limite de uma sucessdo em o 4(a), 0 que € absurdo, visto
o4(a) ser fechado e A ¢ o 4(a).

Portanto p4(a) é unido disjunta dos abertos pg(a) e op(a) \ o4(a); sendo
pa(a) conexo, necessariamente op(a) \ o4(a) = 0 (ja que pp(a) = C\ op(a) ¢
sempre ndo limitado).[J

2.3 Exemplos: algebra gerada por um elemento, alge-
bras de funcées limitadas, algebra de Wiener

Consideremos alguns exemplos de algebras de Banach, para além de L(F)
(E espago de Banach complexo).

DEFINICAO: Sendo A dlgebra de Banach com unidade e e a € A chamamos
dlgebra gerada por a a menor sub-dlgebra fechada A, de A contendo a e auni-
dade e (ou seja, a intersecgdo de todas as sub-dlgebras fechadas de A contendo
aee).

E facil verificar que .4, ¢ a aderéncia do conjunto dos polinémios em a de
coeficientes complexos, ou seja:

A, =ader{) _Na:(A1,...,\) €C"n €N}
k=0

A, é obviamente comutativa, ainda que A o nio seja.

Outro exemplo fundamental de &lgebra de Banach é L(X, C) (que também
representaremos, quando ndo houver perigo de confusdo, apenas por L(X)), con-
junto das fungdes complexas limitadas num conjunto X # (J, com as operagdes
definidas pontualmente e a norma:

1= 1fll = Sg@(lf(l‘)l , Ve LX, C).

No caso particular em que X ¢ espago topologico, é sub-algebra fechada de
L(X,C) aparte C'(X) desta algebra constituida pelos elementos de L(X, C) que
sd0 fungoes continuas [exercicio]; particularmente importante ¢ o caso em que X ¢
compacto, pois, como veremos, qualquer algebra comutativa admite uma repre-
sentagdo homomorfa num C(X) com X compacto; esta representagdo é mais
rica que a representacdo regular, jA que, em muitos casos, a algebra C'(X) em
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questdo ¢ bem conhecida da Analise elementar, e, de qualquer modo, as opera-
¢des em L(X, C) reduzem-se a operagdes sobre nimeros complexos.

Examinemos finalmente o exemplo de duas algebras isometricamente isomor-

fas:

DEFINICOES: Chamamos dlgebra de Wiener a dlgebra de Banach W consti-
tuida pelas fun¢ées complexas [ continuas em [0, 27| com desenvolvimento de
Fourier absolutamente convergente:

< f(t) = Z a, ™, Yt € (0,27, Z la,| < 400,

nez nez

sendo:

[ fllw = Z |anl,

nes
e as operagoes em W definidas pontualmente.

Designaremos por ly o espaco normado das sucessoes (indiciadas em 7.)

(@n)nez tais que:
° Z |an| < 400
nez

com as operagoes de soma e produto por escalar definidas coordenada a coor-
denada (como é habitual) e a norma dada por:

* [[(an)nezll, = Z |an|

nes

Veremos adiante que W ¢, de facto, dlgebra de Banach com unidade, mas ¢
trivial verificar que se trata de espagco normado, assim como [y, estando as
operagdes bem definidas em ambos 0s casos [exercicio].

Também se conclui facilmente que se (a,)nez € [1 entdo a fungdo:

f:00,27[ - C
b ) = Y e
nez

estd bem definida e é continua [exercicio], donde f € W, o que, juntamente com a
unicidade do desenvolvimento em série de Fourier, garante que a aplicagdo:

(an)nGZ = ,f

¢ bijec¢do de [y sobre W, tratando-se mesmo de isomorfismo isométrico entre
estes dois espagos. Procuremos agora definir um produto em l; de tal modo que a
referida isometria seja homomorfismo de dlgebras, e provemos simultaneamente
que as estruturas obtidas sdo dlgebras de Banach isometricamente isomorfas.
Notemos que a definicdo pontual do produto em W ¢, de facto, coerente, ja que,
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sendo:

f(t) _ Z a, eint7 g(t) — an eint

nez neL

((an)n627 (bn)neZ S ll), entao:

090 = (3 ame™) (S bue™) = 37 (3 anby ) =
nes

mez meZ nez

. i(m+n)t\ __ ikt
- § ( § ambne( )) - § (E akfnbn)e -

k€Z mAn=k kEZ neZ

m,neZ

_ b int
= Qp—kOK )€,

nezZ kez

justificando-se as identidades por se tratar de séries absolutamente convergentes
para as quais valem as propriedades associativa e comutativa generalizadas.
Além disso, W tem unidade (a funcdo constante igual a 1, que tem, obviamente,
norma 1), e:

1 f9llw = Z(’kz: anfkka < Z(Z |an7k\|bk|‘) =

nes €7 neZ kez

=3 (X Janlibel) =D (3 laullenl]) =
neZ m+k=n nezZ mew
m,keZ

wllgll s

= (Z |am|> (Z |bn|) = [If]
mez nez
pelo que, se definirmos o produto em [; por:

* (an)nez-(bp)nez = (Z a“’kbk> ’

ez nez

a aplicacdo f +— (a,)nez serd obviamente homomorfismo de 4lgebras (ou seja,
respeitard o produto, para além de ser linear). Que se trata de algebras de Banach
resulta agora facilmente da completude de [; [exercicio] (alids I; é o espago
LY(Z,dp), para a medida de contagem p em Z). Note-se que tanto /; como W
sdo comutativas.

O problema da invertibilidade em W ¢ evidentemente equivalente ao da pos-
sibilidade de obter um desenvolvimento de Fourier absolutamente convergente
para a fungéo 1/ f, quando f admite tal desenvolvimento. A resposta a este prob-
lema é o chamado Teorema de Wiener que sera consequéncia de um resultado
geral acerca de algebras de Banach comutativas que estudaremos adiante.

Veremos mais exemplos de algebras de Banach nos exercicios e secgdes se-
guintes.
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2.4 Ideais e homomorfismos; algebra quociente. Ideais
maximais e funcionais multiplicativos

Dadas duas algebras de Banach A, 5, o nucleo de um homomorfismo algébri-
co:

T:A—B

¢, evidentemente, subespago vectorial de A, visto que 7' ¢, em particular,
aplicagdo linear. J = ker T’ satifaz, além disso, as seguintes propriedades, que
resultam imediatamente do comportamento de 7" relativamente ao produto:

27) r €A jEJ= xj€ J(ouseja, zJ C J,Va € A),
(28) yeA,j€J = jy € J(ouseja, Jy C J,Vy € A).

DEFINICAO: Um subespaco J de A satisfazendo a (27) (respectivamente a
(28)) diz-se ideal esquerdo (vespectivamente direito); se J for subespag¢o de A e
satisfizer simultaneamente a (27) e (28), diz-se ideal bilateral, ou simplesmente
ideal de A.

O niicleo de um homomorfismo ¢é portanto ideal bilateral. Ja a imagem R(T)
de um homomorfismo T : A — B nem sempre ¢ ideal e nem sempre T(e) €
unidade de B. A sobrejectividade €, no entanto, condigdo suficiente para que da
existéncia de unidade em A se possa deduzir a existéncia de unidade em B, ten-
do-se:

T(e)=¢
(e unidade de A e ¢’ de B) e:
T(x™) =T(x),

para todo o elemento invertivel z de A; também, para T' sobrejectiva, T(J) é
ideal de B para todo o ideal j de .A. Em contrapartida, para qualquer homomor-
fismo 7" de A para B (ainda que ndo seja sobrejectivo) a imagem inversa 71 (J)
de um ideal J de B é sempre ideal de A [exercicios].

Se J for ideal fechado de A sabemos que o espago quociente®! A/J é de
Banach para a norma:

“llz+ 3l = inf{{lyll : y € = + I}

(Vx € A); podemos introduzir em .A/J uma estrutura de algebra de Banach para
o produto:

61Recordemos que se trata do conjunto das classes de equivaléncia dos elementos de A para a rela-
gdox ~y & = —y € J, compativel com as operagdes de soma e produto por escalar, atendendo ao
facto de J ser subespago.
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(z+3J - WwW+J)=zy+3J,Vz,y€ A.

E facil verificar que o produto estdi bem definido (ou seja, =’ € x4+ 3,y €
cy+J =2y € xy+7J), satisfaz aos axiomas da estrutura de algebra e:

@ +3)-+ I < llz+3llly+ 3, Vz,y € A;
além disso, se A tiver unidade e J # A, e + J é unidade de A/J e:
lle+3ll =1
[exercicio]. A sobrejec¢do candnica:
j:A—A/J
¢ evidentemente homomorfismo algébrico (de nucleo ).

Numa algebra de Banach A existem sempre pelo menos dois ideais, ditos #ri-
viais, que sdo {0} e A (A também se diz ideal imprdprio, por oposicio a todos
os outros que se dizem proprios).

DEFINICAO: Um ideal 9 diz-se maximal se for elemento maximal no conjun-
to parcialmente ordenado por inclusdo dos ideais proprios de A; ou seja, se MM
for ideal préprio de A e para qualquer J ideal proprio de A tal que M C J se
tiver M = 3.

E evidente que um ideal proprio ndo pode conter a unidade da 4lgebra, e por-
tanto também ndo pode conter elementos invertiveis [porqué?], ou seja, ¢ disjunto
do grupo G dos elementos invertiveis. Como da continuidade do produto facil-
mente se conclui ser ideal o fecho de um ideal, tem-se:

PROPOSICAO 2.6: Todo o ideal maximal de uma dlgebra de Banach com
unidade é fechado.

Demonstracio: Se M for ideal maximal, como M é ideal, tem-se M = A ou
M = IM; ora A\ 9 tem interior ndo vazio, visto conter o grupo G dos elemen-
tos invertiveis (G # 0, visto que e € G), que ¢ aberto, donde M # A e M ¢ fe-
chado.Od

Os ideais maximais surgem naturalmente na teoria da algebras como niicleos
de homomorfismos de A em C. Como sabemos, o niicleo de uma forma linear ¢
sobre A, se ndo coincidir com A (ou seja, se ¢ * 0), & hiperplano — subespago
maximal na familia dos subespagos proprios de .A; se ¢ for homomorfismo algé-
brico, ker ¢, sendo simultaneamente ideal e hiperplano, é obviamente ideal ma-
ximal (ja que ¢ mesmo maximal no conjunto ordenado mais vasto de fodos os
subespagos proprios).

DEFINICOES: Os homomorfismos de A em C designam-se por funcionais
maultiplicativos. Um funcional multiplicativo ndo nulo designa-se por cardcter®?.

62Plural “caracteres”, palavra grave.
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Concluimos entdo da Proposicao anterior:

COROLARIO: Todo o funcional multiplicativo de uma dlgebra de Banach
com unidade é continuo.

Demonstraciio: Com efeito, se ® : A — C for funcional multiplicativo nédo
nulo da algebra A com unidade, ker ® é, como vimos, ideal maximal de A, logo
fechado (atendendo a proposicao anterior). Sendo ker ® hiperplano fechado, ® ¢
forma linear continua.c]

Deste corolario facilmente se conclui que funcionais multiplicativos nao nulos
em algebras de Banach com unidade t¢m norma 1 (como elemento do dual topo-
logico A* do espago de Banach A, associado a algebra de Banach com unidade
em questdo). Com efeito, se ® for caracter de A, é sobrejectivo (visto tratar-se de
forma linear ndo nula), donde ®(e) = 1, e portanto |®|| > 1; se existisse = €

€ B(0,1) tal que |®(x)| = M > 1, ter-se-ia:
fa"l < ll=lI" <1, Vn €N,
*|@(2")] = [@(2)"] = [®(x)]" = M" —>+o0,

o que é absurdo, ja que ® ¢é limitado. Logo ||®| < 1, e portanto || ®| = 1.

A maximalidade de um ideal pode ser estudada utilizando a algebra quoci-
ente; com efeito, vale o seguinte resultado:

PROPOSICAO 2.7: Um ideal fechado préprio I de uma dlgebra de Banach
A é maximal sse A/J nio admitir ideais sendo os triviais.

Demonstracio: Se J ndo for maximal, existira um ideal proprio J' de A tal
que:

3G

Como a aplicagdo canonica j: A — A/J é, como vimos, homomorfismo sobre-
jectivo, j§(J') sera ideal de A/J; j(J') # {0}, visto que J ¢ . e i(d) #A/3,
pois tomando = € A\ J (que sabemos existir Vlsto J' ser préprio) ter-se-a
r+ 3 ¢33, Ja que, caso contrario existiria ' € J talque z —2' € JC J e
ter-se-ia € J' contra a hipétese.

Reciprocamente, se existisse em A/J um ideal ndo trivial 3, j~'(J) seria
ideal de A, J g 57 H(3) (visto que T # {0} = {J}) e 571(3) # A porque j é so-
brejectiva e J # A/J. Portanto, nesse caso, J ndo seria maximal.[J

Outro modo de garantir a existéncia de ideais maximais € partir de qualquer
ideal proprio e “prolonga-lo” a um maximal:

PROPOSICAO 2.8: Todo o ideal préprio de uma dlgebra de Banach com
unidade esta contido num ideal maximal.
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Demonstracio: Se J for ideal proprio de A, consideremos o conjunto parci-
almente ordenado por inclusao:

C= {3 :3 éideal propriode AeJ C J'}.

C ndo ¢é vazio visto que que J € C e é indutivo, ou seja, se (Ju)acx for uma ca-
deia (conjunto fotalmente ordenado) em C, tem supremo em C; com efeito:

sup Sa = U ja
acX aeX

¢, de facto, elemento de C, pois obviamente que se trata de um ideal de A conten-
do J e ¢ distinto de A, visto ndo conter a unidade, que ndo pode estar em nenhum
dos J,. Entdo, pelo lema de Zorn, C tem pelo menos um elemento maximal que
é, evidentemente, ideal maximal de A contendo J.[1

Pde-se agora a questdo da existéncia de ideais ndo-triviais numa algebra com
unidade. Se se tratar de corpo (portanto isomorfa a C), ¢ 6bvio que ndo existem;
mais precisamente, so6 podemos esperar que determinado elemento pertenca a um
ideal proprio se ndo for invertivel — pertencer a um ideal proprio é, como sabe-
mos, condi¢do suficiente para ndo ser invertivel. A condigdo é também neces-
saria na classe das algebras comutativas:

PROPOSICAO 2.9: Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade; en-
tio um elemento a de A é nao-invertivel sse pertencer a um ideal maximal de

A
Demonstracio: Se a € A ndo for invertivel e:
J=Aa={za:z € A},

J € ideal de A (visto que A é comutativa); trata-se além disso de ideal proprio
pois se e € J existiria x € A tal que xa = e e a seria invertivel. Pela Proposi¢io
2.8, J estara contido num ideal maximal a que portanto a pertence. A reciproca é
ja resultado conhecido.[d

Os resultados que acabamos de demonstrar acerca de ideais maximais permi-
tem-nos tornar mais precisa a relacdo com os funcionais multiplicativos, no caso
das algebras comutativas (classe a que nos passaremos a restringir sistematica-
mente):

TEOREMA 2.10: Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade;
M C A é ideal maximal sse I for niicleo de um funcional multiplicativo
ndo nulo ® de A. Além disso O determina ® de maneira uinica.

Demonstracio: J4 sabemos que o ntcleo de um funcional multiplicativo nao
nulo ¢ ideal maximal de 4. Reciprocamente, se 9t for ideal maximal de A4, pela
Proposigdo 2.7 A/ s6 tem ideais triviais; entdo, a Proposi¢do 2.9 garante que
todos os elementos ndo nulos de A/9 sdo invertiveis, ou seja, que A/ ¢é cor-
po. Do Teorema de Gelfand-Mazur concluimos entdo que existe um isomorfismo
isométrico ¢ de A/9 sobre C. Compondo i com a sobrejec¢do candnica



2.4 Alg. quociente; ideais maximais e func. multiplicativos 91

j: A— A/, obtemos um funcional multiplicativo:
®=i0j: A—-C;
temos:
cP(z) =0 i(z+M=0+M=0+M <z c M,
ou seja, M = ker . Se @’ for funcional multiplicativo de nucleo M, como, em

particular, ®, ®' sdo formas lineares com o mesmo nicleo, sabemos que sio
proporcionais, ou seja, existe « € C\ {0} tal que:

¢ ' = ad;
de:

concluimos que &' = &.[0

2.5 Espectro de uma algebra e Transformacio de Gel-
fand; Teoremas de Wiener-Gelfand, Lévy-Gelfand

e calculo operacional holomorfo
O ultimo resultado da secg@o anterior garante a existéncia de correspondéncia
biunivoca entre o conjunto M dos ideais maximais de uma dlgebra de Banach
comutativa com unidade A e o conjunto dos caracteres (funcionais multiplicati-

vos ndo nulos) de A. Nessa correspondéncia, cada ideal maximal é o niicleo do
funcional multiplicativo que lhe corresponde.

DEFINICAO: Designa-se por espectro de A o conjunto o 4 dos caracteres de
A.

Esta designacdo e notacdo sdo motivadas pela Proposi¢cdo que se segue.

PROPOSICAO 2.11: Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade e
a € A; entio:

coq(a) ={®(a) : P €04}

Demonstracao: Se € g4, tem-se:
O(a— Pla)e) = Pla) — P(a)P(e) =0,

ou seja, a — P(a)e € ker @ que é ideal maximal de A, como sabemos; a Proposi-
¢d0 2.9 garante entdo que a — ®(a)e ndo ¢ invertivel, ou seja, que ®(a) € o4(a).
Reciprocamente, se A € o 4(a), a — Ae ndo é invertivel e portanto pertence a um
ideal maximal de A que, pelo Teorema 2.10, é nucleo de certo € o 4; logo:

0=®(a—Ae) =D(a) — AP(e) = P(a) — A= A= P(a).0
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DEFINICAO: Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade; chamamos
Transformacio de Gelfand a aplicagdo:

A Co

a—a
que a cada a € A faz corresponder a fungdo:
cd:04 —C
(transformada de Gelfand de a), tal que:
ca(®) =P(a), VP € 0y

A transformada de Gelfand de a € A pode também ser considerada como
fungdo de M em C, atendendo a bijecgdo estabelecida entre M e 0 4. A proposi-
¢do anterior identifica a imagem de G:

R(@) = o4(a);
em particular, @ ¢ limitada e:

: n|t
" l[alloc = sup [a(®)] = sup {[A] : A € o.4{@)} = lim [|a”[|" < la],
€0y

donde ~ é homomorfismo continuo de A na algebra L(o 4, C) das fungdes com-
plexas /imitadas de o 4 em C, cuja norma ¢ definida, como sabemos, por:
19l = sup |9(®)], Vg € L(0.4,C)

deoy
[exercicio].

Traduzindo a Proposi¢éo 2.9 em termos de funcionais multiplicativos, obte-
mos agora, trivialmente:

TEOREMA 2.12 (Wiener-Gelfand): Um elemento a de uma dlgebra de
Banach comutativa com unidade é invertivel sse a respectiva transformada de
Gelfand @ ndo se anular em nenhum ponto.]

Este resultado ¢ a versdo “abstracta” de um conhecido Lema de Wiener que ¢
a sua traducdo para o caso particular da algebra de Wiener W, um dos exemplos
examinados na Seccdo 2.3. Procuremos entdo identificar os o4, M e  corres-
pondentes a alguns daqueles exemplos:

— Algebra A,, gerada por a € A (A dlgebra de Banach com unidade);
neste caso ¢ 6bvio que um funcional multiplicativo fica determinado pelo valor
que toma em a, 0 qual estd em o 4, (a). Existe portanto uma correspondéncia biu-
nivoca ® — ®(a) entre o4, ¢ 04,(a); a transformada de Gelfand @ pode entdo
identificar-se com a fungdo identidade no espectro de a (relativamente a A,).
Com essa identificagdo, a transformada de Gelfand de um polinémio em a sera o
proprio polinémio como fungdo em o4, (a); a transformada de Gelfand de um
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elemento de A,, limite de polindmios em a, P,(a), sera uma fun¢do em o 4, (a),
limite uniforme, nesse conjunto, de P,(\) [exercicio]. Um ideal maximal 9t sera
determinado por certo A € oy (a): M sera constituido pelos limites das
sucessdes convergentes de elementos da forma P,(a) em que a sucessio de
polinémios P, converge para 0 em A [exercicio].

— Algebra C(X), X espago topolégico compacto. Sabemos que o dual de
C(X) ¢é constituido pelas medidas de Borel regulares sobre X. Como casos
particulares de tais medidas, conhecemos os “deltas de Dirac” §, (a € X), defi-
nidos por:

1 seae(
6“(9)_{0 sea ¢ Q’

V(2 boreliano de X. O funcional associado é, como sabemos, dado pelo integral:
(6 S)cvnyecnn = [ 18 = (a) 5 € C(X).
X
E facil verificar que 6, é funcional multiplicativo, sendo portanto ideal maximal
de C(X) o conjunto:
M, ={f €C(X): f(a) =0} =kerdy;

alias era facil verificar directamente que 9, € ideal maximal, ja que € obviamen-
te ideal e facilmente se conclui que é hiperplano de C'(X). Reciprocamente, fodo
o ideal maximal é daquela forma. Com efeito, se 9 for ideal maximal de C'(X)
ndo pode haver mais que um ponto em que todos os f € 9 se anulem (ou M
ndo seria evidentemente maximal, atendendo, por exemplo, ao lema de Urysohn);
mas tem que existir pelo menos um ponto nestas circunstancias, pois, caso con-
trario, para cada x € X, existiria f, € 9 tal que f.(x) # 0. Por continuidade,

existiria uma vizinhanga aberta Q, de z tal que f,(y) # 0,Vy € Q,; a compa-
cidade de X garante agora que existiriam pontos z1, ..., x, € X, tais que:

X =],
i=1
Consideremos entdo:
fl@) =" |fu(@)®, Vo € X;
i=1
obviamente, f € 9, ja que M ¢éideale f,, € M, Vi =1, ..., n, tendo-se:
=1

Por outro lado, evidentemente, f(z) # 0,Vz € X, donde 1/f € C(X), ou seja,
f seria invertivel em C(X), o que é absurdo, visto 9 ser ideal préprio. Logo
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M = M, para certo a € X. Neste caso existe portanto uma bijec¢do entre 901 e
X e, consequentemente, entre o¢(x) € X, tendo-se:

< f(62) = 6:(f) = f(x), V8, € C(X),

ou seja, a transformada de Gelfand de f pode ser deste modo “identificada”
com f. Neste caso podemos “transportar” a topologia de X para M através da
bijeccio estabelecida, de modo que f ficara continua; veremos mais adiante que,
no caso geral de uma algebra comutativa com unidade A, se pode introduzir em
o 4 (e portanto em M) uma topologia para a qual o 4 € compacto e as transforma-
das de Gelfand fungdes continuas, constituindo uma representa¢do de A em
C(o4) =~ C(M) (em sentido a definir).

— Algebras W e l;. seja ® funcional multiplicativo ndo nulo de W; exami-
nemos como actua sobre a fungéo e € W. O elemento de [; que corresponde a
e & (an)nez = (6n1)nez (onde 6;; ¢ o & de Kronecker); portanto ||e”||;,, = 1,
donde:

o|@(e")| < 1.
Do mesmo modo:
clee )| <1,
pelo que:
, 1
@) = = 2 L,
= )

e portanto |®(e™)| = 1. Logo existe ty € [0, 27| tal que:
@(eif) — eit[);
mas agora as propriedades algébricas e a continuidade de ¢ garantem que:

f(t) = Zaneint = (I)(f) — Zanfb(eit)n — Zaneintu — f(tO)

nes nez nes

(note-se que as somas parciais da série de Fourier de f convergem para f em W,
se f € W). Concluimos entdo que existe uma bijec¢io entre [0, 27| ¢ oy que as-
socia a cada ¢y € [0, 27[, ®;, dado por:

<0, (f) = f(t), Vf € W;

além disso:

* jf\(q)tn) = q)tn(f) = f(t0)7

ou seja, a transformada de Gelfand de f € W pode identificar-se com f. Tal
como nos exemplos anteriores existe uma bijec¢ao “natural” entre oy e um com-
pacto, neste caso a circunferéncia de centro na origem e raio 1, através da bijec-
¢do atras estabelecida e da aplicagdo ¢ — exp (it) entre [0, 27| e a referida cir-
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cunferéncia. Traduzindo o Teorema 2.12 para o caso particular de W obtemos
entdo:

TEOREMA 2.13 (Teorema de Wiener classico): Seja f : [0, 27 — C fun-
¢do continua com série de Fourier absolutamente convergente e ndo se anu-
lando em nenhum ponto do intervalo [0,2x|[; entio a funcio 1/f também
tem série de Fourier absolutamente convergente.[]

Se f € W e ndo se anula, a fungdo 1/\ é holomorfa numa vizinhanga (por
exemplo C \ {0}) do conjunto dos valores que f toma (que coincide com o con-
junto dos valores que /f toma, ou seja, com oy (f)). Pode por-se a questdo de
saber se para uma fung¢do g holomorfa na vizinhanga do conjunto dos valores de
certo f € W, go f ainda tera séric de Fourier absolutamente convergente. A
resposta afirmativa a esta questdo foi dada por Lévy, mas estamos agora em
condi¢des de demonstrar um resultado analogo no quadro mais geral das algebras
comutativas:

TEOREMA 2.14 (Lévy-Gelfand): Seja A dlgebra de Banach comutativa com
unidade, a€ A ¢ g:Q C C— C fun¢ido holomorfa na vizinhanca do
espectro o(a) de a, ou seja, Q2 é aberto de C contendo o(a); entio existe
b € A tal que:

*b=goa.

Além disso podemos tomar para b o elemento de A definido por:
1
29 =_— A)(Ae —a) tdr
9 9@) = 35 [ ) (e—a)

onde D é dominio de Cauchy de S contendo o (a) na parte interna, com fron-
teira OD orientada no sentido directo, podendo o integral ser definido por
somas de Riemann convergentes em A.

Demonstracio: A existéncia do dominio D ¢é resultado classico de que se
pode encontrar sugestiva demonstracdo elementar em [Sc2], p. 15793, O integral
em (29) pode ser definido por somas de Riemann, visto ser continua a fungao
A= g(AN)(Ae —a)7! (definida em Q\o(a) com valores em .A). Sendo
v :[0,1] — C parametrizagéo de 9D, ter-se-a:

I _
o(0) = 5 [ 96O)7O (e - ),
™ Jo
e as aplicacdes lineares continuas comutam com o sinal de integral, ja que comu-
tam com as somas de Riemann, que convergem na topologia de A. Além disso o
integral ¢ independente do dominio D escolhido, nas condigdes do Teorema,

63Utilizando uma pavimentagdo do plano por hexagonos regulares é facil construir D como unidio de
um namero finito de hexagonos, sendo a fronteira (obviamente unido de lados de hexdgonos) consti-
tuida por um numero finito de poligonais fechadas simples que ndo se auto-intersectam, com orienta-
¢do determinada pela de cada hexagono.
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atendendo as propriedades das fungdes analiticas com valores num espago de
Banach (ja que g(\) (A\e — a)~! € holomorfa em Q) \ o(a)). Tem-se entdo:

1 -1 —
/6 g0 =) ) =

2mi

AN
9(a)(®) = @(g(a)) = ®(

1

= 3t J,, SV = 2(@) 7 dX = g((@) = ¢(@(®)) = g0 a(®),

V® € o4, atendendo ao Teorema de Cauchy classico, ja que D ¢ um dominio de
Cauchy contendo o (a) na sua parte interna e ®(a) € o(a).c

COROLARIO 1 (Teorema de transformacio do espectro — caso comutati-
vo): Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade, a € A e
g : Q C C — C funcgio holomorfa na vizinhanca de o(a). Entio:

*o(g(a)) = g(o(a)),
sendo g(a) o elemento de A definido por (29).

Demonstracio: E imediato, atendendo a que:
o(9(a)) = R(3(a)) = R(9(@)) = g(R(@)) = g(0(a)).0

COROLARIO 2 (Teorema de Wiener-Lévy): Seja
f:[0,2a[ - C

continua com série de Fourier absolutamente convergente e
g:QcC—-C

fungdo holomorfa tal que 2 é aberto contendo a imagem de f; entio go f
tem série de Fourier absolutamente convergente.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.14 existe h € W tal que go /f =h (ja que
o(f) = R(f) = R(f), neste caso); entdo, atendendo ao estudo feito de W:

go f(t) = g(f(t) = g(F(®1)) = h(®;) = h(2),
ou seja,

gof=hew.Od

No caso da algebra de Wiener ¢ imediato que as operacdes algébricas sobre
fungdes holomorfas se mantém na correspondéncia g — g(a) dada por (29), cor-
respondendo a a fungdo g(A) = A e 1 a fungdo g(\) = 1. De modo geral ¢ facil
verificar este facto sempre que a correspondéncia a — @ for injectiva (0 que nem
sempre acontece, como veremos); por exemplo:

AN /\/\A

g-h(a) = (g-h) o @ = (goa).(hod) = g(a).h(a) = g(a).h(a),
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jé que 7 é homomorfismo, ou, directamente:

(9(@)- (@) (®) = (5(a)(®)) (@) (®)) = B(g(a))®(h(a)) =

donde:
* g.-h(a) = g(a)h(a),

no caso de se ter a referida injectividade. Vamos ver, no entanto, que a expres-
sfo explicita de g(a) dada por (29) nos permite demonstrar este comportamento
algébrico no caso geral, mesmo eliminando a hipotese da comutatividade. Para
isso convém-nos construir uma algebra a partir das fungdes holomorfas na vizi-
nhanga do espectro de a. Das propriedades das fungdes holomorfas (e do resulta-
do geométrico invocado na nota 63) concluimos que g(a) = h(a) sempre que g e
h coincidem numa vizinhanga de o(a). Comecemos entdo por considerar o con-
junto H, das fungdes holomorfas numa vizinhanga de o(a), onde definimos a
soma, o produto e o produto por escalar pontualmente, sendo a soma e o produto
definidos, como habitualmente, na intersec¢do dos dominios; no “espago”®4
assim obtido introduzimos a relacao de equivaléncia ~ :

» f ~ h sse existir um aberto Q@ C D(f) N D(h) tal que o(a) CQ e
FA) =h(A),Vxeq.

E facil verificar que ~ & compativel com as operagdes algébricas — trata-se
da relagdo de equivaléncia associada ao “ideal” J de H, constituido pelas fun-
¢Oes identicamente nulas definidas em abertos contendo o(a). Fica assim
definida a “dlgebra quociente” (no sentido meramente algébrico, ou seja, sem
topologia):

'ﬂa :Ha/N :Ha/\~5657

que se designa por dlgebra dos germes de funcées holomorfas a respeito do
espectro de a. H, é evidentemente algebra comutativa com unidade (1 + J).
Além disso, notemos que, como foi observado no decorrer da demonstragdo do
Teorema de Lévy-Gelfand (Teorema 2.14), o eclemento definido por (29)
depende apenas da classe de g na relagdo ~ . Para simplificar a linguagem e
sempre que ndo haja perigo de confusdo identificaremos um elemento g € H,

com a respectiva classe [g] = g+ J € H,.

TEOREMA 2.15 (Calculo operacional ou simbélico holomorfo): Seja A dl-
gebra de Banach com unidade e e a € A. Entiio a aplicaciio de H, em A que
a (a classe de) g € H, faz corresponder g(a) dado por (29), é homomorfismo
de dlgebras com unidade que a (classe da) fun¢do g(A\) = X faz corresponder

64Trata-se de “semi-anel” relativamente a + e ..
65Com as definigdes idénticas as utilizadas para dlgebras, mas agora para a estrutura mais “pobre” de
'H., que, como foi referido na nota anterior, ¢ apenas “semi-anel” para a soma e produto.
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a; em particular, a notacio adoptada para g(a) é compativel com a utilizada
para polinémios. Além disso g(a) comuta com qualquer b € A que comute
com a; em particular {g(a) : g € H,} é dlgebra comutativa com unidade.

Demonstracao: As unicas propriedades a verificar que ndo sdo triviais dizem
respeito ao produto, & identificagdo de g(a) quando g = 1 ou g(A\) = A, e a per-
mutabilidade de g(a) com os b € A que comutam com a. Comecemos por
verificar que g(a) = e se g = 1. Como neste caso g ¢é infeira, podemos tomar
para D um circulo de centro na origem e raio R superior a ||al|:

Figura 4

podemos parametrizar 9D por:

v:[0,27] = C
t — y(t) = Re™.

Ora 0D fica num dominio em que vale o desenvolvimento de Neumann:

n

. 41 a, . a
(Ae—a)™ = (e~ ) —Z—MH,

n>0

integravel termo a termo, como toda a série uniformemente convergente. Portan-
to:

1 1 1
— [ (Ae—a)ldr=— dX\)a" =
g(a) 271 aD( € a) 27('1; (/C;D An+1 )a

1 1 1 i Re't 27
- d)\) = _( : dt) =_——e=
2mi (/6D A T omi o Re' “TomcTe
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(note-se que os integrais sdo nulos para n > 0, visto, nesse caso, ser primitivavel
numa vizinhanga de 9D a fungdo 1/\"*!). De modo analogo se demonstra que
g(a) = a se g(A\) = A [exercicio]. Provemos agora o comportamento com o produ-
to; sendo g, h € H,, consideremos dois dominios de Cauchy nas condi¢des da
figura seguinte (cf., mais uma vez, a nota 63):

Figura 5

(onde Li, Ly sdo as fronteiras orientadas dos referidos dominios de Cauchy),
temos:

staha) = (5 [ a0~ ) an) (g [ Blnue — o)t di) =

27i 2mi
~(555) [ [ a0t~ ) (e — o)t dpear =

= (2;)2/L /L 9NN = 1) ((a = Xe)™ = (a — pe) ") dpdr =

! g()\)(/\e—a)’l(i,/b h—“)du)dx -

~ omi I 27i Jp, o — A
— (V)
1 1 9(\) _
_ _(m)?/b h(p)(a — pie) (/L o aA)dp =
=0
- QL gV (Ae — a) ™t dA = g.h(a),
T L

onde utilizdmos o Teorema de Fubini (podemos reduzir-nos, por exemplo, a um
integral em [0, 1] x [0, 1], parametrizando convenientemente L, e L), a identida-
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de da resolvente (23) e propriedades conhecidas das fun¢des holomorfas, aten-
dendo a que os pontos de L; ficam todos situados na parte interna de Lo.

Finalmente, se ab =ba (b€ A), é facil concluir que b comuta com
(Ae —a)~1, VA € p(a) (trata-se de consequéncia imediata da propriedade trivial
segundo a qual b comuta com ! para todo o elemento invertivel z que comute
com b). A continuidade e linearidade do produto por b (a esquerda e a direita) ga-
rantem agora que b comuta com g(a), Vg € H,.O

Estamos agora em condi¢des de demonstrar o Teorema de transformacgdo do
espectro para o caso de uma algebra ndo necessariamente comutativa. Para isso
convém-nos introduzir a nogdo seguinte:

DEFINICAO: Sendo A dlgebra de Banach com unidade e M C A, chamamos
comutante de M ao conjunto:

M ={r€A:za=axVa e M}.

E facil verificar que M’ é sub-dlgebra fechada de A contendo e [exercicio],
tendo-se, além disso, as seguintes propriedades, cuja demonstragdo ¢ deixada co-
mo exercicio:

(30) *MCN(CA)=NCM,
(31) «McC M,
(32) M = M".

Se M for parte comutativa de A (ou seja, xy = yx,Vz,y € M), tem-se
M C M’ e portanto, aplicando (30) duas vezes (ou (30) e (32)) concluimos que
M" c M", ou seja, que M" é dlgebra de Banach comutativa com unidade ¢
(unidade de A), sub-algebra de A, que se diz bicomutante de M .

Outra propriedade de demonstragio trivial é que 2z € M’ é invertivel em M’
sse x € G, ou seja, sse z for invertivel em A. Em particular:

(33) coy(a) = oyla), VM C Aya € M.

TEOREMA 2.16 (Teorema de transformacdo do espectro — caso geral):
Seja A dlgebra de Banach com unidade, a € A e g € H,; entio:

*o(g(a)) = g(o(a))-

Demonstracio: Das consideragdes anteriores concluimos que {a}” é algebra
comutativa com unidade, tendo-se:

a,g(a) € {a}”
(pelo Teorema 2.15). Entdo, por um lado:

* oy (9(a)) = 0(g(a)), 010y (a) = o(a),
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por outro, aplicando o Corolario 1 do Teorema 2.14 (caso comutativo) a algebra
{a}", obtemos:

* Of{a} (9(a)) = g(a{a}”(a))7
0 que permite concluir.[]

Caso particular importante de aplicagdo do célculo simbdlico holomorfo ¢ o
da algebra L(E) (E espago de Banach); em particular, no caso em que E tem di-
mensdo finita, o Teorema 2.14 permite-nos definir fung¢do de matriz para uma
classe bastante vasta de fungdes holomorfas, e qualquer matriz quadrada. Neste
caso o calculo explicito de “g(a)” pode ser efectuado recorrendo a resultados
especificos da dimensdo finita; um dos resultados que convém recordar é o
chamado Teorema de Hamilton-Cayley (cf. [G]) que estabelece que uma matriz é
raiz do seu polinomio caracteristico, ou seja, se P, for o polinébmio
caracteristico da matriz quadrada A (N x N):

PA(A) = Oa

onde 0 ¢ a matriz N x N com os elementos todos nulos. Identificando A com o
elemento da algebra £(CY) que A define (relativamente a uma base previamente
fixada em C") e considerando g, h € H 4, se existir ® € H 4 tal que:

(34) cg—h=230.Py,
tem-se:

e g(A) — h(A) = ®.Py(A) = P(A). P4(A) =
9(A) — h(A) A(A) = ©(A).Pa(A) =0,
=0
ou seja, g(A) = h(A). Duas fungdes g, h € H, satisfazendo a (34) dizem-se
equivalentes no espectro de A; usaremos a notacao:

cgNh

4
Portanto:

. gg&)h = g(A) = h(A).

Ora existe um critério simples que permite estabelecer quando g m )h:
a

PROPOSICAO 2.17: Sendo A matriz N x N de elementos em C, duas
fungoes g,h € H, sdo equivalentes no espectro de A sse para todo o
X € o(A), valor préprio de multiplicidade r € N se tiver:

gPAN)=r®A),VE=0,...,r —1.

Demonstracdo: Seja o(A) = {\,..., Ay}, tendo A, multiplicidade r;.
Entdo:
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*Pa0) = (DY = AL (A=)
donde, se gaf(} )h, como existe, nesse caso, ¢ € H, tal que g — h = Py, ter-se-
-4

gFI ) = hE(N), VE =0,...,m—1

(por simples derivacdo sucessiva de ®.P,). Reciprocamente, se g, h satisfizerem

a esta condi¢do, g — h serd fung¢do holomorfa com zeros Ay, ..., A, de ordens res-
pectivamente ¢qi, ..., ¢, (finitas se g # h, pelo teorema dos zeros), tais que:
i < g

(i=1,...,p); entdo existe uma fungio holomorfa ®; em D(g) N D(h) tal que:

(35) *9(A) = h(A) = ©1(A)(A — A)™, VA € D(g) N D(h)
(®, fica definido por:
g(A) — h(N)
(/\ — )\1)(11

fora de qualquer bola centrada em )\; e, atendendo ao desenvolvimento em série
de Taylor de ¢ — h em )y, fica também definida numa bola aberta centrada em
A; com raio suficientemente pequeno — menor ou igual a distancia de \; a fron-
teira do dominio considerado). Podemos agora aplicar a $; o mesmo raciocinio,
pois ¢ facil verificar (derivando sucessivamente (35)) que A, ..., A, sdo zeros de
®; com ordens respectivamente ¢o, ..., q,; por indugdo, concluimos facilmente
que existe ®,, € H 4 tal que:

£ g(N) = BN = B, = A7 (A= A)% =
= (=1D)N®,(A) (A — AT (A= M) BT Py(N),
donde, de facto: g ~ h.OI
a(A)

COROLARIO: Seja A matriz complexa N x N e g € H 4; entiio existe um
polinomio P de grau N — 1 tal que:

*9(A) = P(A).

Se o(A) = {A1,.-., A}, sendo r; a multiplicidade de \; (i =1, ...,p), P
fica determinado pelas N relagées:

. P(ki)(Ai) = g(ki)(Ai)

(i=1,-~-,p;ki=0,--‘,7'i—1)-
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Demonstracio: E imediato, pois as relagdes referidas no enunciado determi-
nam, de facto, um polindmio® de grau N — 1, ja que:

p
ZT7:N

i=1

Tal polinomio P estd nas condi¢gdes da Proposigdo 2.17 relativamente a g, e
portanto P o donde g(A) = P(A).O0

Utilizemos este corolario para calcular, por exemplo:
11 10.
-1 1|

)\‘_(1,\)2+1_(/\1i)(/\1+i),

temos, neste caso:

1—A 1

PAO‘)—‘ 11—

donde o(A) = {1 + 4,1 — i}. Basta-nos determinar P(\) = ap + a3 A tal que:

L) ata(l+i) = (1+4)* fe4 10 =32
ag+ap(1—14) = (1—i) \/6"4 0= _324
ou seja:
321+ 32 32 32
'01:$_32 &Z,?ﬂ’
2% 1—14
donde:

10
1 1 0 32
4] e | G B

Este processo permite também o calculo de solugdes de sistemas de equagdes di-
ferenciais lineares com coeficientes constantes, que sdo dadas, como sabemos,
através da exponencial de matrizes associadas ao sistema; neste caso, tratando-se
de fungoes inteiras de elementos da algebra das matrizes de certa ordem, pode-
mos dar uma defini¢do alternativa de g(A), através da série de Taylor de g (que
tem, por hipdtese, raio de convergéncia infinito). A coeréncia com o célculo sim-
bolico atras desenvolvido e outras propriedades serdo examinadas nos exercicios.

66Para a existéncia do polinémio interpolador P, ver, por exemplo, [G], V-§2.
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2.6 Topologia do espectro; representacio de A em
C(oa).

Vimos na secg¢ao anterior que a Transformacao de Gelfand:
>t A— L(oa)

(A algebra comutativa com unidade, L(c 4) dlgebra das fungdes complexas limi-
tadas de o4 em C, de Banach para || .||, como sabemos) é homomorfismo con-
tinuo, tendo-se mesmo:

*lalle < llall; Va € A.

Constatdmos, além disso, que, em todos os exemplos estudados de algebras
comutativas com unidade, existia uma bijeccdo “natural” (em cada caso) entre
certo compacto e o 4, ficando continuas as fung¢des obtidas dos @ por composi¢ao
com a referida bijec¢do. Procuremos analisar esta questdo em contexto geral; se
pensarmos no conjunto de todas as topologias sobre o4 que tornam continuas
todas as transformadas de Gelfand @ (a € A) existe evidentemente uma que ¢
mais fina que todas as outras — a topologia discreta . Interessa-nos entdo procu-
rar uma topologia 7 naquele conjunto que seja menos fina que todas as outras. T
devera conter, pelo menos, todos os conjuntos da forma:

Qure=a '(B\,e)={®coy:|a®) -\ <e}=
={®coy:|Pla) A <e}={Pcoy:|P(a)—1la)|<e}=
ZBpa(l,E)ﬁUA

(a € A\ {0}, € C,e > 0), onde | é uma forma linear continua sobre A (ele-
mento do dual topologico A* de A) tal que I(a) = A (I existe, atendendo ao
Teorema de Hahn-Banach, ja que supomos a # 0), € p, a semi-norma sobre A*
associada a a:

*po(l) = [l(a)], VI € A"

Ora as semi-normas p, (a € A) definem em A* a topologia fraca-, ou seja, os
Qg constituem sub-base para a topologia induzida em o4 pela topologia
fraca-x de A*, que coincide, portanto, com 7, pois € facil verificar que torna, de
facto, continuas as fungdes @. Com efeito, uma rede (P, ),c; converge para ¢ em
o 4, na topologia fraca-x sse:

<I>a(a)—a><1>(a) ,Va € A,

donde:
b, — @ = a(P,) = Du(a) — P(a) =a(P),

«

e portanto @ € C(o4). Como para a topologia fraca-x as bolas fechadas de A*
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(para a norma do dual) sdo compactas (Teorema de Banach-Alaoglu%” — ver
[Sa], [RS1]) e o4 ¢ parte da esfera de raio 1 e centro em zero do espago de Ba-
nach A* (com a norma do dual), concluiremos que o4 é compacto para a topolo-
gia fraca-+ se provarmos que o 4 ¢ fechado para essa topologia. Ora ¢ facil ver
que se (P,,)aqcs for rede em o 4 tal que:

&,— e A"

na topologia fraca-*, entdo [ € o 4, j& que:

cle) =lim®Py(e) =1#£0=1#£0,
s l(zy) = lim @y (zy) = lim (B4 (2)Pa(y)) = Uz)I(y), Vi, y € A;

portanto a topologia 7 que procuravamos confere a o4 uma estrutura de espago
topologico compacto (é evidentemente separado). Temos assim:

PROPOSICAO 2.18: Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade; en-
tdo existe uma topologia T sobre o 4 e uma s6 para a qual o 4 é compacto e as
transformadas de Gelfand dos elementos de A sio funcoes continuas. T é a to-
pologia menos fina que torna continuos os @ (a € A) e coincide com a topo-
logia induzida em o 4 pela topologia fraca-+ de A*. em particular, introduzin-
do em o 4 a topologia T, a Transformacdo de Gelfand é homomorfismo conti-
nuo de A em C (o 4).

Demonstragao: Resta apenas verificar a unicidade expressa no Teorema. Ora
qualquer topologia compacta para a qual as @ sdo continuas ¢ mais fina que 7, e
duas topologias compactas compardveis coincidem.]

Qualquer algebra de Banach comutativa com unidade admite portanto uma
representa¢do homomorfa continua numa algebra de fun¢des continuas num
compacto. Examinemos o que se passa em alguns dos exemplos estudados:

— Algebra A,, gerada por a; como vimos, @ ¢ bijeccdo de o4, sobre
o4,(a). Sendo ambos os espagos compactos ¢ @ continua, concluimos ser @
homeomorfismo entre o 4, € 04,(a) que assim se podem identificar também fo-

pologicamente.

— Algebra C(X), X espaco topologico compacto; a aplicagio x +— 6, é
bijec¢do de X sobre o¢(x) € € continua, ja que se (24 )acs for rede em X tal que
zo—x € X, entdo f(z,)— f(z),Vf € C(X), e portanto:

67Basta notar que a bola unitéria de .4*, como subespago topolégico de A*, é a parte fechada do
produto cartesiano de compactos:

[Ttrec: <},

z€A

constituida pelos elementos deste produto que sdo aplicagdes lineares de A em C. E facil verificar
que a topologia fraca-* na bola ¢ exactamente a induzida pela do produto acima, espago compacto
pelo Teorema de Tychonov.
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em o¢(x). Trata-se portanto de homeomorfismo entre X € o¢(x), visto ambos
serem compactos; como, pelo que vimos na secgao anterior:

< J(6,) = f(a), Vf € O(X),z € X,

concluimos que a aplicagdo f — f €, neste caso isomorfismo isométrico entre as
algebras C(X) e C(o¢(x)) que se diz induzido pelo homeomorfismo z +— &,.

— Algebras W e ly; vimos que a aplicagio:
t— O
¢ bijecgdo de [0, 27| sobre oy, sendo:
CDu(f) = f(t), Vf €W,

A continuidade das fungdes de W, tal como no exemplo anterior, garante que a
bijeccdo ¢ continua; composta com a bijec¢ao:

et s ¢
entre a circunferéncia
C(0,1) = {e" : t € [0, 27[},

estabelece um homeomorfismo entre esta circunferéncia (que é um compacto) e
ow, que induz uma aplicagio injectiva f — f (tal que f(®;) = f(t)) de W em
C(ow), ou seja, neste caso a Transformagdo de Gelfand ¢ homomorfismo
continuo e injectivo. Nao ¢é sobrejectivo, ja que nem toda a fungdo continua em
[0,27[ tal que f(0) = f(2m) tem série de Fourier absolutamente convergente;
no entanto as transformadas de Gelfand f constituem parte densa de C (ow).
Com efeito trata-se de uma subdlgebra contendo a fungdo 1, fechada para a con-
jugacdo e separando pontos, logo densa em C(oy ), pelo Teorema de Stone-
-Weierstrass.

Os dois ultimos exemplos referem-se a algebras de fungdes continuas num
compacto. Veremos, nos exercicios, condi¢des necessarias e (ou) suficientes para
que a Transformacdo de Gelfand seja, nesse caso, identificavel com uma aplica-
¢ao com valores numa algebra de fungdes continuas no mesmo compacto. Em
qualquer dos exemplos considerados a Transformacao de Gelfand era injectiva;
tratando-se de aplicagdo /inear, a injectividade ¢ equivalente ao niicleo se reduzir
a zero. Convém-nos entdo introduzir a seguinte no¢ao:

DEFINICAO: Seja A dlgebra comutativa com unidade. Chamamos radical de
A ad intersec¢do R de todos os ideais maximais de A, ou seja:

“R=[) M.
MeM
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Um elemento a € A (algebra de Banach comutativa com unidade) estd no
nuicleo da Transformagdo de Gelfand sse @(®) = 0,VP € o4, ou seja, sse a
estiver nos nucleos de todos os funcionais multiplicativos, e portanto na intersec-
¢do de todos os ideais maximais, ou seja, no radical da algebra. Outro modo de
exprimir que @(®) = 0,V® € A ¢ dizer que ||@||,, = 0; ora:

@]l = ro(a) = lim||a"]".
n

Introduzamos entdo as seguintes definigdes:

DEFINICAO: Sendo A dlgebra de Banach comutativa com unidade, um ele-
mento a € A diz-se nilpotente generalizado se:

lim [|a"]|* = 0.
n

DEFINICAO: Uma dlgebra de Banach comutativa com unidade diz-se semi-
-simples se o respectivo radical se reduzir a zero.

Do que precede, concluimos:

PROPOSICAO 2.19: Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade de
radical R. Entdo sdo equivalentes as condicoes:

1. A é semi-simples.
2. = {0}.
3. A Transformacdio de Gelfand de A é injectiva.

4. Nio existem em A nilpotentes generalizados diferentes de zero.
1
5. lim||a"|| =0=a=0,Va € A.
n

6. A é isomorfa (algebricamente) a uma sub-dlgebra de C (o 4).
Demonstragao: Resta demonstrar, por exemplo, que 6. = 2.; ora, sendo:
V:A— C(oa)

homomorfismo injectivo, se a € R e P estiver no espectro de C(o4), ¢ dbvio
que Po¥ €0y ou oW =0, donde ®(¥(a)) = 0, por definigdo de radical.
Portanto ¥ (a) esta no radical de C'(o4) que € obviamente algebra semi-simples;
entdo ¥ (a) = 0 e, por injectividade, a = 0. Logo, de facto, R = {0}.00

COROLARIO 1: E semi-simples qualquer subdlgebra de Banach, contendo a
unidade, de uma dlgebra de Banach semi-simples.

Demonstragao: Com efeito, a propriedade 5. da Proposi¢do anterior ¢ obvia-
mente satisfeita em qualquer parte e portanto, em particular, em qualquer subal-
gebra de uma algebra semi-simples.
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COROLARIO 2: Sejam A, B dlgebras de Banach com unidade, B comutati-
va e semi-simples. Entdo todo o homomorfismo ¥ : A — B é continuo.

Demonstracio: Pelo teorema do grafico fechado, basta verificar que ¥ ¢ fe-
chado, ou seja, que, se z, — 0 em A e ¥(z,) — y, entdo y = 0. Ora, para todo
n n

0 ® € op, & o ¥ ¢ funcional multiplicativo sobre A, logo continuo. Portanto:

*PoU(x,)—0;

por outro lado:

* O(¥(zn)) T’q)(y)a

donde:
*d(y) =0.
Entdo y esta no radical de B, logo y = 0, ja que B é semi-simples.[]

Sendo A algebra de Banach semi-simples, pde-se a questdo de saber quando
a inversa da Transformagdo de Gelfand ¢ continua no respectivo dominio

AcClon);

¢ condic@o necessaria e suficiente para tal que exista uma constante C' > 0 tal
que:

T
=l = Cllall, Va € A.

ro(a) = 1i7£n la™

Ora ¢ facil concluir (c¢f. exercicio 29) infra) que esta condicdo é equivalente a
existir uma constante ¢ > 0 tal que:

a*|| > clla|®, Va € A.

Para que a Transformacg@o de Gelfand seja isométrica é condig@o necessaria e su-
ficiente que:

ro(a) = |[all = llall, Va € A,
0 que acontece sse:

a2|| = ||(1H27 Va e A

(¢f. ainda o exercicio 29)); A diz-se entdo regular.

No caso em que a Transformagdo de Gelfand tem inverso continuo, a respec-
tiva imagem A ¢ evidentemente subalgebra fechada de C'(o4) contendo 1 (com
efeito 7 ¢ continua, logo fechada, donde a respectiva inversa também ¢ fechada;
sendo continua tem dominio fechado — ver exercicio 14), capitulo 1). Por outro
lado ¢ 6bvio que A separa pontos, ja que se & # U, & U € gy, existe a € A tal
que ®(a) # U(a), ou seja a(P®) # a(¥). Entdo, para que A = C(04), é condi-
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¢20 necessaria e suficiente que A seja fechada para a conjugacdo (Teorema de
Stone-Weierstrass — cf. [RS1], [Sa], [Y], por exemplo), ou seja, que A satisfaga
a condi¢do:

Vac A,dbe A:a=>b;
A diz-se, nesse caso, simétrica. Do que precede podemos entdo concluir:

PROPOSICAO 2.20: Seja A dlgebra de Banach comutativa com unidade;
entdo:

1. A Transformacdo de Gelfand é isomorfismo bicontinuo de A em A sse
existir ¢ > 0 tal que:

||a?|| = cllal?,Va € A.

2. A Transformacdo de Gelfand é isomorfismo isométrico de A em A sse
A for regular, ou seja, sse:

la®|| = lla|?,Va € A.

3. A édensa em C (o 4) sse A for simétrica, ou seja, sse:

Vac A,Abe A:a=0.

Em particular A é isometricamente isomorfa a uma dlgebra C(X) (X
espago topolégico compacto) sse A for regular e simétrica; nesse caso a
Transformacdo de Gelfand é isomorfismo isométrico de A sobre C (o 4).

Demonstragao: Atendendo as consideracdes atras feitas, resta-nos apenas
demonstrar que se A for isomorfa isometricamente a C'(X), entdo A é regular e
simétrica. A regularidade é 6bvia, por isometria; quanto a simetria, se:

i: A— C(X)
for isomorfismo isométrico, ¢ facil verificar que:

P

a=i"'(i(a)).

Com efeito, V& € o 4:

a(®) = ®(a) = ® o i (i(a)) = i{a)(@ 0 i~!) =

AN
(@oi™t)=@oi'(i(a) =i \(i(a))(®),

atendendo a que ® o i~ € o ) e aque, em C'(X), se tem, evidentemente:

i)

(X
F=T.vfecX),
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ja que:

2.7 Compactificado de Stone-Cech de um espaco com-
pletamente regular

Estando completamente estudado o caso da dlgebra C(X), X espaco topold-
gico compacto (cf. exemplos da seccdo 2.5 e Proposigdo 2.20) podemos pensar
agora no caso mais geral de C(T'), T espago topologico, C(T') constituido pelas
fun¢des complexas continuas e limitadas em T'. Trata-se de algebra de Banach
para as operagdes habituais e a norma || . || do supremo (como se viu na sec¢do
2.3), que ¢ obviamente comutativa, com unidade. Em geral ndo se tera 1" homeo-
morfo a ooy (basta que T' ndo seja compacto...) mas vamos Ver que em certas
condi¢des podemos garantir que 7' ¢ homeomorfo a uma parte densa de oc(r);
note-se que, em qualquer caso, C(T') é algebra regular e simétrica, e portanto
isometricamente isomorfa a C'(o¢ (7)) [exercicio®]. Comecemos por verificar que,

no caso em que X é compacto, a topologia “é determinada pela estrutura de al-
gebrade C(X)”.

PROPOSICAO 2.21: Sejam X,Y espacos topolégicos compactos; entio X e
Y sdo homeomorfos sse as dlgebras de Banach C(X) e C(Y') forem (alge-
bricamente) isomorfas. Além disso, nesse caso, C(X) e C(Y) sdo isometrica-
mente isomorfas.

Demonstracio: E trivial verificar que se
h:X-—-Y
for homeomorfismo, entdo a aplicagao:
“f e foh
¢ isomorfismo isométrico de C(Y) sobre C'(X). Reciprocamente, se:
i:C(Y)— C(X)
for isomorfismo algébrico, consideremos a aplicagdo:

*h: UC(X) — UC’(Y)
O h(D)=Pogi;

¢ facil verificar que se trata de homeomorfismo [exercicio].

68F facil verificar que se f for real, entio ? ¢ real, mostrando que, para f real, C\ R C p(f). Dessa
observagdo resulta imediatamente que a algebra C'(7') é simétrica...
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Como o¢(x) € o¢(y) sdo, como sabemos, homeomorfos respectivamente a X
eaY, concluimos que X e Y sdo homeomorfos.[]

DEFINICAO: Um espago topolégico T diz-se completamente regular se satis-
fizer as duas condi¢des seguintes:

1. T éum espago T4, ou seja, dados x,y € T existe um aberto () tal que:

z€Qy¢

(ou, de modo equivalente, os conjuntos reduzidos a um ponto sdo fecha-
dos).

2. Dado um ponto © € T' e um fechado F' de T ndo contendo zx, existe uma
fungdo complexa continua e limitada em T, igual a 1 em x e identicamente
nula em F.

O Lema de Urysohn garante que todo o espago normal® é completamente
regular, bem como todo o espago localmente compacto (cf. [RS1], [Sa], [Y]).

Procuremos entdo relacionar 7" (espago completamente regular) com o¢ (7).
Para cada x € T' podemos, ainda neste caso, considerar 0, € o¢(r) tal que:

<6 (f) = flz),VfeCT),
que ¢, de facto, funcional multiplicativo, como € facil concluir. Seja entdo:
*h:T — oo
x— h(z) = by

provemos que h € homeomorfismo de T' sobre uma parte densa de o (7). E facil
concluir que h ¢é injectiva; com efeito, se =,y € T, x # y, existe uma fungdo
continua e limitada f:7 — C, tal que f(z) =1, f(y) =0 (por definigdo de
espago completamente regular, ja que {y} é fechado). Entdo f € C(T) e:

*6.(f) = f(2) # fy) = 6,(f) = b: # & = h(z) # h(y)-

Por outro lado h é continua pois se (x,)aes for rede em T convergente para
x € T, para qualquer f € C(T) tem-se:

hza)(f) = b:,(f) = f(za) — f(2) = 0.(f) = h(x)(f),

e portanto h(z,)— h(z) para a topologia fraca-, ou seja, para a topologia de

oc(r)- Provemos agora que h~' é continua; se

bz, - bz

em o¢(r) ((z)aer rede em T'), mostremos que:

69X diz-se normal se for T} e, dados dois fechados disjuntos, existirem abertos disjuntos que os
contém respectivamente; em particular X ¢ separado, como ¢ dbvio.
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*Xyu—T
o

em T. Seja V vizinhanga aberta de x em T'; existe f € C(T) tal que f(x) =
f=0emT\ V. Por outro lado, como 6,, — b, em o ¢ (1), concluimos que:

* f(@a) — f(2),
donde existe o’ tal que:
ar-d =|f(xe) = fl@)<1=f(za) >0=2, ¢ T\V =>12, €V,
0 que prova o que pretendiamos.

Resta demonstrar que h(T") é denso em o (). Obtemos uma base de vizi-
nhangas da topologia de o (1) considerando os conjuntos da forma:

QP o ={®cocm  |R(f) — o(fi) <&, Vi=1,...,k},

O € ooy, f1,---, fr € C(T),e > 0. Mostremos que em cada conjunto desta
forma ex1ste pelo menos um elemento de h(7T'), ou seja, certo 6, com = € T Se
assim ndo fosse, existiriam ®y € o¢(r), f1,..., fr € C(T'),e > 0, tais que:

Ve eT,é, ¢Qf17 e

ou seja:
VeeT,3ie {1,,]{7} : |fl(1‘) — (I)()(fl)| > €

nessa altura, pondo:

k

“g(z) =) Ifilz) = @o(fi)]*, Ve € T,

i=1
teriamos:
geC(T), g(x)>e*>0,Vr T,

e portanto g seria invertivel em C(T) (ja que [|1/¢| ., < 1/€* < +0), 0 que im-
pediria a respectiva transformada de Gelfand de assumir o valor zero. Ora:

k

= 00 (D (i = 2o (= Bo(F) ) =

1=1
k

Z Do (f;) — @o(£:))Po(fi — Po(fi)) = 0!

i=1

concluimos assim que h(7") ¢ denso em o (7). As transformadas de Gelfand dos
elementos de C'(T) podem entdo ser consideradas como “extensdes” desses
mesmos elementos, identificados com fungdes em h(T") através do homeomorfis-
mo h, ou seja, identificando f € C(T) com f o h™!, o que estabelece um iso-
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morfismo isométrico entre C'(T") e C'(h(T")). A densidade de h(T') em o¢(p)
permite concluir que /f ¢ a Uinica extensdo continua de foh™! a oc(ry (que se
trata de extensdo resulta imediatamente da defini¢do de h:

foh ™ (6,) = foh ™ (h(x) = f(x) = &.(f) = F(6.))
Temos entdo:

TEOREMA 2.22 (Compactificado de Stone-Cech): Seja T' espaco topolégico
completamente regular; entdo T' é homeomorfo a uma parte densa T de um
espago topolégico compacto B(T) de tal modo que as funcoes continuas limi-
tadas complexas em T admitem uma extensio continua (iinica) a B(T).
B(T) é, a menos de homeomorfismo, o tinico espaco topolégico satisfazendo
aquelas condicéoes. Além disso podemos tomar 3(T) = oo(T) €

T ={6,:z €T}

Demonstragao: Atendendo ao que atras vimos, resta-nos apenas demonstrar
a unicidade de B(T). E facil concluir que C(T") ¢ isometricamente isomorfo a
C(B(T)), e portanto C(B(T)) é isometricamente isomorfa a C(oc(r)); a
unicidade resulta entdo das compacidades de o¢ () e de B(T') e da Proposi-
¢do2.21.0

DEFINICAO: Chamamos compactificado de Stone-C ech de um espago topolo-
gico completamente regular T a qualquer par (B(T), h) em que B(T) é espago
topolégico compacto e h é homeomorfismo de T sobre uma parte densa T de
B(T), de tal modo que as fungdes continuas limitadas complexas em T admitem
uma extensdo continua (unica) a 3(T).

Exercicios

28) Seja A 4lgebra de Banach com unidade e T': A — L(A) a representagio re-
gular esquerda de A. Caracterize os operadores B € L(A) que comutam com
todos os T, € T(A).

29) Seja A algebra de Banach com unidade e. Entdo sdo equivalentes as seguintes
condigdes:

i) Existe ¢ > 0 tal que ¢||z||* < ||«%||, Vz € A;
il) Existe d > 0 tal que d||z|| < r,(z), Va € A.

Além disso ||z||* = ||22||, Yz € A, sse ||z = ro(z), Ve € A.
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30) Seja A algebra de Banach com unidade e ¢ para cada z € A:
o ol — ‘r_n — l n70
c - %; n! ; '’
(exponencial de x; verifique que e” esta bem definido). Mostre que:
) e < e
b) Se xy = yx, ,y € A, entdo e” Y = e”eY;
e’ cGe(ef) =€

d) e’ = lim (e + %)"’ = lim (e — %)’” (formula exponencial).

e) e’ = lim (6” 6")” , Va,y € A (formula de Lie [Sugestio: cf inicio da demons-
n
tragdo do Teorema 8.6].).

f) A aplicagio f: C — A tal que f(\) = e (para certo a € A), é inteira,
tendo-se:

') = a.eM = eMoa.

g) Se y : C — A for analitica e ¢ = a.y (para certo a € A), entdo:

y(\) = e*y(0), VA € C.

h) Se y : R — A for diferencidvel e y = a.y (para certo a € A), entdo:
y(t) = e'y(0), Vvt € R.

[Sugestdo: Pode utilizar-se o método habitual para resolver a equagdo diferencial linear de
primeira ordem; para isso, basta verificar que uma fungio f :]a,b[ C R — A com derivada
identicamente nula ¢ constante e utilizar a formula de derivagdo do produto:

(f9)'(t) = f'(t)g(t) + F(t)g' (*),

para f,g:]a,b] C R — A deriviveis. Uma sugestdo para demonstrar de modo simples que
f'=0= f = C" & considerar, para cada c € ]a, b| fixo, a fungdo:

[fle+?) =)l :]la—ec,b—c[ R
e verificar que a respectiva derivada ¢ nula.]
i) Mesmo exercicio da alinea h), para a equacdo:
Y =ay+g(t)
(g : Jto, t1] — ‘A continua).

j) Interprete as formulas exponencial e de Lie (¢f. d), €)) quando aplicadas a
solugdes de equagdes do tipo das consideradas em h), 1).

7ORepresenta-se, em geral, (1/A)x por /A, VA € C\ {0},z € A.



2.6 Compactificado de Stone-C ech 115

31) Se A for algebra de Banach com unidade e x,y € A forem tais que existe
M > 0 satisfazendo a:

e’”ye’”” <M,VXxeC,

mostre que xy = yx [Sugestdo: aplicar o Teorema de Liouville & fungio F()\) = ey e 1.
32) Se A for algebra de Banach com unidade tal que existe ¢ > 0 satisfazendo a:
2 2
ellal? < [[47]], i € A,
mostre que A é comutativa [Sugestio: aplicar o exercicio anterior, atendendo ao exercicio
29].

33) Seja X espago topoldgico compacto. Mostre que na algebra C'(X) s6 existem
elementos invertiveis e divisores topoldgicos de zero; identifique o(f) para

feC(X).

34) Seja A lgebra de Banach com unidade tal que ||z||* = ||22||, V& € A; mostre
que ||z]|" = ||z"]],Vz € A,n € N.

35) Seja A algebra de Banach com unidade tal que 3C > 0 : ||zy|| < C||yz||,
Vz,y € A. Mostre que A é comutativa; se além disso ||z||||y] < C|lzy|l,
Vz,y € A, mostre que A € isometricamentre isomorfa a C [Sugestio: exercicio 31,
para resolver a primeira questio; Proposigdo 2.5 para a segunda].

36) Mostre que se Y |a,| < 400, a fungdo f : [0, 27 — C tal que:

nez
E an, emt

nel

é continuae lim f(¢) = f(0). Além disso:

t—27~

n
Z ape— f em W.
n
k=-n
37) Mostre que [; e W sdo algebras de Banach isometricamente isomorfas.

38) Na classe dos homomorfismos 7" : A — B entre algebras de Banach com
unidade (e € A, ¢’ € B), demonstre as seguintes assergdes:

a) Nem sempre R(T) é ideal de B, embora seja sempre subdlgebra.
b) Se T for sobrejectivo, T'(e) = ¢’ e T(x~!) = T(x)~ !,V € G(A).
¢) Nem sempre T é sobrejectivo, ainda que T'(e¢) = ¢’ e T(x!) = T(z)7},
Vz € G(A).
39) Mostre, com um contra-exemplo, que nem sempre:

ay+J ={@+))y+7):4j €T}
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onde J ¢ ideal fechado de uma algebra de Banach ATl [Sugestdo: Pode tomar para
A a algebra das matrizes triangulares superiores 3 x 3 e para J o ideal constituido pelas matrizes
cujos elementos a;; com (4, j) # (1, 3) sdo todos nulos...].

40) Mostre que, sendo A algebra de Banach com unidade e e J ideal fechado
proprio de A, entio:

a) [[(z+ )y + I < llz+ Tlllly + TN, Ve, y € A

b) e+ J| =1;
¢) A sobrejeccdo canodnica j: A — A/T é homomorfismo algébrico de
nucleo J.

41) Seja A algebra de Banach sem unidade e A’ a algebra de Banach com unidade
construida como na sec¢io 2.1 a partir de A.

a) Seja ¢ : A — C homomorfismo algébrico. Mostre que existe exactamente
um funcional multiplicativo ndo nulo:

. A —C
que estende ®. Conclua que ® é continuo, tendo-se ||| < 1.

b) Um ideal J de A diz-se modular se existir u € A (unidade de A médulo
J) tal que:

{e—2u:zeAyCc T, {z—ux:ze A} C J,;

se & : A — C for homomorfismo, mostre que ker ® ¢ ideal maximal modular,
se ® £0.

¢) Se J for ideal modular proprio de A e u for unidade de A modulo J, mos-
tre que u" ¢ J,Vn € Nj.

d) Nas condi¢des da alinea anterior, mostre que B(u,1) N J = (). Conclua
que o fecho de um ideal modular proprio é ideal modular proprio e que, por-
tanto, um ideal modular maximal € fechado.

e) Mostre que todo o ideal modular proprio esta contido num ideal modular
proprio maximal.

f) Mostre que um ideal modular fechado J de .4 é maximal sse .A/J néo
admitir ideais sendo os triviais.

g) Se J for ideal de A mostre que u € A ¢é unidade de A modulo J sse
u+ J for unidade de A/ 7 (considerando apenas as estruturas algébricas). Se
J for fechado e ||u|| = 1, mostre que A/ J ¢é digebra de Banach com unida-
de.

Tlef: [TL], VII-3, p. 400 onde se afirma, por lapso, a igualdade cuja validade fica infirmada por este
exercicio. ..
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h) Mostre que se J for ideal modular ¢ hiperplano de A, entdo existe um ho-
momorfismo @ : A — C, ndo nulo, tal que J = ker ®.

i) Mostre que se A for comutativa e 9t ideal modular maximal de A, entdo
A/9M ¢ isometricamente isomorfa a C (a reciproca desta assergdo, mesmo
para A ndo comutativa, resulta de h)). Conclua que existe uma correspondén-
cia biunivoca entre o conjunto o4 dos homomorfismos néo nulos ¢ : 4 — C
e o conjunto M = M(A) dos ideais modulares maximais de A, que a ¢ faz
corresponder ker .

j) Mostre que Mt C A ¢é ideal modular maximal de A (A comutativa) sse exis-
tir um ideal maximal 9V C A’, distinto de A, tal que 9 = 9’ N A; mostre
ainda que M determina M’ univocamente e que, portanto, existe uma bijecgdo
entre o conjunto dos ideais maximais de A" distintos de A e o conjunto dos
ideais modulares maximais de A que a MM’ € M(A") \ {A} faz corresponder
M N A

k) No caso em que A é comutativa podemos definir a Transformagdo de Gel-
fand T de x € A como sendo a aplicag¢do de o4 (ou M)em C que a ® € o4
(ou a ker ® € M) faz corresponder Z(P) = ®(z). Mostre que:

R@)={P(z): P €oy}
coincide com o4 () ou com o 4 () \ {0} (note-se que 0 € o4 (z),Vz € A!).

42) Seja X espago topologico compacto (separado), J ideal fechado de C(X) e
K={zeX: f(x)=0,Vfe T}

a) Se (2 for aberto de X tal que K C €2, mostre que existe g € J tal que
g(z) #0,Vz € X\ Q.

b) Mostre que J = {f € C(X) : f/x = 0}. Conclua que os ideais fechados
de C'(X) sdo exactamente as partes de C(X) constituidas pelas fungdes que se
anulam identicamente em certo fechado K C X.

43) Seja A algebra de Banach comutativa com unidade; mostre que L(o 4, C) é al-
gebra comutativa com unidade e que a Transformacdo de Gelfand ¢ homomor-
fismo continuo de A em L(oy4,C) tal que € =1, |[a| <|al,Ya € A, e

AN
at=1/a,Va €g.

44) Seja A algebra de Banach com unidade, A, a 4lgebra gerada por a € A.
Mostre que a aplicagéio de 04, em o4, (a) que a ¢ faz corresponder ®(a) é
uma bijec¢do que permite identificar @ com a aplicagdo identidade em o4, (a).
Mostre ainda que se b € A, for limite de uma sucessdo P,(a) de polindmios
em a, entdo P, (\) TE(A) uniformemente em o 4, (a) (identificando b com a

fungdo de 0 4,(a) em C que a bijecgdo atras construida determina), e portanto
b ¢ continua em o 4, (a).
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45) a) Sendo a € A (algebra de Banach com unidade), c € Ce g(A\) =1/(A —¢),
mostre que g € H, sse ¢ € p(a) e, nesse caso:

gla) = (a —ce)™' = R..

b) Seja a € A, (algebra de Banach com unidade), €2 aberto de C contendo
o(a). Mostre que existe uma constante C' = C(§2) > 0, tal que:

c

—“de) M€ —"FT——— ,VAeC\Q
I =271 = Ggnca ) \
(graficamente:
Q
oy )

46) Seja A algebra de Banach com unidade, {2 C C aberto néo vazio e:
Ag={aec A:0(a) C Q};
mostre que Agq é aberto em A.

47) Com as notagdes do exercicio anterior, seja H({2) o conjunto das fungdes
holomorfas em 2 (que ¢ algebra para as opera¢des habituais, comutativa com
unidade) e S a aplicagdo dada pelo calculo simbdlico (Teorema 2.15):

«S:H(Q) — Ao

g8y
onde:
Sy Ag— A
¢ tal que:
1

Sy(a) = g(a) /Fg(/\) (Ae —a)tdX

" 2mi

(I" fronteira orientada de dominio de Cauchy contendo o(a) na parte interna).
Mostre que:
a) S, ¢ continua de Ag em A, Vg € H(RQ).

b) S é homomorfismo injectivo da dlgebra H(Q) na algebra C(Ag, A) tal que
S =e,8\(a) =a,Va € Aq.
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¢) S goza da seguinte propriedade de continuidade: “se g, — g uniformemen-
n

te em cada compacto de Q} (g,, g € H(Y)), entdo:
¢ S!lu (a) TS(](G) em A, Ya € AQ 7

d) Mostre que as propriedades expressas em b) e ¢) caracterizam completa-
mente S e que a convergéncia em c) ¢ uniforme para a a variar num compacto
de Aq.

e) Mostre, com um contra-exemplo, que, mesmo com a hipotese de c) a con-
vergéncia ai expressa pode ndo ser uniforme em A = {a € A:o0(a) C K},
K compacto de 72.
48) Seja g(A) = > ¢, A" fungdo inteira; mostre que sendo a € A (4lgebra de Ba-
n>0
nach com unidade) e g(a) dada pelo cdlculo simbélico, se tem:

g(a) = ch a”.

n>0

49) Mostre como pode obter o Teorema de existéncia e unicidade para os sistemas
de equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes, e segundo mem-
bro continuo, a partir do exercicio 30) h), i). Utilize o calculo simbdlico de
matrizes para resolver o sistema:

!/
{ y=y+z-1

/
Z=z—y

50) Mostre como a formula exponencial (c¢f. exercicio 30) d)) permite obter méto-
dos de aproximagdo de solugdes de sistemas de equagdes diferenciais ordina-
rias lineares de coeficientes constantes por solugdes de sistemas de equagdes
lineares.

51) Interprete a formula de Lie (¢f. exercicio 30) e)) para o caso dos sistemas de
equacdes diferenciais ordinarias lineares de coeficientes constantes.

52) Se a série de poténcias > a, 2" for tal que > |an| < +oo e > a, 2" #0,

n>0 n>0 n>0
Vz € B(0,1) C C, mostre que a fungio g(z) = 1/<Zan z“) também admite
n>0
desenvolvimento em série de Taylor absolutamente convergente no circulo
B(0,1) de C.

72 Cf. [Ru2], exercicio 7 do Capitulo 10, p. 260 onde, por lapso, se pede para demonstrar a assergdo
que nesta alinea se pede para infirmar.
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53) Mostre que se g € H, (a € A, algebra de Banach com unidade) ¢ A ¢é holo-
morfa numa vizinhanga de g(o(a)), entdo h € Hy), ho g € H, e:

hog(a) = h(g(a)).

54) Mostre que o inverso de uma matriz invertivel esta na algebra (fechada ou
n'Zlo) por ela gerada [Sugestdo: calculo simbolico].

55) a) Sendo a € A (A algebra de Banach com unidade) tal que 0 estd na compo-
nente ilimitada de C \ o(a), mostre que a € invertivel e a! pertence a algebra
fechada A, gerada por a [Sugestio: calculo simbélico e Teorema de Runge).

b) Mostre, com um contra-exemplo, que nem sempre, no caso geral,
a~! € A,. Calcule, para o contra-exemplo apresentado, os espectros de a em
relagdoa A e A,.

56) Demonstre as propriedades (30) a (33) da nogdo de comutante, verificando
também que M’ é sub-algebra fechada de A contendo e.

57) Seja a € A (algebra de Banach com unidade) tal que o(a) ndo é conexo;
mostre que pode construir a partir de a (utilizando o calculo simbolico) um
elemento b € A,b # 0,b # e, tal que b> = b (b diz-se idempotente). Mostre
que se b for idempotente, entdo O'(b) C {O, 1} [Sugestdo: para a segunda parte do
exercicio, pode utilizar o Teorema de transformagio do espectro € o polinémio P(A) = A% — A].

58) Seja A algebra de Banach com unidade, a,b € A tais que ab = ba; mostre
que:

co(a+b) Co(a)+o(b);
s o(ab) C a(a)o(b).

[Sugestdo: pode utilizar a Transformagio de Gelfand em {a,b}"].

59) Seja A algebra de Banach comutativa com unidade e a4, ..., a, € A. Mostre
que se as transformadas de Gelfand a3,...,d, ndo tiverem nenhum zero
comum, entdo existem by, ..., b, € A tais que:

n
E bj aj; = €;
J=1

traduza este resultado para os casos particulares da algebra de Wiener e da
algebra associada ao exercicio 52).

60) Seja X compacto e B sub-algebra fechada de C'(X) contendo 1.
a) Se z € X, mostre que M, = {g € B : g(x) = 0} ¢ ideal maximal de B.

b) Suponha que B ¢ fechada para a conjugacio complexa e contém os inversos
dos elementos de B invertiveis em C'(X); mostre que todo o ideal maximal de
B ¢é da forma 901, para certo = € X.
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¢) Supondo satisfeita a conclusiao de b), mostre que X € homeomorfo a o sse
B separar pontos (ou seja, dados z,y € X,3g € B : g(x) # g(y)) e portanto,
nas hipoteses de b), sse B = C(X).

d) Das duas condigdes de b) mostre que s6 a segunda ¢ necessdria para se
obter a conclusdo [Sugestio: considere a algebra BB constituida pelas fungdes continuas em
5(0,1) = {z € C: |2| = 1} que sdo prolongaveis a B(0,1) como fungdes continuas, holomor-
fas no interior, com a norma de C(5(0,1))].

61) Seja A algebra de Banach comutativa com unidade e, X espago topologico
compacto e:

T:A— C(X)
homomorfismo algébrico tal que T'(e) = 1.

a) Mostre que existe um homomorfismo 77 que torna comutativo o diagrama:
A e — C (U A)

T
T

O(X)

b) Mostre que T} (e portanto T') € continuo (cf., sem o usar, o segundo Coro-
lario da Proposigédo 2.19).

¢) Mostre que se supusermos 7 continuo podemos dispensar a hipotese
T(e) = 1 [Sugestdo: considere X; = {z € X : Te(x) = 1}].

62) Seja A algebra de Banach comutativa com unidade, gerada por ay, ..., a, (ou
seja, igual ao fecho do conjunto dos polinomios em ay, ...,a, — menor sub-
dlgebra de Banach com unidade contendo {ay, ... ,a,}).

a) Mostre que a aplicagdo:

h:oy —C"
D — h(@) = (<I>(a1),... ) <I>(a,,l,))

& homeomorfismo de o 4 sobre um compacto K de C".
b) Mostre que existe um homomorfismo inico:
Ir:A— C(K)
tal que:
e I(a)(z)=z,Yze€ K,i=1,...,n;

verifique que:
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I'(a)(h(®)) =a(P),Va e A,P € oy,
ou seja,

I'(a)=aoh™,Vac A

¢) Mostre que I'(A) é constituida por limites uniformes de polinémios.

d) Se K C C" for compacto chamamos invélcuro polinomialmente convexo
de K ao conjunto:

K ={z€C": |P(2)| <sup|P(s)|,YP polinémio};
seK

com as notagdes das alineas anteriores (K = h(c4)), mostre que:
K=K

(ou seja K ¢ polinomialmente convexo) [Sugestdo: Mostre que se z € K a aplicagio
a;+— z;,1=1,...,n, se estende de maneira Ginica a um funcional multiplicativo ® € 0 4...].

€) Mostre que se n = 1, K ¢ polinomialmente convexo sse C \ K for conexo.
Que pode concluir acerca de o(a) em A, (A algebra de Banach com unida-
de)? [Sugestio: Teorema do médulo mdximo, para a condigdo necessaria; Teorema de Runge
para a condi¢do suficiente —se z € (C \ K)N K considerar a fungio s — 1/(z — s), holomor-
faem C \ {2}, vizinhanga de K.

f) Conclua da alinea anterior que se X C C for compacto, para que os polino-
mios em z sejam densos em C'(X) é condigdo necessdria que C\ X seja co-

nexo (e que X tenha interior vazio). [Nota: que estas condigdes sdo suficientes é um teo-
rema de Lavrentiev — ver [Br], teorema 3.4.15].

63) Seja T espago topologico, C(T') conjunto das fungdes complexas continuas e
limitadas em T; mostre que C(T') ¢é dlgebra de Banach comutativa com
unidade para as operagdes habituais e a norma:

If1l = sup | £ ()],
teT

que ¢ regular e simétrica. Conclua que C(T') é isometricamente isomorfa a
C(o¢(r)), através da Transformagio de Gelfand.

64) Como consequéncia imediata do exercicio anterior mostre que a conclusao
desse exercicio ainda ¢ verdadeira, substituindo C'(T) por L(X) (conjunto de
todas as fungdes complexas limitadas em X).

65) Seja (2,91, ) espago de medida (1 medida positiva). Designando por Ima-
gem ou Range essencial de f : Q) — C, mensuravel-y, o conjunto:

Ress(f) = {X € C: u(f71(B(\,€))) > 0,Ve > 0},

diz-se que f ¢ essencialmente limitada se Res(f) for limitado; nesse caso de-
signa-se por supremo essencial de f o nimero real ndo negativo:



2.6 Compactificado de Stone-C ech 123

[flle = sup {|Al - A € Ress(f)}

e por L>®(Q,C, 1) o conjunto das (classes de) fungdes (para a relagdo de
igualdade p.p.-t) essencialmente limitadas de 2 em C.

a) Mostre que L>*(Q,C, 1) é digebra de Banach comutativa com unidade
para as operagdes habituais ¢ a norma || . || .

b) Mostre que o(f) C Ress(f),Vf € L®(2,C, u).

¢) Verifique que L>®(Q2, C, ) é regular e simétrica (quanto a simetria verifi-
que, mais precisamente, que:

/g\:?’ vgeLOC(Q7C7M)'

d) Mostre que a Transformagdo de Gelfand de L>(Q, C, p) respeita a ordem
(ie:g>0pp-p=7=>0,Vge L*Q,C,pu)).

e) Mostre que a Transformagdo de Gelfand transforma fungdes caracteristi-
cas’3 em fungdes caracteristicas.

f) Mostre que X = oy, € fotalmente desconexo como espago topoldgico

(ou seja, as componentes conexas sdo as partes reduzidas a um ponto) [Suges-
tdo: Mostre que C(X) = C(o~(,)) contém como parte densa o espago vectorial gerado pelas
fungdes caracteristicas dos conjuntos simultaneamente abertos e fechados; atendendo a esse
facto, se em dada parte Y de X existirem dois elementos distintos x,y mostre que existe uma

parte simultaneamente aberta e fechada de X que contém = mas nao contém y].

g) Conclua das alineas anteriores que todo o espago L™ ¢é isometricamente
isomorfo (para as estruturas de algebra de Banach e de ordem) a um espago
C(X) onde X é compacto e totalmente desconexo.

66) Com as notagdes do exercicio anterior, seja agora Q = [0, 1], 9 a o-algebra
dos conjuntos mensuraveis, 4 a medida de Lebesgue.

a) Mostre que o(f) = Ress(f),Vf € L>([0,1]).

b) Mostre que existe uma medida de probabilidade m sobre X = o ([ 1)) tal
que:

=N 1
/fdm=/ f(z)dz, ¥f € L(0,1)).
X 0

¢) Mostre que m(A) > 0 para todo o aberto ndo vazio A de X [Sugestio: Lema
de Urysohn].

d) Mostre que toda a fungo boreliana limitada ¢ : X — C coincide p.p.-m
com uma fungdo de O(X) [Sugestdo: Comece por supor que |p| <1 e considere uma
aproximagdo de ¢ em L?(X,m) por fungdes continuas ﬁ, de moédulo ndo superior a 1 — ¢f

73Dado um conjunto X e Y C X recordemos que se designa por fungdo caracteristica de Y (em X)
afungio xy : X — Rtalque xy(z) =1sexz €Y, xy(z) =0sex € X \Y.
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[Rul], Teorema de Lusin — mostrando que os correspondentes f,, constituem uma sucessio de
Cauchy em L%([0, 1]); conclua que ¢ coincide p.p.-m com a transformada de Gelfand do limite

dos fi]-

e) Mostre que X ¢é extremalmente desconexo, ou seja, que os fechos dos aber-
tos sdo conjuntos abertos (condicdo mais forte que a definidora dos espagos
totalmente dESCOI’le)COS) [Sugestdo: Dado um aberto A de X considere o complementar B
de A em X; para mostrar que B ¢é fechado considere ¢ = xp ¢ ? € C(X)iguala ¢ p.p.-p...].

67) Dado um espaco de medida (2,90, u) e A, B € M, diz-se que B quase con-
tém A ou que A estd quase contido em B se (A \ B) = 0. Como é 6bvio, a
unido de uma familia arbitraria de conjuntos mensuraveis nem sempre ¢ men-
suravel (uma vez que podem existir partes de {2 ndo mensuraveis...); no entan-
to, prove que dada uma familia arbitrdria (A, )acy de partes mensurdveis do
intervalo [0, 1] existe uma parte mensurdvel A de [0, 1] tal que A quase con-
tém cada A, e esta quase contido em qualquer B mensurdvel do intervalo
[0,1] que quase contenha cada A, (ou seja, A é o supremo da familia
(An)acs para a relagdo de ordem parcial de “quase-inclusdo” no conjunto

das partes mensurdaveis de [0, 1] [Sugestdo: Pode utilizar o exercicio anterior para cons-
truir A. Comece por considerar as fungdes caracteristicas f,, dos A, e as respectivas transforma-
das de Gelfand fA(l que sdo fungdes caracteristicas de certos €2,; sendo €2 a aderéncia da unido dos
Q,, a respectiva fungdo caracteristica também estard em C(X), pelo que sera da forma ? para
certo f € L*°([0, 1]). Mostre que pode tomar A = {z € [0,1] : f(z) = 1}].

68) Efectue uma constru¢io semelhante 4 do compactificado de Stone-Cech mas
partindo de L(T) (espago das fungdes limitadas complexas em T, espago
topologico completamente regular); qual a propriedade do compactificado de
Stone-Cech que nio se mantém na nova construgio?

69) Sejam X, Y espagos topologicos compactos e ¢ : C'(X) — C(Y') isomorfismo
algébrico; mostre que:

h: UC(X) — Uc(y)
P h(P)=Poi!

& homeomorfismo. Conclua que X e Y sdo homeomorfos.

70) Seja B(R) o compactificado de Stone-Cech de R. Mostre que nio pode existir
uma distancia em 3(R) que defina a topologia de 5(R) e coincida em R com a
distancia habitual. [Sugestio: pensar, por exemplo, na fungo sin (z2)...].

71) Mostre que o compactificado de Stone-Cech 3(T) de um espago completa-
mente regular T satisfaz a seguinte propriedade de maximalidade: se Y for
compacto e g : 7' — Y continua com imagem densa, entdo existe uma aplica-
¢do continua § : 5(T) — Y que torna comutativo o diagrama:
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_h

onde h é homeomorfismo de T numa parte densa de 3(T") (independente de
9)-



Capitulo 3

A Algebra L! e a Transformacio de Fourier

3.1 A algebra de convolugio L

Examinemos agora um exemplo importante de algebra de Banach sem unida-
de. Consideremos o espago de Banach L!(R"); em tudo o que se segue tomare-
mos N = 1, sem perda de generalidade, ja que os resultados (e as ideias das de-
monstracdes) sdo idénticos, mutatis mutandis, no caso geral de N € N; e até
mesmo em situagdes mais gerais, no quadro da teoria da medida de Haar em gru-
pos localmente compactos, assunto de que ndo nos ocuparemos neste curso.

Pretendemos introduzir em L' um produto’4, denotado * e designado por
convolucgdo, pela formula:

(36) cxxy(t) = /Rx(t —8)y(s)ds, Yo,y € L,

pelo menos para quase todos os ¢ € R (no sentido da medida de Lebesgue em R).
Nao sabemos a priori se a fun¢do s — x(t — s)y(s) é integravel para cadat € R,
ou mesmo, caso o seja p.p. em R, se a fungdo x * y definida p.p. por (36) define,
de facto, um elemento de L'. Vejamos que assim é e que se obtém de facto uma
algebra de Banach.

TEOREMA 3.1: Se z,y € L%, entio, para quase todos os t € R é somdvel
em R a fun¢do s — x(t — 3)y(s), e a aplicacio x * y definida por (36), p.p.
em R, é somavel. A aplica¢io (x,y) — x *y de L' x L' em L' confere a
L' uma estrutura de dlgebra de Banach comutativa sem unidade, tendo-se:

*llz gyl < llzllllyll-

Comecemos por demonstrar dois Lemas que utilizaremos também em diver-
sas ocasides ao longo deste capitulo:

74Recordemos que L' ndo é fechado para o produto usual de fungdes.

127
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LEMA 1: Se¢ja p € [1,+oo[, z € LP; entdo é continua a aplicacio de R em
L? que at € R faz corresponder x, € LP definida por:

cxi(s) ==x(s—t),VseR.
Demonstracio: Comecemos por demonstrar o Lema para x € C, (espago das

fungdes continuas de suporte compacto em R). Como x €, neste caso, uniforme-
mente continua, é evidente que:

Ti— T
EneL

uniformemente, e portanto Ly Ty, €M L?, ja que podemos considerar o integral
t—to

que intervém na convergéncia, apenas em certo dominio limitado de R. Ora C, é

denso em LP; entdo, dado x € LP,t) e Re § > 0, seja® € C, tal que:

e 2, < 3.

Ter-se-a:
|l — CCthp < (/]R |z(s —t) — E(s — t)|pds)% n
: (/R o= t")'pds)% + (/R @ (s — to) — a(s — to) " ds>% -

- N 2 ~
=2llz —Z[|, + |7 — T |, < 3t 12 — Z, -

Pelo que atras vimos e ja que T € C,, podemos escolher € > 0 tal que:

|t — to‘ <&e= ||§f _ftn”p < 5,
donde ||z — x4, ||, < 6.00

LEMA 2: Seja x € L' e y funcio mensurdvel limitada; entio a aplicacio
definida por:

'x*y(t)=/w(t—s)y(s)ds

R

(¢t € R) é continua (e independente do representante de x escolhido).
Demonstrac¢do: Considerando um representante qualquer de = € L' ter-se-4

(para tg,t € R):

rxy(t) —xxy(ty) < t—s)—x(ty — ds <

o5 0) =2 y(t0)] < [ fot = 9) = alta = 5)| )] ds <

<M
< M/ |x(t — s) — x(tp — )| ds—> 0,
R t—to
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atendendo ao Lema 1, aplicado a fungdo z_(s) = z(—s); = * y é, portanto, conti-
nua. Considerando outro representante T de x € dbvio que:

Zxy(t) =xz*xy(t), Vt € R,
jaque z(t — s)y(s) = F(t — s) y(s) para quase todos os s € R.[J

Demonstracio do Teorema 3.1: Poderiamos demonstrar directamente o
Teorema, estudando a mensurabilidade em R? da funcdo:

(t,5) = a(t - 5)y(s)

e aplicando os Teoremas de Fubini e Tonelli-Hobson [exercicio] (ver [Rul] e
[BW2]). Podemos, no entanto, basear-nos em resultados mais elementares, como
sejam o Teorema de Fubini para fungdes continuas e alguns teoremas basicos da
teoria do integral de Lebesgue (Beppo Levi, Lebesgue, Lema de Fatou, etc.), jun-
tamente com os Lemas anteriores, que, como foi referido, nos serdo uteis noutras
ocasides. Comecemos entdo por estudar a operacdo * em C., onde estd obvia-
mente bem definida, fornecendo ainda fungdes de C,. (x xy(t) =0set —s ¢
¢ supp x, Vs € supp y, ou seja, se t ¢ supp x + supp y, compacto de R). E trivial
a verificacdo da bilinearidade de * e:

:zj*y(t):/R:E(t—s)y(s)ds:/Rx(u)y(t—u)du:y*x(t),

vVt € R (fazendo a mudanga de variavel ¢ — s = w); analogamente (utilizando o
Teorema de Fubini para fungdes continuas em intervalos compactos de R?):

*(y*z)(t):/Rx(t—s)(/Ry(s—u)z(u)du>ds:
:/Rz(u)(/ﬂ{x(tfs)y(sfu)ds>du:
:/Rz(u)(/ﬂ{x(tfufv)y(v)d@du

:/x*y(tfu)z(u)duz(l'*y)*z(t)a
R

Vt € R, e portanto * é comutativa e associativa em C.. Finalmente:

dt<//|mt—s||y (s)|dtds =
/|y /|xt75|dt ds = /\m |dt /|y |ds =

= [lz[lllyll-

|z * y] (tfs s)ds

Sendo * aplicagdo bilinear de C,. x C. em C,, continua para a topologia de L',
podemos estendé-la por densidade a uma aplicag@o bilinear:

(z,y)—xoy
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unica de L' x L', que confere a L' uma estrutura de algebra de Banach, ja que
todas as propriedades que acabamos de demonstrar para * em C. “passam ao
limite” e valem portanto para “z e y”. Resta verificar que = e y pode ser dado por
(36), Vx,y € L'. Comecemos por ver que assim &, se y for, além disso, limitada.
Nesse caso, pelo Lema 2, podemos definir x * y, que € fungdo continua, logo, em
particular, localmente somavel. Comparemos z * y com x e y; para definir x  y
convém considerar sucessoes x,,, y, em C, tais que:

*T,——T,y,—> Yy em L.
n n

Por defini¢do:

cxey=Ilimx, xy,
n

(limite tomado em L1); ora:

[ 1oy =@t = [ 1= ) 0(0) +0 = ) 0)] e <
< ’ |zt — s) — zn(t — 3)||y(s)| ds ) dt +

- /,:, (/R |z (t = $)||y(s) = yn(s)] ds) dt <

C
< 2Mn||z — x| + 2nmax |z, ()] |y — vl < —,
teR n

desde que se escolha a sucessdo z,, de modo que ||z — z,|| < 1/n?%, e depois (no
caso de max |z, ()| # 0) y, tal que:
S

Ul < 57—
]
teR
Entao:
n C C
/ |:I: * y(t)| dt S — +/ |$7L * yn(t)| dt = + ||:En * yn” )
_n n R N N——_———
limitada

donde = *y € L', pelo Teorema de Beppo Levi. Substituindo, se necessario,
Tp,Yn POTr subsucessdes tais que x, * y, converge p.p. ¢ aplicando o Lema de
Fatou a (37), vem:

/ |z y(t) —zey(t) dt = / 11’1Ln(|x *y(t) — 2o * Yn ()| X[onm (1) dt <
R

R
. " . C
sm/ e yl0) — 5 ()] d1 < lim = 0

logo:
rey=ux*y, p.p.emR.
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Suponhamos agora que x, y sdo reais niio negativas; como qualquer fungio de L'
¢ combinagdo linear de fungdes ndo negativas pertencentes a L' (z = (Rx)™ —
— (Rx)” +i((Sx)* — (Sx)7)) e a operagdo (x,y) — x o y & bilinear, basta de-
monstrar a validade da representagéo integral de = e y naquele caso. Para tal con-
sideremos a sucessdo y,, definida por:

(= {40 TS

como cada y, ¢ limitada, pelo que acabamos de ver, para quase todos os ¢t € R:
cxeoy,(t) = / x(t — ) yn(s) ds.
R

Ora, pelo Teorema de Lebesgue, ¢ 6bvio que y, — y em L', donde, pela conti-
n
nuidade do produto, x e y, — x ® y em L'. Entdo, se necessario passando a uma
n

subsucessio:

czey,—xey, p.p.emR.
n

Por outro lado, pelo teorema de Beppo Levi (da convergéncia mondtona), aten-
dendo a que:

2(t = s)yn(s) T2(t = 5)y(s),

obtemos:
[t = 96— [ st =)y s, v er
donde:
seu(®) = [ a(t=5)y(s)ds pp. em

em particular x * y ¢ finito p.p. em R e pertence a L'
Resta provar que L' ndo tem unidade; suponhamos que existe e € L', tal que:
cexy=y,Vyec L.

Se considerarmos, em particular, y € L' N L™, pelo Lema 2 vira y continua. Ora
existem em L' fungdes limitadas que ndo coincidem p.p. com nenhuma funcdo
continua; basta por, por exemplo:

*Y = Xa,b]

(fun¢do caracteristica do intervalo [a, b]), com a < b, a,b € R. Néao pode portan-
to existir tal e.[d
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3.2 A dlgebra S e a Transformacao de Fourier

Como vimos na sec¢io 2.1, podemos injectar L' numa algebra com unidade
(através de um homomorfismo isométrico), que designaremos por S. Identifican-
do os elementos de L' com as respectivas imagens pela injecgdo acima referida e
designando por e a unidade de S, teremos:

eS={z+Xe:xc L eC},

como sabemos. Procuremos os funcionais multiplicativos ndo nulos de S, ou
seja, 0 espectro os; se ® € 05,2+ Ae € S(x € L', \ € C), temos:

e O(z+ Xe) = P(x) + A

Uma possibilidade ¢é, pois, que ®(z) = 0, Vo € L, o que corresponde ao fun-
cional:

Ooo(r+Xe) =\, Ve e L' N eC.

(a notagdo P, serd mais adiante justificada). Outra hipotese ¢ ® ser funcional
multiplicativo ndo nulo sobre L', ou seja, existir ® homomorfismo néo nulo de
L' em C tal que:

cd(z+Ne) =P (z)+ A\, Ve e L', A eC.

Para identificar os elementos de o distintos de ®, basta-nos entdo identificar os
homomorfismos continuos de L' em C ndo nulos (de facto, qualquer homomor-
fismo de L! em C é continuo — ver exercicio 41) infia). Se

L'~ C

for homomorfismo continuo, em particular ® € (Ll)* = L™, ou seja, existe
G € L™ tal que:

/ﬂ t)dt, Vo € LY

além disso, se ¢ # 0, ndo se tem § = 0 p.p.. Ora:
D(x *y) /6 / (t—s) (s)ds)dt:
/ / B(t)z(t—s dt) ds = /Ry(s) (/Rﬂ(t) x(t) dt) ds,
=

« B(2)B(y) = B(x) / (s) B(s) ds = / y(s) (B(x) B(s)) ds

(utilizando os teoremas de Tonelli-Hobson e de Fubini para justificar as “trocas”
de integra¢do no calculo de ®(z * y), uma vez que o primeiro integral repetido
atras escrito ¢ finito quando se substituem as fungdes pelos respectivos modulos,
sendo mensuravel a fun¢do de duas variaveis envolvida nos calculos). Como:
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O(xxy) = ®(x)®(y), Vo,y € L',

concluimos, pela unicidade da representagdo dos elementos do dual topologico
de L' através de fungdes de L™, que:

(38) e O(x)B(s) = /Rﬁ(t) z4(t) dt = ®(z,), Vo € L', p.p. em R.

Se ® ndo for nula, existird = € L' tal ®(x) # 0, donde:
L
O(z)

0 que mostra que [ ¢ continua, ja que, pelo Lema 1, a fungdo s — x, é continua
deRem L' e ® € (LY)*. Por outro lado (utilizando (38) € (39)):

(39) «B(s) = O(xs), pp.emR,

(40) Bls+1) = g B = 5Bl =
1
= 50y 2@)80) = BB(), Vs, € R

Como [ ¢ continua e ndo identicamente nula, conclui-se desta identidade que (3 é
uma exponencial. Podemos verifica-lo directamente, comegando por estabelecer
este facto para s,t € N e passando em seguida, sucessivamente, aos racionais e
aos reais, tendo notado que:

B5(0) = (0 +0) = 5(0)* = B(0) = 1
(ja que B(0) # 0, ou viria B(t) = B(t + 0) = B(¢)B(0) = 0, ¥t € R). Outro pro-
cesso ¢ notar que, uma vez que (3(0) = 1, para ¢ suficientemente pequeno:

CzAﬁ@ﬁ%&

donde:

Cﬂ(s)—/Usﬂ(s)ﬂ(t)dt—/Osﬂ(Sth)dt—/E Sﬂ(u)du,V.SG]R,

e concluimos assim que 3 ¢ de classe C''. Podemos entdo derivar (40) em ordem
at,oqueda:
B (s+t)=p8(s)p(t), Vs, t €R,
em particular:
< B(s)=p'(0)B(s), Vs €R,
0 que, juntamente com a condigdo 3(0) = 1, garante que:

«B(s) =0 Vs eR.
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Como, por outro lado, sabemos que 3 € L*, §'(0) é necessariamente imagindrio
puro. Ou seja, existe t € R tal que:

«B(s) =e ", Vs €R.
Desta analise resulta que se ¢ € og,  # &, entdo existe ¢ € R tal que:
*B(x + Xe) = / e " x(s)ds+ N, Vo e L' A € C.
R

Reciprocamente ¢ facil verificar que a férmula anterior define, de facto, um
funcional multiplicativo ndo nulo sobre S [exercicio]. Concluimos assim que a
aplicacdo:

R— gs
teER— & : Oy(xz+ de) = / e " x(s)ds+ N, Vo€ L'\ € C,
00— Dot Do (7 + Ne) :R)\, Vee L' A eC,
¢é sobrejectiva. Provemos que se trata de bijeccdo, ou seja,
ty # t1 = Oy # Pyy;
para isso utilizemos uma fungfo auxiliar pertencente a L':

H(t)=e" Vvt eR.

Temos:

O,(H) = / e e lslgs = / et el ds =
R R

+00 ‘ )
= /Rcos (ts)e llds = 2/0 cos(ts)e *ds = 1 vt € R;

se |to] # |t1] vem, obviamente, ®; (H) # ®; (H) e portanto Py, # ;. Se
to = —t1 # 0, basta considerar a fungao:

 Hy(t) = e,
pois:

2 e*ita

T eER

®y(H,) = / e H(s—a)ds = / e~ Huta) H(u)du =
R R
portanto, se a # Kn/ty (K € Z) vem, evidentemente, @ (H,) # D_4 (H,).
Estabelecemos assim uma bijecgdo ¢ — ®; de R sobre s que nos permite
identificar a transformada de Gelfand de um elemento de S com uma fungao de
R em C; teremos:
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s (x4 Xe)(t) = By(z + Xe) = / e x(s)ds+ N, set €R,
R

AN
o (z+ Ae)(00) = Poo(T + Ae) = A
Do Teorema de Wiener-Gelfand (2.12) deduzimos entdo, para a algebra S:

PROPOSICAO 3.2: Um elemento x + e € S (x € L', \ € C) € invertivel
sse A # 0 e:

/ e x(s)ds# -, VteR.O
R

A transformada de Gelfand de um elemento x € L' designa-se habitualmente
por transformada de Fourier de x. Das propriedades da Transformacdo de Gel-
fand resulta, em particular, que a Transformagio de Fourier aplica L' em fungdes
limitadas, tendo-se:

(41) N2l < Ml

Neste caso podemos estudar o comportamento de Z relativamente a topologia de
R; temos:

I_’ROPOSICAO 3.3 (Riemann-Lebesgue): Se x € L, entio T é continua em
R; ou seja, T /g é uma fungdo continua que tende para zero no infinito (ja que
Z(00) = Do (x) = 0).

Demonstragao: Calculemos a transformagdo de Fourier da fungdo caracteris-
tica de um intervalo [a, b] C R (a < b); temos:

B—ztb7 ‘—ztu

o —its e ™ set#0
X[a,bl(’f)Z/Re “Xap)(5) ds = {b S set?

—a set=0"

E 6bvio que X/[u\b] ¢ continua e tende para zero no infinito; ora o espago Cy das
fungdes complexas continuas em R que tendem para zero no infinito é subespago
fechado de L(R,C) (com a norma do supremo). Como as combinagdes lineares
de fungdes caracteristicas de intervalos fechados (fungdes em escada) constituem
um subespago denso de L', concluimos, de (41), que 7 aplica L' em Cy.00

Uma vez que R ¢ compacto (com a topologia do compactificado de Aleksan-
droff de R) e a bijecgao:

t’—>q)t

continua de R sobre o (0 que resulta imediatamente da proposigdo anterior e da
defini¢do de convergéncia para a topologia de os — a convergéncia fraca-x),
concluimos que esta aplicagdo é homeomorfismo, de R sobre os. Ou seja, mais
uma vez conseguimos identificar o espectro da algebra comutativa em estudo
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com determinado compacto de modo que as transformadas de Gelfand se identi-
ficam com fung¢des “numéricas” (neste caso, com dominio contendo o ponto co).

Do Teorema de Lévy-Gelfand, podemos agora concluir, relativamente a
Transformacgdo de Fourier:

PROPOSICAO 3.4: Se x € L' e f for funcio holomorfa na vizinhanca do
conjunto {Z(t) : t € R} U {0}, tal que f(0) = 0, entio existe y € L' cuja
transformada de Fourier coincide com f o .

Demonstracio: Pelo Teorema de Lévy-Gelfand (2.14) sabemos que existe
y € L', X € C (ou seja, y + Ae € S) tal que:

N
cy+de=foZ,

ou seja,

*GHA=Jo= Jloo) + A= f(@(oc)) = F(0) = 0= A=0,

Y(oo
H/_/
0

dondej = foz.0d

3.3 Equacdes de convolu¢io em L!

O estudo que acabdmos de fazer da Transformagio de Fourier em L' (em par-
ticular a Proposi¢do 3.2) permite-nos, por exemplo, estudar o problema da exis-
téncia ¢ unicidade de solugdo para a seguinte equagdo integral (dita de convolu-

¢do):
cy(t) + )\/R k(t —s)y(s)ds = z(t), p.p.emR

(onde z,k € L', A € R sdo dados). Pretende-se encontrar y € L' tal que:
Y+ Akxy =z,

ou seja:
(e+ k) xy =z

Uma condicao suficiente para que tal equacdo tenha solugdo €, evidentemente,
que e + Ak seja invertivel em S, ou seja (Proposigdo 3.2), que:

(42) . / et f(s)ds £ —~ , Vi € R
R A

(excluimos o caso trivial em que A = 0). O inverso de e + Ak sera certo elemen-
topue +g€S (ueC,ge L) tal que:

ce=(uet+g)x(e+Ak)=pe+Auk+g+Argxk=pu=1,
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ou seja, existira g = g(\) € L! tal que:
@3)  ey(t) = (e+ g\) % 2(t) = =(t) + /R g0t — 5) 2(s) ds.

No caso em que k satisfaz a (42), obtivémos assim uma féormula resolvente para a
equagdo de convolugio através ainda da convolugdo com uma funcdo de L'. E
facil verificar que a condicdo (42) ¢ também necessdria para que a equagido de
convolugdo tenha solugdo para qualquer z € L'. Com efeito, se (42) nio se
verificar teremos, para certo ty € R:

AN AN
(e +AR)(to) = 0= 0 = (e + Ak)(to) G(to) = (e + Ak) x y(to) = Z(to)-

Ora existem fungdes em L' tais que Z(to) # 0,Vty € R! (pense-se por exemplo
em z(t) = eI, como atras foi visto). Portanto a equagdo de convolugdo tem
solugdo para todo o z € L' sse a condicio (42) for satisfeita, sendo tal solu¢io
unica para cada z fixado. Outra questdo que se pode colocar é a unicidade de
g()\) no seguinte sentido: serd que existe, para cada X # 0 um unico g(\) € L!
para o qual existe solu¢do unica y da equagdo, dada por (43), para qualquer z?
Como acabamos de verificar, a existéncia de g(\) é equivalente a invertibilidade
de e + Ak; a unicidade podera resultar da injectividade da Transformacgdo de
Fourier, pois escolhendo z tal que Z(¢) # 0,Vt € R:

~ AN s
(e+g\)*z=(e+ M) x 2= (e+g(\)(t) = (e + \k) 7 (t),Vt € R,

ficando assegurado que:
e+g(\) = (e + k)7,

desde que se presuma a referida injectividade. Além disso, o método utilizado
permite determinar com facilidade a Transformacgdo de Fourier da solugdo da
equagdo considerada:

~

Y z
y=_—"=
1+ Xk

0 que, mais uma vez, determina vy, se a Transformag¢do de Gelfand (Transforma-
¢do de Fourier) for, neste caso, injectiva! vamos ver que assim é. Mais precisa-
mente vamos verificar que se x,% € L', entio podemos obter x a partir de Z por
uma transformagdo semelhante a de Fourier. Antes convém-nos examinar uma
propriedade de L' que ¢ a existéncia de aproximagées da unidade, ou seja,
sucessdes e, em L! tais que:

ee, xx—xem L,
n

Vo e L.
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3.4 Aproximacoes da unidade e inversao da Transfor-
macio de Fourier

Como vimos a proposito do exercicio 17) (Capitulo 1), a convolugdo com
uma “densidade de probabilidade” consiste em fazer a média da fungdo “em
torno” de cada ponto, o que torna plausivel o resultado seguinte, no quadro mais
geral dos espacos L?:

PROPOSICAO 3.5: Seja p € [1,+00], f € L', g € LP, entio para quase
todos os t € R existe f x g(t) dado por (36) (com x = f,y = g), a funcio
f = g assim definida p.p. em R é (representante de) elemento de L” e:

ILf *gllo < £l 22llgll zo-

Além disso, no caso p # +oo, se e, (n € Ny) for sucessio de funcéoes de Lt
ndo negativas tais que ||e, ||, = 1,Vn € Ny e:

°Va>0,/ en(t) dt— 0;
R\[—a,a] n

entdo, para todo o x € LP:

ce,*xx—x, em LP.
n

Comecemos por demonstrar o Lema seguinte que, de certo modo, “substitui”
o resultado andlogo ao expresso na parte final da proposi¢do anterior para o caso
p = +00.

LEMA: Sendo e,, sucessdo nas condicoes da Proposicdo anterior e x fun¢do
mensuravel limitada, continua em to € R, entdo:

en * z(to) — z(to).

Demonstragio: Tem-se (considerando C > 0 tal que |z(¢)| < C,Vt € R):

len * x(to) — x(ty)| = /Ra:(to —8)en(s)ds — /Rl‘(to) en(s)ds| <
< /|x(t0 —8) — a(ty)|len(s)| ds < 2C en(s) ds +
R R\[—a,a]

+ s folto —5) —alt)] [ en(s)ds
s€l—a,al —a
<1
donde:

lim|e, * z(to) — (to)] < sup |x(to — s) — z(to)], Ya > 0.

s€l—a,al

Como o segundo membro se pode tomar tdo pequeno quanto quizermos, €sco-
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lhendo a > 0 suficientemente pequeno (por continuidade de = em ¢;), podemos
concluir.[J

Demonstraciio da Proposi¢do 3.5: Trataremos apenas do caso p # +00, ja
que para p = 400 o resultado € trivial. Notemos, para comegar, que a fungéo:

s |f(t = s)llg(s)["

esta em L' para quase todos os ¢, atendendo ao Teorema 3.1, j& que g € L”; para
quase todos os t, esta portanto em L? a fungdo:

s [f(E = 9)7]g(s)].

Atendendo entdio a desigualdade de Hélder, estard em L' (mais uma vez para
quase todos os ) a fungdo de s:

11t = 9)llg(s)| = Lt = s)|7 |f(t = )|*lg(s)],
c L1 eLr

e portanto também a fungéo s — f(t — s)g(s), tendo-se:

|+ g(t)] S/le(t*S)llg(S)ldSZ/le(t*S) f(t—s)

< (f1ste=snas) ([ 1= 9ator as)’.

1
P

g(s)[ds <

Portanto:
[1rsora<isi [ [1r@- 9l asae =
R RJR
= g p _ ff“ p
=1l | ([ 1= s)at)lg@s) ds = 1715 gl
R ™R
donde fxg e LPe:

1,1
1f gl < NFI15

Temos além disso (utilizando mais uma vez a desigualdade de Holder):

Jewra =l = [| [ exttott = o)~ a(0) as
< [ ([ ente) bate = 5) = olt)] ds) e =

- / ( / en(8)t en(s)? alt — ) — a(t)| ds) dt <

9l = A1 2 Nlgll -

»
dt <
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< [(([entoras) ([ ents)late =)= sto as)") a =
Ul

=1

:/R(/Ren(s) fa(t — ) — a(0) ds)dt =
= [eut)([ 1ot~ 9 - st it)ds = [ en(s) e~ el s,

e portanto, por defini¢do de convolugao:

llen =l < enx [lo—s — 2/(0) —> [lzo — [l =0,

pelo Lema anterior, ji que a aplicagdo s +— |75 — ||, € continua e limitada,
atendendo ao Lema 1 da sec¢do 3.1.00

A existéncia de fungdes e, satisfazendo as hipoteses da Proposicao 3.5 resulta
da existéncia em L' de fungdes ndo negativas, com integral igual a 1 (ver
exercicio 3) — Introdugdo — e exercicio 17) — Capitulo 1). Sendo v uma tal
funcdo, basta por:

e e, (t) = nu(nt), Vn € Ny, t € R.
Para obter a formula de inversdo vamos considerar uma aproximagao da unidade

constituida por transformadas de Fourier de fun¢bes de L'. Para isso utilizare-
mos a funcdo auxiliar

H(t) = e
como atras vimos:
o 2
« H(t
®) 142

Como:
convém-nos por:
donde:

E(t =1
/ Jdt = /1+t2 ’

e portanto podemos usar, como aproximacdes da unidade:
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onde:

(como ¢ facil verificar, pela mudanga de variavel s/n = wu no integral “ds”
definidor de £,). Teremos assim:

PROPOSICAO 3.6: Se = € L, entio, com as notacées acima, para cada
ne€N;,te R:

Jul

1 ]
(44) e, *xx(t) = —/ e™Z(u) e » du.
27 R

Demonstragao: Notemos que, com as notagdes atras introduzidas,
en(t) = en(—1),

donde, se x € L!, t € R, invocando os Teoremas de Fubini e Tonelli-Hobson:

ce, xx(t) = /Re,,,,(s —t)x(s)ds = /REA,L(S —t)x(s)ds =

_ /]R ( /R 1" B, () du) (s) ds =

= /]R (/R e (s) ds) e B, (u) du = /Reit“’f(u)En(U) du,

0 que prova o que pretendiamos, ja que:

PROPOSICAO 3.7 (Inversio da Transformacio de Fourier): Seja = € L'
tal que T € L'; entio x € Cy (espaco das funcées complexas continuas, nu-
las no infinito) e:

(45) z(t) = 1 / e z(s)ds, Vt € R.
271' R

Demonstracio: Aplicando a Proposi¢ao anterior a x e atendendo a que supo-
mos agora @ € L', vira, utilizando o Teorema de Lebesgue no segundo membro
de (44):

n

1 p
en * x(t) — %/R e 7 (u) du

para quase todos os ¢ € R. Mas, pela Proposigao 3.5, uma vez que ha, neste caso,
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convergéncia L', podemos garantir que, pelo menos para certa subsucessdo:

€y ¥ T—=T, p.p. em R,

e portanto:

1

T o

x(t) / e™Z(u)du, p.p. emR.

R
Concluimos portanto que x(t) é a transformada de Fourier no ponto —¢ da fun-
¢30 T que por hipdtese esta em L'; pela Proposigdo 3.3 x é continua e tende para
zero no infinito, ou, seja, mais precisamente, admite um representante com estas
caracteristicas, o qual é dado, em todos os pontos de R, por (45).01

Muitas vezes representa-se por ¥ o segundo membro de (45) (substituindo
por y). Portanto, se x,% € L'

89

=XT.

8)«

COROLARIO: A Transformagcio de Gelfand em S é injectiva; em particular,
se x € L' e T for identicamente nula, entio x = 0.

Demonstragdo: Se x + e € Sex + e =0, vem:

7/\;

°z

como Z € Cy, concluimos que A = 0. Entdo Z € L' e portanto, pelo Teorema an-
terior:

1 . 1 _
x(t) —/ e 2(s)ds = — [ € 0ds=0,VteR.O
R 27 Jr

3.5 Propriedades operativas da Transformacio de
Fourier

Terminamos o estudo da Transformacio de Fourier em L' enunciando as res-
pectivas principais propriedades operativas, que a tornam de grande utilidade no
estudo das equacdes diferenciais (ver exemplos nos exercicios); utilizaremos, de
agora em diante, a seguinte notacao:

* Uma fungio f poderd ser designada por “f (Z)” (por exemplo “a fun¢io
Z2f” designa a funcio x — 22 f(x)).

PROPOSICAO 3.8: Seja y € L'; entio:

S
Lg.=y({ —a)=e "7, —a) = ey, Va e R;
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N 1%
2. y(at) = m’g(;) ,Va € R\ {0};
3. Sety € LY, entio G é de classe C* e:
PO
Y = —ity;

4. Se y for absolutamente continua e y € L', entio:

- = ity;
5.9 =9(—%).

Demonstragao: 1., 2. ¢ 5. sdo de verificagdo imediata (por simples mudangas
de variavel nos integrais, nos casos 1. e 2.). Quanto a 3., note-se que:

(e y@)] = |-Be T yB)| < [3yB) € L', vt €R,
donde, pelo Lema de Leibniz-Lebesgue (da derivagdo “debaixo do sinal de inte-
gral”, cf. [BW2]) concluimos que % ¢ derivavel e:
-
'/y\/ = *Zty S C[).

Para demonstrar 4., notemos que, por defini¢do de funcao absolutamente conti-
nua, existe z (derivada p.p. de y, portanto, por hipotese, em L), tal que:

cy(t) = /0 2(s) ds + y(0).

Concluimos que y tem limite em +o0o € em —oo (aplicando o Teorema de Lebes-
gue as fungdes z(s) xo.4(5), 2(5) X[-1,0/(s) quando £ — +00) e portanto tais li-
mites tém que ser iguais a zero (ou y ndo seria, evidentemente, somavel); este
facto permite-nos justificar a seguinte integracdo por partes, que demonstra 4.:

J(t) = /R ey (5) ds = —(—it) / e y(s) ds = it G(0).

R

Com efeito:

z't/]R e " y(s)ds = it/R (/05 e M5 2(€) dE + e y(O))ds =
=it lim_ (/z (/fae”s ds)Z(ﬁ) dé + /Oa (/;e“s ds)Z(f) dé +

+ % sin (ta) y(0)) = lim ( / " 2(E) dé + ¢ (y(—a) — y(0)) —

.
a—+00 a

— e (yla) ~ 3(0)) + 2isin(t0) (0) = [ 2O dE = (D

R



144 3. A Algebra L' e a Transformacio de Fourier

3.6 A Transformacio de Fourier-Plancherel em L2

Para concluir este Capitulo estudaremos um resultado fundamental acerca da
Transformagio de Fourier em L? ( = L?(R)), dita também Transformagdo de
Plancherel ou de Fourier-Plancherel.

TEOREMA 3.9 (Plancherel): Existe um operador unitdrio uinico:
F: L*(R) — L*(R)
tal que:

Ff= i?,erleLz,

e

tendo-se:
Flg=Fg=+2n9,Vge L' N L2

Além disso, se:

a

e f(s)ds, Fag(t) =

a

1
vV 27wJ —a

« Fof(t) = L% e g(s) ds,

entdo:

'-Faf_’ff,?a(rf)_’f

a—+o00 a—+00
em L2, Y f € L2 Em particular:
L||IFfll, = £y, Vf € L? (relagio de Parseval);
2.(Ff,Fg)2=(f,9)2,Vf,g € L? (relagio de Plancherel).

Demonstra¢io: Comecemos por considerar f € L' N L?; uma vez que pre-
tendemos estudar a norma L? de f, ou seja, o integral da funcio:

s [F(s),

comparando-o com a norma L? do préprio f, notemos que tal integral, a menos
de constante, se pode considerar como a transformada de Fourier inversa em
t = 0 da referida fung@o, caso exista, ou seja, caso a referida fungdo seja da for-
ma § para certo g € L' e se o proprio § estiver em L!. Mesmo sem esta tltima
propriedade, podemos utilisar (44) acima e escrever, paratodoot € R:

1 its -~ sl .
(46) en* g(t) = %/Re g(s) e n ds;

procuremos entdo, para ja, tal g. Pretendemos que:
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pelo que, de facto, podemos tomar g = f f(—?) € L', ou seja:

/ft—s “Sds= [ f(t+5)FE)ds = (f0 o

funcdo continua de ¢ definida em R, atendendo ao Lema 1 da seccdo 3.1 e a con-
tinuidade do produto interno em L?. Além disso:

L@ < el 11 = IF113, Ve € R,

pelo que g ¢é, além disso, limitada. Sendo g continua e limitada, podemos utilizar
o Lema da secg@o 3.4 para concluir que:

e 9(0)—>9(0) = (f-0, N)o = |13,

sendo e, a aproxima¢do da unidade interveniente em (44). Por outro lado, de
(46) obtém-se:

1 Isl 2
— “ ds = e, % g(0)— || f]l3-
5 Rg(S)QH1 s = en * g(0) — || fII3

Pelo Teorema de Beppo Levi (ja que § = |?|2 > 0), concluimos finalmente que:
ﬁﬁfaeLL

@ ds = 5- [ glo)as = 1715

ouseja, f € L2 e
1 -
[IFfl, = \/——||f||2 = [ fll5-
27

Podemos portanto estender F a L? por linearidade e continuidade, ji que
L' N L? ¢ denso em L? (contém, por exemplo, C,). Obtemos um operador, que
continuaremos a designar por F, de L? em L2, e tal que:

NFflly =11l Vf € L2

Como, pelo Teorema de Lebesgue, se f € L?, entdo f.x[_q] - f em L2

tendo-se evidentemente f, = f.x[_qq € L' N L?, obtemos:

Ff= lim Ff,= lim e f(s)ds = 1ir+n Fofs

a—+00 a—+00 4 / —a

em L?2. Resta verificar que F é sobrejectiva, para o que basta demonstrar que a
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imagem de F contém uma parte densa, atendendo a que F ¢ isometria. Ora pon-
do:

Fg=/2r0 = ——3(-1) = Flg(-1)) (g € L' N I2),

N

concluimos do que acabamos de ver que F se estende a L?> como isometria; se
g,Fg € L' N L? concluimos do teorema de inversdo (3.7) que:

*F(Fg) =y

Mas, se f € L' N L2, g = f * e, estd precisamente naquelas condi¢des (atenden-
do a Proposic¢do 3.5) e (pela mesma proposi¢do):

'f*en_’femlﬂa
n

donde:
s fxen :?(F(f*%))??}—f:

portanto:
F(Ff)=f,Vfel'nLl?= f=F(Ff(-1) € R(F),Vf e L'nL?

e F ¢, de facto, sobrejectiva, ja que L' N L? é denso em L?; além disso, por den-
sidade:

FFf=f NfelP=>F=F",

FuFf) = FAFH(D), = FESD) =FFf = 1,

a—+
em L2.00
COROLARIO: Se f € L? e Ff € L, entio:

£t = \/% /R U F f(s)ds, p.p. emR.

Demonstragdo: Basta invocar o Teorema de Lebesgue e atender ao resultado
do Teorema anterior:

FoFf) = f

a—+00

em L2.00

Podem encontrar-se diferentes defini¢des da Transformagao de Fourier, obti-
das umas das outras por mudanca de variavel. De modo geral podemos por, para
felrLt:
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Foaf ()= 3 [ s ds,

comw > 0,k > 0, o que corresponde a transformada de Fourier inversa:
_ 1 _
Foad) =5 [ e 1(s)ds,
» h R

desde que:

2
chk ="
w
E particularmente cémodo o caso w = 27,k =h = 1. Nesse caso, pondo

For = For1, vem simultaneamente:

'F%T(f*g):fQ‘/rf'F??Tgavf?ge-Lla
|1 Fanflly = I flly, Vf € L' 0 L2

Podemos também estender esta transformacdo a L2, atendendo ao Teorema de
Plancherel (3.9). Em contrapartida é necessario modificar convenientemente as
conclusdes da Proposigdo 3.8 (por exemplo, Fo,(y') = 2mi Far(y), se y estiver
nas condi¢des do ponto 4. dessa proposicio).

Toda a teoria poderia ter sido desenvolvida em R, substituindo “e~"** por
“e7'*¥” onde x = (z1,...,2N), ¥y = (Y1,-.-,YN) € TY =x1y1 + - + TNYN-
Além disso o coeficiente /27 que aparece no Teorema 3.9 deveria ser substitu-

ido por (27)"/? (a menos que se considere F», em lugar de F).

Exercicios
72) Sejat € R; verifique que a aplicagdo:

@tZS*)(C
x4+ de — Dy(x + Ae) :/e’it“”m(s)ds—&—)\
R

(x € L, \ € C) é funcional multiplicativo ndo nulo sobre S.
73) Considere a aplicagdo i : L'([0, 1]) — L tal que:
vi(x) =17,
onde

N z(t) telo,1]
l‘(t)—{o zZteR\[Oal]’
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a) Mostre que se trata de isomorfismo isométrico de espagos de Banach entre
L*(]0,1]) e um subespago fechado de L', tal que:

(@((i(z) *i(y)) sjo.11) * 1(2)) ypo,1) = ((i(x) * i(y)) * i(2)) jjo,1-

b) Conclua que a operacdo * definida por:
xxy = (i(x) *i(y)) 0,1

confere a L'([0, 1]) uma estrutura de algebra de Banach comutativa e obtenha
uma representagio integral de * que faca apenas intervir valores de x e y.

¢) Mostre que L!([0, 1]) ndo tem unidade e ¢ gerada pela fungdo x((t) = 1 em
[0, 1].

d) Seja S([0,1]) a 4lgebra de Banach com unidade associada a L'([0, 1]); de-
termine a Transformacdo de Gelfand desta algebra [Sugestdo: comece por verificar
que 7, (z9) = 0, onde z¢(t) = 1 em [0, 1]].

e) Mostre que para cada \ € C,k,g € L'([0,1]), existe um e um s
u € LY([0,1]) tal que:
t
u(t) + /\/ k(t — s)u(s)ds = g(t) p.p. em [0, 1],
0
e que u ¢ da forma:

u(t) = g(t) + /Orf(t — s)u(s)ds p.p.em [0, 1],

onde f € L' ¢ independente de g.

74) a) Resolva a questdo andloga ao exercicio anterior (alineas a) e b)), para
L*(]0, +o0l), verificando que L*([0, +oco[) ndo tem unidade.

b) Designando por S* a algebra com unidade associada a L' ([0, +oc[), mos-
tre que sendo @, : ST — C dado por:

c® (x4 Xe) =\, Vo € L'([0,+00]), A € C,
os+ \ {®Puo} € constituido exactamente pelas aplicagdes:
®,: ST - C(seC,Rs>0)
x+de— Dy(x+Xe) =X+ /0+Ocest x(t) dt
(a aplicagdo s — ®4(z) = L[z](s) designa-se por transformada de Lapalace
de x € L'([0, +o0); L diz-se Transformagéo de Laplace em L'([0,+o])).

¢) Mostre que a aplicagéio s — @, ¢ bijecciio de {s € C: Rs > 0} U{oo}
sobre og+.
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d) Mostre que, neste caso, a Transformacao de Gelfand € injectiva; mais preci-
samente, verifique que se x € L'([0, +o0[), e L[z] ¢ integravel ao longo de
certa recta vertical do semiplano R s >0 (seja a respectiva equacdo
s=a+ i com¢ € Rea fixo em [0, +00]), entdo:

“a(t) = i/ e L] (5) ds, pep. em [0, 400

211 —i00

(designando por 7y, o caminho de C ¢ — a + i, definido em [, ], represen-

a-+ioco .
tamos por [ ds o valorde lim [ .ds).
b—4o00” T

e) Enuncie ¢ demonstre analogos (para este caso) das Proposi¢des 3.2, 3.3,
3.4.

75) Seja o : R — R fungdo continua tal que a(t) > 0,Vt € Re:
alt+s) < a(t)a(s), Vs, t € R.

a) Mostre que o conjunto L. constituido pelas (classes de) fungdes mensura-
veis x : R — C (para a relagdo de equivaléncia “igualdade p.p.”) tais que:

lall = [ e ate)di < +o0

¢ algebra de Banach para as operacdes habituais de soma e produto por escalar
complexo e o produto * definido por:

xxy(t) = /Rx(t — 5)y(s)ds (p.p. em R),

verificando que esta operagdo se encontra bem definida em L.

b) Verifique que:
1 t 1 t
n=sup (50) = i (-0
> o0
7_2:inf<logoz(ft)) — lim (loga(ft))7
t>0 t t—-+o0 t
onde:

—0 <17 <19 < +00.

¢) Designando por S, a algebra de Banach com unidade associada a L., mos-
tre que existe uma bijec¢do entre o conjunto dos caracteres de S, que ndo se

anulam identicamente em L. e a faixa do plano complexo:

{zeC:11 <Jz< n},
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que faz corresponder a cada z neste conjunto

d,:S,—-C

tal que:

O (z+Xe) =X+ / e x(t) dt.
R

76) Exercicio analogo ao anterior para L. ([0, +00[), definida de maneira 6bvia.

77) a) Mostre que a algebra S da secgdo 3.2 é semi-simples ¢ que og ¢ homeomor-
foalR.

b) Mostre que S([0, 1]) ndo é semi-simples e que ajp,1jy € um conjunto unitd-
rio.

¢) Mostre que St ¢é semi-simples € o5+ ¢ homeomorfo ao compactificado de
Aleksandroff do semi-plano & s > 0.

d) Questio analoga para as algebras L. e L! ([0, +oc[) definidas nos exerci-
cios anteriores.

78) Demonstre os pontos 1., 2., 5. da Proposicdo 3.8.

79) Seja y € L' fungdo de classe C! tal que 3/ é absolutamente continua e
y" € L'; mostre que ¥/ € L', e portanto:

i N

Yy =-ty

[Sugestdo: para n € Z fixo, mostre que V¢ € [n,n+1/3],n € [n+2/3,n+ 1], existe A €
€ [n,n + 1] tal que:

IS < 3IFQ]+ 31 (s

conclua dai que:

rn+1 n+1 n+1
vaez, [Cirwias [T irwlas [ o),

n n n

donde se deduz facilmente o resultado].

80) (Problema de Dirichlet no semi-plano).: Pretende-se encontrar uma fungao de

classe C%:
u:RxR" =R
solugdo do problema:
P*u  0%u
—~ 4+ -5 =0 emRxR"
() § 02> 0y

“u(xz,0) = g(z) emR”
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onde g € L' é dada e “u(z,0) = g(r) em R” significa:

. 1
u(.,y)mgemL.

a) Suponha que existe tal solu¢do v de modo que a fungao:
U:R" - L!
y—U(y) =ul.,y)

esteja bem definida e seja de classe C? (como fungdo com valores no espago
de Banach L'); utilizando propriedades da Transformagdo de Fourier mostre
que, para cada ¢ € R, a funcao:

AN
*y = Uy)©)

¢ solucdo de derterminada equagdo diferencial ordinaria de 2* ordem com coe-
ficientes constantes.

b) Mostre que a condi¢do “u(x,0) = g(x) em R” juntamente com a hipdtese
suplementar de U ser limitada em RT (com fungdo com valores em L') deter-

] AN
mina, para cada £ € R, a fungdo y — U(y)(§).

¢) Conclua que existe uma solugéo unica u do problema (*) tal que a corres-
pondente fungdio U : R* — L' ¢é de classe C? e limitada e determine-a.

d) Se g € L? (p € [1,400[), em que sentido a “formula resolvente” obtida em
c) é “solucao” de (*)?

81) a) Sejamy > 3 > 0,C1 = X[y, C2 = X[-p,9 calcule Cy * Cs.
b) Seja a > 0. Mostre que existe h € L' tal que 0 < h< l,ﬁ/[,wy] =1,
supp hé compacto.
¢) Conclua da alinea anterior que existe em S um elemento g tal que:
+0<g <1,
[~ =0,

L] ,g\/
*G(t) = 1, parat € R fora de certo intervalo [~C, C] de R.

82) Sejax € L! tal que 2(t) # 0, Vt € R.
a) Mostre que existe z* € L' tal que:

AN
*xx(t)>0,VteR.
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b) Conclua da alinea anterior e da alinea c) do exercicio anterior que dado
a > 0 existe em L' um elemento 7 tal que:

¢) Seja y € L! tal que supp¥ C [—a, al; atendendo a alinea anterior, mostre
que existe uma solugdo z € L' da equacio:

cxkz=1y.

83) Se = € L', mostre que ndo pode existir solugdo z € L' de x * z = y para todo

oyeE L! [Sugestdo: tomar y = x e notar que se existir solu¢do z da referida equagdo, entdo
Z = 1 onde T # 0; conclua que, nesse caso, ndo pode existir solugdo para y com transformada de

Fourier sempre diferente de zero].

84) a) Utilizando o exercicio 81) a), mostre que pode construir uma aproximag¢do
da unidade em L' constituida por fungdes cuja transformada de Fourier tem
suporte compacto.

b) Conclua que dado y € L' existe uma sucessdo y,, em L' tal que:

* ¢, tem suporte compacto Vn € Ny;
e y,—yem L.
n

85) Utilizando os exercicios anteriores demonstre o Teorema Tauberiano de
Wiener:

Seja x € L' tal que %(t) # 0,Vt € R, entdo, para cada y € L',c >0,
existem nimeros reais sy, ..., S e nimeros complexos az, ... , oy, tais que:

/R|y(t) - Z:Oéjl'(t — ;)| dt <.

[Sugestdo: comece por mostrar que existe z € L tal que:

ly —zxz|| <e.
Para aplicacdes e consequéncias importantes deste Teorema, ver [Y]-XI-16 e [Ru2]-9].

86) Seja f : R — C fungdo mensuréavel limitada, tal que, para certo k € L' satis-
fazendo a k(t) # 0,Vt € R, se tenha:

lim [ k(t—s) f(s)ds = C’/R k(s) ds;

t—400 R

mostre que, para todo o h € L':

lim [ h(t—3s) f(s)ds= C’/ h(s) ds.
R

t——+o0 R

[Sugestdo: utilize o Teorema Tauberiano, comegando por mostrar que a conclusdo do exercicio
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vale para h(t) da forma:

comay,...,oq € C,sq,...,5 € R].

87) Justifique as afirmagdes finais do capitulo acerca das outras possiveis defini-
¢oes da Transformacao de Fourier.



Capitulo 4

Algebras-B*

Neste capitulo vamos considerar uma classe particularmente importante de al-
gebras de Banach em que, além das operagdes habituais, existe uma operagio
unaria, designada por involugdo, satisfazendo a algumas das propriedades co-
muns a conjugacdo em C(X) e a passagem ao adjunto em L(H) (H espago de
Hilbert).

DEFINICAO: Seja A dlgebra de Banach; uma aplicacdo = — x* de A em A
diz-se involucgdo se:

1 (z*)*=x,Vz €A,

2 (x+y)=a"+y*, Yo,y € A,
3. (\x)* = Xx*, Vo € A,A€C,
4. (zy)* = y*z*, Va,y € A,

ou seja, se se tratar de aplicagdo involutiva (1.), anti-linear (2. e 3.) e anti-ho-
momorfismo em relagdo ao produto (4.).

E 6bvio que a conjugacdo em C(X) e a passagem ao adjunto em L(H) sdo
involugdes (quanto a C(X) basta mesmo considerar X espago topoldgico
qualquer ¢ C(X) a algebra das fun¢des continuas limitadas em X). Estas involu-
¢oOes satisfazem, além disso, a:

2
* ezl = ]|

(para o caso de L(H), cf. exercicio 22)-f) — Capitulo 1). Estudemos as algebras
em que esta propriedade tem lugar.

DEFINICAO: Chamamos dlgebra-B* a um par (A, *) em que A é dlgebra de
Banach com unidade e x — x* involu¢do em A tal que:

“llae|| = lz|*, Vo € A,

Uma sub-algebra B de A ((A, ) algebra-B*) diz-se subdlgebra-B* se ¢ € B
e B for fechada para a involugdo * (ou seja, se B* C B).

155
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Um homomorfismo de algebras, entre algebras-B*, ¥ : A — B, diz-se homo-
morfismo-x se ¥(z*) = U(x)*,Vx € A (representando as involugdes de A e B
pelo mesmo simbolo *).

4.1 Elementos auto-adjuntos, normais e unitarios

DEFINICOES: Por analogia com a terminologia de L(H), sendo A dlgebra-
-B*, um elemento x € A diz-se auto-adjunto (ou auto-conjugado) se x = x*; x

diz-se normal se x*x = xx* e unitdrio se for invertivel e x~! = z*.
PROPOSICAO 4.1: Seja A dlgebra-B*. Entio:

1. x*x é auto-adjunto, Vx € A.

2. e é auto-adjunto; O é auto-adjunto.

3. x* é invertivel sse x o for e nesse caso:

(%)L = (z 1)
4. ||lz*|| = ||=|l, Vz € A.
5. Se x € A for normal, entio ||2?|| = ||z||® e o (x) = ||z]|.

6. Os funcionais multiplicativos ® de A sdo homomorfismos-*; em particu-
lar, se x € A for auto-adjunto o(x) é real.

7.8e © € A existem elementos auto-adjuntos x1,xs € A tinicos tais que
xr = x1 + i x2; Se x for normal x1 e x2 comutam.

Demonstragio: 1. (z*z)* = z*(a*)* = z*z.
2oe=(e")*=(efe)  =e*e=€50"=(0+0)"=0"+0*=0*=0.
3. Se x for invertivel, existe ! € A tal que:
rrl=cle=e= ()2 =2 () =€ =e,
donde z* ¢ invertivel e (z*)~! = (z71)*. Se * for invertivel, pelo que acabamos
de ver, z = (z*)* é invertivel.
2
4 le)” = llezll < lz* =[] =[] < [|2*[], donde [[z*[| < [|z™*[| = ||z
5. Se x € A for normal, tem-se, por defini¢do de algebra-B*:
2
%] = [l )2 = |@")*e*[| = l(z"2) (@) =
2 1 2
= ||(z"2)" ("2 = lla*z|” = || = [|«*|| = ||=]I".
Concluimos entdo, por indug¢ao, que:

232

= [|z|*", vn € Ny,
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donde:

1
on

ro(w) = lim||" | = lim [o” || = ]

6. Provemos que ®(z*) = ®(z). Para isso comecemos por demonstrar parte
de 7.; basta notar que:

T+ -
T=—7 +1 5 , Ve € A,
~—— H/Z_’
X1 X9

sendo, obviamente, x;, x2 auto-adjuntos. Tem-se entdo =* = x; — ixy, donde:
cO(x) = (1) + iP(22), P(z") = P(x1) — iP(22).

Basta entdo demonstrar que ®(x;) é real (i = 1,2) para que fique claro que
®(x*) é o conjugado de ®(x). Mostremos que ®(z) é real para todo o = € A
auto-adjunto; pondo:

e ®(z) =r+1is (r,s €R),
consideremos, para cada t € R:
y = x + ite;
tem-se:
cyty = (x — ite)(z + ite) = 2% + tPe

e portanto, atendendo a que ||®|| < 1 (consequéncia do Corolario da Proposicéo
2.6):

D(y) =P(x)+it=r+i(s+1t)

' { B)F < ol = ly'oll = ||2* + e < o]+ =
=174 (s+ 1) < |27 + £ = r* + 7+ 2st < |27,

Vvt € R. A ultima desigualdade s6 ¢é possivel para todo o t € R se s = 0, o que
prova que ®(x) ¢ real. Em particular o espectro o 4, () ¢ real, ja que a sub-alge-
bra A, gerada por x ¢ evidentemente algebra-B* comutativa e portanto:

o4, () ={P(x): P€o4} CR;
entdo:
o(z) Coa(x) CR.
7. Resta demonstrar a unicidade, j& que, obviamente, se x for normal, x; e x2
comutam. Se x = x1 + iz (%1, T2 auto-adjuntos), tem-se:

o1t =11 —iwo,
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donde:

T+ x*
=z
. 2 1|:|
T —x* ’
=z
2i 2

4.2 Teorema de Gelfand-Naimark

TEOREMA 4.2 (Gelfand-Naimark): Seja A dlgebra de Banach; entio existe
uma involugio * em A tal que (A, *) é dlgebra-B* comutativa sse A for iso-
metricamente isomorfa a uma dlgebra C(X) (X espaco topoligico compac-
to). Nesse caso a transformacdo de Gelfand é isomorfismo-* isométrico entre

AeC(oa).
Demonstragao: Se existir um isomorfismo isométrico:
i: A—C(X)
(X espago compacto), pondo z* = i~'(i(z)), Vx € A, obtém-se obviamente uma
involugdo em A para a qual A ¢é algebra-B* comutativa, como C(X). Reciproca-

mente, se A for algebra-B* comutativa, A é regular (atendendo a Proposigdo
4.1-5) e simétrica, pois, atendendo a Proposigao 4.1-6:

(D) = B(z) = B(2*) = (D), V® € 04,7 € A.

Sabemos entdo, pela Proposicao 2.20, que a Transformagdo de Gelfand ¢ isomor-
fismo isométrico de A sobre C'(0 4); acabamos de ver que:

-3 =
et =17,

tratando-se assim de homomorfismo-*.[]

Antes de estudarmos aplicagdes importantes do Teorema de Gelfand-Naimark
examinemos as relagdes entre a nogdo de espectro e conceitos respeitantes a alge-
bras-B*.

4.3 Propriedades dos espectros e elementos positivos;
caso de L(H)
PROPOSICAO 4.3: Seja A dlgebra-B*. Entio:
Lo(x*) =0o(z) (={\: A€ o(x)}),Vx € A
2. Se x € A for normal, x é auto-adjunto sse o(x) C R.
3. Se x € A for unitdrio, o(x) C S(0,1) ={A € C: |\ =1}
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4. Se ® : A — B for homomorfismo e B dlgebra-B* comutativa, entio ®
é homomorfismo-x.

Demonstragéo: 1. Resulta da Proposi¢do 4.1 (3.) que  — Ae ndo ¢ invertivel
sse (x — Ae)* = z* — Ae ndo o for, ou seja, A € o(x) sse A € o(z*).

2. Ja vimos (Proposicdo 4.1-6.) que se x for auto-adjunto, entdo o(x) C R.
Se x for normal, a algebra-B* gerada por x, ou seja, a algebra B gerada por z, z*
e e, ¢, evidentemente, comutativa; pelo Teorema de Gelfand-Naimark, a Trans-
formagdo de Gelfand é isomorfismo-+ isométrico de B sobre C'(o3). Se o(x) for
real tem-se op(x) = o(z) (segundo Corolario da Proposi¢do 2.5), e portanto Z é
fungéo real, ou seja, auto-adjunta em C'(0g), o que implica que x é auto-adjunto
em I3 e portanto em A.

3. Sendo = € A unitério, é, em particular, normal; portanto a algebra-B* BB
gerada por = € comutativa. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, B ¢é isometrica-
mente isomorfa-x a C'(op) através de 7. Ora:

*

— 1
=1 '=2=2=2"=1=os(x) C S(0,1) =
T

= o(z) C op(z) C S(0,1).

4.Se U e op,Vod e oyU{0} e é portanto homomorfismo-+ (Proposi¢do
4.1-6.); entdo:

P AN
Ve e A: ®(x*)(V) =T od(z") = Vo d(x) =P(z)(V), VU € 05,
donde

Pt AN N
8(2) = &(z) = B(2)" = (z) = B(x)",

atendendo a que 7 €, neste caso, isomorfismo-x.[]

De entre os elementos auto-adjuntos, ou seja, os elementos normais de espec-
tro real (como acabamos de ver) interessa-nos destacar os que tém espectro con-
tido em [0, +oo[ que designaremos por elementos positivos. E facil verificar que
em C(X) (X espago topologico qualquer) f é elemento positivo sse f(x) >

> 0,Vx € X [exercicio]. Vejamos o que se passa em L(H) (H espago de Hilbert).
Para isso comegamos por relacionar o espectro de A € L(H) com o seguinte
conceito:

DEFINICAO: Seja 'H espago de Hilbert e A € L(H); chamamos imagem nu-
mérica de A ao conjunto:

N(A) = {(Au,u) : u € H,||u|| = 1}.

PROPOSICAO 4.4: Seja H espago de Hilbert e A € L(H); entdo:
o(A) Cc N(A).
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Demonstrac¢io: Se A € o(A), ou ker (A — AI) # {0} ou R(A — ) # H.
Na primeira hipdtese existe u € H tal que ||Jul| = 1 e:

o Au = Au,
donde:
« (Au,u) = M, u) = Mul> =X = X e N(A).

Na segunda hipotese, como A € o(A*), mais uma vez podemos distinguir dois
casos: ou ker (A* — AI) # {0} ou R(A* — AI) # H. Na primeira hipdtese
existe u € H tal que ||u]| =1e:

o Af'u = du,
donde:
o« (Au,u) = Mul? = X=X = (A%u, u) = (u, A"u) = (Au,u) € N(A).

Resta examinar o caso em que R(A— M) #H e R(A" — M) # H, sendo
ker (A — AI) = ker (A* — AI) = {0}; tem-se entdo:

*R(A— M) =ker(A* —N[)* =H

(Proposig¢do 1.2-6.). Logo (A — A\I)~! ndo pode ser continuo, ja que, tendo do-
minio denso (R(A — AI)) e sendo fechado teria, nesse caso, dominio igual a H,
contra a hipotese de R(A — AI) # H. Entdo:

Vn € Ny, 3v, € R(A—X) : ||(A—XI) ", || > nllv,]|.

Pondo:
v — (A—XI)"to,
A=A T ||
tem-se u, € H, ||u,|| = 1e:
Un
AT = g e
l[vall 1

A ny n - S M7 A x715—1_ 11 -
= |(Aup, uy) — A A= AD) o] < nTO

e portanto, ainda neste caso, A € N(A).O

COROLARIO: Seja H espaco de Hilbert e A € L(H); entio A é elemento
positivo de L(H) sse N(A) C [0, +oo|, ou seja sse:

e (Au,u) =>0,Vu e H.

Demonstrac¢io: Se N(A) C [0, +oo|, em particular (Au,u) € R,Yu € H e
portanto A € simétrico (cf. Introdugdo, exercicio 2)), logo auto-adjunto, ja que
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A € L(H). Por outro lado, pelo que acabamos de ver, o(A) C N(A) C [0, +o0[
e portanto A é positivo em L(H).

Reciprocamente, se A for positivo em L(H), A é auto-adjunto ¢ o(A) C
C [0, +00[. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, a algebra-B* L(H) 4 (algebra
gerada por A em L(H)), que ¢ obviamente comutativa, é isometricamente iso-
morfa a C(oy(y),). Como, neste caso, oy, (A) = o(A) (atendendo ao segun-
do Corolario da Proposi¢do 2.5), A toma valores em [0, 400, ¢ portanto Ve
€ C(ogmn),); entdo existe B € L(H)4 tal que:

donde:

e B ¢ auto-adjunto, ja que:

«0(B) C oo, (B) = R(B) = R(x/ﬁ) CR
* B ¢é normal visto que B € L(H) 4, dlgebra-B* comutativa.
Entdo:

« (Au,u) = (B*u,u) = (Bu, Bu) = || Bu||* > 0,Yu € H =
= N(A) C [0,400[.O

4.4 Algebra-B* gerada por um elemento normal; cal-
culo operacional continuo

No caso particular em que consideramos a sub-dlgebra A, gerada por um ele-
mento a auto-adjunto de uma algebra-B* A, o Teorema de Gelfand-Naimark es-
tabelece um isomorfismo isométrico entre A, ¢ C'(c(a)), ja que, como vimos na
sec¢do 2.6, @ & homeomorfismo entre o4, € 04,(a) e, neste caso, oy, (a) =

= o(a). Temos assim:
~ ~—1
Ay———C(04)=——C(0(a))
T T —Toa
em particular, neste isomorfismo isométrico, a a corresponde a fun¢do identidade
em o(a). Vamos ver que o mesmo se pode provar para um elemento normal. Ne-

cessitamos, para isso, de estabelecer os seguintes dois resultados:

PROPOSICAO 4.5: Seja A dlgebra-B* e B sub-dilgebra-B* de A; entiio
x € B ¢ invertivel sse x for invertivel em A. Em particular op(x) =
=o(z),Vz € B.
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Demonstracio: E 6bvio que se = € B for invertivel em B, é-o também em A.
Reciprocamente, se x € B for invertivel em A, x* é também invertivel em A ¢
portanto z*x é invertivel em .4, donde:

*0 ¢ o(z'x);

ora z*x ¢ auto-adjunto, donde o(x*x) C R (Proposigdo 4.1). Entdo, como
sabemos:

cop(z’x) = o(z’x),
e portanto:

*0 ¢ op(x*x) e z*x é invertivel em .

Existe portanto y € 5 tal que:

y(a*z) = (¥ z)y = €

ora, sendo x,y invertiveis em A, também o ¢é zy; de z*(xy) = (z*x)y=-e
deduz-se entao que:

t=(zy) =y a2l = &' € B,

pelo que, de facto, = é invertivel em 5.1

PROPOSICAO 4.6: Seja A dlgebra-B* e B sub-dlgebra-B* de A gerada por
um elemento normal a € A; entio @ é homeomorfismo de og sobre o(a).

Demonstracéo: Pela proposi¢do anterior, temos o(a) = op(a). Portanto @ é
sobrejecgdo continua entre o e o(a); resta demonstrar que @ ¢é injectiva, aten-
dendo a que o e o(a) sdo compactos e portanto toda a bijec¢do continua entre
os dois espacos topoldgicos é homeomorfismo. Ora sabemos que os funcionais
multiplicativos sao homomorfismos-* (Proposi¢ao 4.1-6.), donde:

a(®) =a(¥) = (a) =¥(a) = ®(a*) = ®(a) = ¥(a) = ¥(a") =
= ®(x) =V(z), Ve € B= Aoy = =1,
e portanto @ ¢é, de facto, injectiva.[]

TEOREMA 4.7 (Calculo operacional ou simbélico continuo, para um ele-
mento normal): Seja A dlgebra-B* ¢ a € A elemento normal; entio existe
um homomorfismo unico:

*®,:C(o(a)) — B
(B = A, o) sub-dlgebra-B* gerada por a) tal que:

P, (1)=e
«®,() = a.

Além disso, @, é isomorfismo-x isométrico entre C(o(a)) e B; em particu-
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lar:
*12a(9l = llglles » Vg € C(o(a)),
tendo-se ainda:
1. ®,(g) é auto-adjunto sse g € C(o(a)) for fungio real.
2. 0(@a(9)) = 9((a)) , Vg € C((a)).
3.Se g € C(o(a)), ®.(g) é positivo sse g(A) = 0,V € o(a).
4. Se A = L(H), a = A for auto-adjunto e Au = \u, entio:
2.(9)u = g(N)u
(AeC,ueH).
5. Se g for fun¢do holomorfa numa vizinhanca de o(a), designando ainda
por g a respectiva restri¢io a o(a):
1
() = 5 [ 9N e —a)Far
27t oD
(com as notagoes de (29), Teorema 2.14), ou seja, ®, estende o cdlculo
simbdlico holomorfo (definido no Teorema 2.15).
6. Se b comutar com a e a*, comuta com ®,(g),Vg € C(o(a)).

Demonstragao: Do Teorema de Gelfand-Naimark e da Proposi¢do 4.6 con-
cluimos que é isomorfismo-* isométrico entre B ¢ C'(o(a)) a aplicagdo:

U:B— C(o(a))
tal que:
r— 2 € Clog) — ¥(zx)=Toa ' € C(o(a));
pondo:

o, =0!

)
¢ entdo dbvio que P, é isomorfismo-* isométrico entre C'(o(a)) e B, tendo-se:

* ®,(1) = e (ja que se trata de isomorfismo),
c0,(N) = 0 (R) = 2 (Roa) = 2 (@) = a.

Entdo, obviamente, ®,(g) é auto-adjunto sse g o for em C(o(a)), ou seja, sse g
for real, o que prova 1.. Além disso A € o(®,(g)) sse P,(g) — Ae ndo for inver-
tivel em A e portanto, atendendo a Proposi¢do 4.5, sse ,(g) — Ae ndo for inver-
tivel em B, ou ainda, atendendo ao que acabamos de ver ¢ a que ®, é isomorfis-
mo, sse g — A ndo for invertivel em C'(o(a)) o que é equivalente, obviamente, a
A estar na imagem de g, ou seja, em g(o(a)). Sendo assim, de facto:
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0 que prova 2..

Sendo B evidentemente comutativa, ®,(g) é sempre normal; por defini¢do de
elemento positivo ter-se-a4 ®,(g) positivo sse o(P,(g)) C [0, +00[, ou seja, aten-
dendo a 2., sse g(A) > 0,V € o(a), o que prova 3..

No caso em que A = L(H) (H espago de Hilbert) e A = a é auto-adjunto,
o(A) C R e portanto, pelo Teorema de Stone-Weierstrass, os polindmios sdo
densos em C(o(a)); ora de:

e Au = Au
(para certos u € ‘H, A € C), concluimos que para qualquer polinomio P:
P(A)u = P(\)u.

Como qualquer g € C(0(A)) é limite uniforme de polindmios ¢ 4 ¢ isomorfis-
mo isomeétrico, a igualdade anterior passa ao limite, obtendo-se:

*Da(g)u=g(Nu

(note-se que P(A) = ®4(P), ja que 4 é homomorfismo ¢ Py(1) =e=1,
P A(X) = A). Este raciocinio ndo pode ser levado a cabo no caso em que A ¢é
apenas normal, j& que, nesse caso o(A) ndo é necessariamente real e portanto os
polindmios em A (varidvel complexa) ndo sdo necessariamente densos em
C(o(A)) (ndo constituem algebra fechada para a conjugac¢do). Terfamos que
considerar os polindmios em & A ¢ & \; como:

para seguir um raciocinio idéntico ao anterior, teriamos que verificar que:
A'u = A,
0 que ndo ¢ consequéncia necessaria de Au = Au!

Provemos agora que @, estende o calculo holomorfo. Se g for holomorfa
numa vizinhanga de o(a), temos (tal como para qualquer g € C'(c(a))):

S ] Dy .
*®u(g) =" (goa) =goa;

mas, neste caso, recorrendo ao Teorema 2.14, podemos garantir que o elemento
g(a) definido por (29) em B, satisfaz a:

*gla) =goa,

donde, por injectividade de 7
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1

" 2

B,(g) = gla) /0 o0 —a) i,

o que demonstra 5.. A demonstragao de 6. ¢ deixada como exercicio.

Resta demonstrar a unicidade de ®,. Se ® for homomorfismo de C(c(a))
para B tal que ®(1) = e, ®(\) = a, como_ff ¢ homomorfismo-* (atendendo a
Proposi¢do 4.3—4) vem, em particular, é(X) = <T>(X)*, donde ® coincide com

®, nos polindomios em RN A e & \. Por outro lado ® ¢é continuo, atendendo ao se-
gundo corolario da Proposicdo 2.19; como o conjunto daqueles polindmios ¢é
denso em C'(o(a)) (atendendo ao teorema de Stone-Weierstrass) concluimos que
® coincide com ®, em C(c(a)), o que demonstra a unicidade.[]

Este Teorema, cuja grande importancia ficara patente no capitulo seguinte,
permite obter, por exemplo, uma estimativa precisa da norma da resolvente de
um elemento normal (comparar com o exercicio 45).

COROLARIO: Seja A dlgebra-B*, a € A elemento normal; entio Y\ €
€ p(a):
1
-de) Y= i
I€a—xe) ™l = Gig (A, o(a))
Demonstracio: Sendo @, : C(o(a)) — B (algebra-B* gerada por a) isomorfis-
mo e, para i € p(a):
Ao L
A—p

fungdo continua em o (a), é facil verificar que:

1 ~ _ _
() = (A=) ™) = (0 — pe) ™.
A—p
Entao:
PTENES W
X— 1 reo(a) A — 1l
1 B 1
inf |\ —p|  dist(u,0(a)’
Aeo(a)
Exercicios

88) Mostre que as propriedades 1, 2, 3 e 7 da Proposigdo 4.1 valem para qualquer
involucao.
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89) Mostre que a algebra C'(T) do exercicio 63 ¢ algebra-B* para a involugéo:

*g (1) = g(t)
(Vt € T,g € C(T)). Confronte o resultado do referido exercicio com os re-
sultados deste capitulo.

90) Exercicio analogo ao anterior para a algebra L= (2, C, 1) do exercicio 65.

91) Mostre que a algebra W de Wiener ndo é dlgebra-B* para nenhuma involu-
¢a0 que se defina em W.

92) Exercicio analogo ao anterior para a algebra de convolugdo S (definida na
sec¢do 3.1).

93) Uma involuggo * na algebra de Banach comutativa .4 (com unidade e) diz-se
simétrica se:

a*=a,Va € A.

Mostre que * € simétrica sse e + a*a for invertivel Ya € A. [Sugestio: Para a
condigdo suficiente, comece por mostrar que para todo o a € A, talque a* = a,e p € C\ R se
tem a — pe invertivel; para isso pode verificar que (a — ue)(a — Jie) se pode escrever na forma

de multiplo ndo nulo de um elemento da forma e + x*x].

94) Seja A algebra de Banach comutativa com unidade, * involugdo em 4. Uma
forma linear continua [ : A — C diz-se positiva-* (ou simplesmente positiva)
se l(aa®) > 0,Va € A. Seja entdo [ forma positiva-+ em .4; mostre que:

a) l(a*) = w, Va € A [Sugestio: Atenda a que I((a + pe)(a + pe)*) > 0,Va € A,
ue Cl.

b) |l(ab*)|2 < l(aa*)I(bb*), Va,b € A [Sugestio: Atenda a que I((a+ pb)(a+
+ ub)*) > 0,Va,b € A, € Cl.

c) |l (a)| < l(e)(rg(aa*)%) , Va € A [Sugestio: Aplique repetidamente a alinea anterior,
comegcando por tomar b = e].

-~ 1
d) [l(a)] < I(e) [laa™(|5, Va € A.

e) Se x for simétrica (no sentido do exercicio anterior) mostre que @ > 0 =
= l(a) > 0,Va € A [Sugestio: Comece por mostrar que se @ for real l(a) € R e em

seguida aplique a alinea anterior a ||@|| e — a, para@ > 0].

f) Com a hipétese da alinea anterior, mostre que existe uma medida boreliana
regular p em o 4 Unica tal que:

*l(a) :/ adp, Va € A.

oA

(Para uma extensao dos resultados deste exercicio , ver [Ru2], 11.30).
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95) Seja A algebra-B*, a € A elemento positivo (ou seja, a* =a e o(a) C
C [0, +oo[); mostre que existe b € A unico tal que b ¢ positivo e b> = a (b
diz-se a raiz quadrada positiva de a) e que além disso b comuta com os x que
comutam com a [Sugestdo: ¢f. demonstragdo do Corolario da Proposi¢éo 4.4].

96) Mostre que em C'(X) (X compacto) os elementos positivos sdo exactamente
as fungdes g : X — R tais que g(x) > 0,Vx € X. Que se pode dizer quanto
aos elementos positivos de C'(T') (T espago topoldgico qualquer)? e de
L>(Q, 1) ((Q, i) espago de medida)?

97) Mostre que qualquer involu¢do a — a* numa algebra de Banach comutativa
semi-simples é continua [Sugestdo: Mostre que a + ||a*|| é norma].

98) Seja A algebra de Banach com involu¢do * continua e unidade e; seja
a — T, homomorfismo de A em L(H) (onde H é espago de Hilbert) tal que
T.=1,T, = (T,)*. Mostre que:

a) (1) C o(a), donde ,(1},) < r,(a),Va € A.

b) Se a* = a, entdo ||T,|| < |la]-

¢) Atendendo a alinea anterior: ||7,||* < [la*||.||a||, Va € A.
d) a — T, é continuo.

99) Mostre que ndo ¢ verdadeiro o reciproco da Proposicdo 4.3—3, mas que o é no
quadro dos elementos normais.

100) Sejam A, B algebras-B*, & : A — B homomorfismo-x; mostre que:

a) ¢ ¢ continuo e ||(I)|| < 1 [Sugestdo: Mostre que se ® # 0, entdo ® aplica elementos
invertiveis em elementos invertiveis de ®(A), algebra-B* com unidade ®(e), e conclua que

ro(®(a*a)) < ry(a*a)].
b) Se @ for bijec¢do entdo P ¢é isometria [Sugestio: Mostre que se a = a* € A, entdo
se 0(P(a)) G o(a) e g for continua, igual a zero em o (®(a)) mas ndo identicamente nula em

o(a), obtém-se uma contradi¢do aproximando g por polinémios...].
¢) Existe uma tnica norma em .4 para a qual A ¢ algebra-B*.

101) Seja A algebra-B* e a € A normal. Mostre que se b € A e b comuta coma e
a*, entdo b comuta com @,(g), Vg € C(o(a)).

102) a) Mostre que a Transformagdo de Fourier-Plancherel F : L*(R) — L*(R)
¢ elemento unitario de L(L?(R)) (cf. secgdo 3.8).

b) Verifique que F~tu(t) = Fu(—t), F2u(t) = u(—t), F* = I.

¢) Conclua de b) que o(F) C {1,—1,i,—i} e que o(F) contém pelo menos
um dos conjuntos {1,4},{1,—i},{—1,i},{—1, —i} [Sugestio: Comece por estudar
o espectro do operador u(t) — u(—%) de L*(R) em L?(R)... para a determinagio exacta de
o(F) ver [RN], §113].
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103) Seja A algebra-B* e b,c € A normais; sejam B,C sub-algebras-B* de A
geradas respectivamente por b e c. Mostre que o(b) = o(c) sse existir um
isomorfismo-* entre 3 e C que aplique b em c.

104) Se A € L£(H) for normal, mostre que:
[All = sup |(Au, u)|.

lull<1
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Teorema Espectral e Aplicacoes



Capitulo 5

Teorema espectral

para operadores normais limitados

5.1 Caso da dimensao finita

Em L(H) (H espago de Hilbert) os elementos normais sdo os operadores
normais, a que podemos aplicar o Teorema 4.7. Examinemos o caso da dimensao
finita, em que podemos fazer uma analise paralela a efectuada no final do Capitu-
lo 1, entdo para matrizes hemi-simétricas. Se A : H — H for operador normal ¢
H tiver dimensdo finita N, se M4 = [aji]jr=1,.. v for a matriz de A relativa-
mente a uma base orfonormada (e1, ... ,ex), entdo M4 é matriz normal, ou seja,
comuta com a respectiva transconjugada. E facil ver que a correspondéncia
A — M, entre operadores e matrizes normais (fixada a base) ¢ bijectiva. Neste
caso o espectro o(A) de A ¢ constituido pelos valores proprios Ay, ..., A\ de My
e portanto a topologia de o4 (A algebra-B* gerada por A) ¢é a topologia discreta;
a C(0(A)) pertencem entdo todas as fungdes de o(A) em C. Em particular as
funcdes caracteristicas:

.fj = X{)\J} (]: 17”'7k)7
estdo em C'(c(A)). Seja:
* Pj=24(f))

(P4 definido no Teorema 4.7 — célculo operacional), para cada j € {1,...,k}.
Traduzindo propriedades das fung¢des caracteristicas através do isomorfismo-+
d 4 obtemos:

* P; € projec¢do ortogonal,
ou seja:
PJ? =P, PF=P; (j=1,...,k).

Além disso:

171
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PP =0sej#l(j,l=1,...,k);

k
Jj=1
R k k
cA=D4(\) =Dy (Z )\jX{)\]}) = Z Aj Bj.
=1 Jj=1

Pondo, entdo, H; = P;H (j = 1,..., k), obtemos uma decomposi¢do ortogonal:
H=Hi1® & H,

em que cada H; (j =1,...,k) é o subespago proprio associado ao valor proprio
Aj. Escolhendo em cada H; uma base ortonormada obtemos uma base ortonor-
mada (uq,...,uy) de H constituida por valores proprios de A. Designando por
U o operador unitdrio (inico) de H em H tal que Ue; = u; e por My a respecti-
va matriz (unitéria) relativamente a base (e, ..., ex) (as colunas sdo constituidas
pelas componentes em (e1, ..., ex) dos u;) obtemos, a partir das consideragdes
atras feitas:

MﬁlMAMU :FUTMAMU :diag(/\l,...,)\1,)\2,...,AQ,...,)\k,...,)\k),

em que cada A\; (j=1,...,k) aparece um numero de vezes igual & respectiva
multiplicidade (dimensédo de H;). Como vemos, a diagonalizagdo de uma matriz
normal é consequéncia do Teorema 4.7. Poderiamos agora mostrar que A ¢ uni-
tariamente equivalente ao produto por uma fun¢do num espago L? construido
sobre {1, ..., A\;}, tal como fizémos no final do Capitulo 1 para um operador
auto-adjunto em dimensdo finita. Procuraremos, no entanto, levar a cabo, desde
ja, processo semelhante para qualquer dimenséo.

5.2 Medidas espectrais; caso em que existe vector ci-
clico

Ao procurarmos estender a qualquer dimens3o o resultado atrds analisado
para a dimensdo finita, surge imediatamente o problema de ndo serem, em geral,
continuas em o (A) as fungdes caracteristicas; apresentemos sob outra forma uma
das conclusdes a que chegamos naquele caso particular. Com as notagdes acima
utilizadas, teremos, para cada u € H:

k
(Au,u) = Z)\ Pju,u) Z/\] X{/\} ) u,w) / Ad by,
j=1
onde:
(A1) = (xpy (A w,u) = (Ralxpy) wou) (G=1,...,k),

0 que, obviamente, determina de maneira tinica uma medida 1, sobre o conjunto
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o(A) ={A1,..., A\x}. Mostremos como ¢ agora possivel passar a dimensgo infi-
nita; felizmente o Teorema de Riesz permite-nos associar medidas aos funcionais
continuos sobre C(c(A)) (em particular aos funcionais positivos’>). Ora, se
A € L(H) for normal ¢ u € H, obtemos um funcional linear positivo [, sobre
C(o(A)), pondo:

*lu(g) = (Pa(g) u,u), Vg € C(a(A)),

atendendo a que D4 ¢ linear e @ 4(g) ¢ positivo se g > 0, o que, pelo Corolario
da Proposicéo 4.4, garante que [,(g) > 0 se g > 0 (neste caso ¢ facil concluir di-
rectamente que [, é, de facto, continuo, com norma ||u||2) O Teorema de Riesz-
-Markov (ver [Sa], [Rul]) justifica entdo a possibilidade da defini¢do seguinte:

DEFINICAO: Seja A € L(H) (H espago de Hilbert) operador normal e u € ‘H.
Chamamos medida espectral associada a uw a unica medida boreliana regular
positiva p,, sobre o(A) tal que:

/ g = (B4(g) 1), Yg € Clo(A)).
a(A)

Trata-se obviamente de medida finita, ja que:
* pa(0(A) = 1u(1) = (Pa(1) u,u) = (u,u) = [|u]”.

Vamos servir-nos de espagos L*(o(A), dp,) para representar A como operador
de multiplicagao.

DEFINICAO: Seja H espaco de Hilbert e A € L(H) operador normal; u € H
diz-se vector ciclico (para A — diz-se também que A tem vector ciclico u) se as
combinacdes lineares de elementos da forma A*A*'y (k,l € N) constituirem
parte densa de H (ou seja se aqueles elementos gerarem um subespago denso de

H).
PROPOSICAO 5.1: Seja H espago de Hilbert, A € L(H) operador normal e
u € H vector ciclico para A; entio existe um operador unitdrio tinico:
U :H— L*(0(A),du.),

tal que:

Uu=1

*(UAU 'g)(A) = Ag(A) p-p—pu, Vg € L?(0(A), dp).
Ou seja, em particular, todo o operador normal com vector ciclico é unitaria-
mente equivalente ao operador de multiplicacdo pela funcao identidade no es-

paco L? do respectivo espectro, com a medida espectral associada ao vector ci-
clico.

750s funcionais positivos sobre C(X), X espago topologico compacto, ou seja, 0s que associam
valores ndo negativos a fungdes ndo negativas, sdo sempre continuos, como ¢ facil concluir [exerci-

cio]..
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Demonstracio: Se U for operador unitario nas condi¢cdes da Proposicao ter-
-se-4 (representando por T} o operador de multiplica¢do por g em L?):

{ (UAUY = (U Y)W AU* =UA U

(VAU = (Ty) =T;

(como ¢ facil concluir; ¢f. exercicio 57¢), donde UA*U ! = 15 e portanto:

UAU:/XU’U k 1 k!
YveH: - = UA"A"u=\"\",Vk,l € N.
UA*v = AUv

Atendendo a que w € vector ciclico, U fica determinado pelos valores que toma
em combinagdes lineares de elementos da forma A*A*'y (k,l1 € N), o que de-
monstra a unicidade. Note-se ainda que se g € C(c(A)), g € limite uniforme de
polinémios P, em A e )\ (atendendo ao Teorema de Stone-weierstrass) e por-
tanto, pelo Teorema 4.7, ® 4(g) u € limite em H de combinagdes lineares de ele-
mentos da forma A*A*'y (k,l € N); entdo, a existir U nas condi¢des do Teore-
ma, devera ter-se:

UPs(g)u=U(lim®4(P,)u) =limUP4(P,)u=1imP, =g

(ja que g ¢é limite uniforme, e portanto limite L2, dos P,).

Para demonstrar a existéncia comecemos por definir U nos elementos de H
da forma ®4(g) u (g € C(0(A))) que constituem subespago denso de H, ja que
u € vector ciclico. As consideragdes anteriores levam-nos a por:

*UPs(g)u=yg,Vg e Cla(A));
mostremos que U fica assim bem definido nestes elementos. Se:
Da(g)u=@a(h)u (g9,h € C(o(A)))
ter-se-4:
Pulg—h)u=Pa(g)u—Pa(h)u=0;

ora:

110ty = / M= @10 = (@4 ) =

= (®4(f)®a(f) u, u) = (Pa(f)u, ®a(f)u) =
= (®a(f)u, Pa(f)u) = [|Ba(f)ul?, Vf € C(a(A)),

donde, em particular:

76Utiliza-se também o facto elementar de (AB)* = B*A* para operadores lineares continuos entre
espagos de Hilbert distintos.
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llg — h“L?(a(A),d;zu) = [|Palg—h)ul| =0=g="h p.p—pi.

Simultaneamente acabamos de demonstrar que U ¢ isometria no subespago cons-
tituido pelos elementos da forma ® 4(g) u, com imagem R(U) igual a C(c(A)),
parte densa de L?(o(A),du,) (visto ., ser medida borelians regular). Entdo U
estende-se a H como operador unitdrio sobre L*(o(A),d,), que designaremos
também por U; € dbvio que:

cUu=UP4(1)u=1,

UAD4(g)u=Ud4(N)®a(g)u=Uds(Ag)u=Ng, Vg € C(o(A)),
ou seja:
cUAU g =Ng, Vg € C(a(A)).

Sendo C(o(A)) denso em L*(o(A),du,), concluimos que a igualdade vale em
todo o espago, por continuidade de UAU ! e 5.0

Este resultado constitui uma das formas do Teorema espectral para operado-
res normais limitados, no caso de existir vector ciclico.

5.3 Caso geral

No caso geral, podemos “proceder por inducdo”; comega-se por considerar o
subespaco fechado H; gerado pelos elementos de H da forma A A*'u (k1 € N),
ou seja, o fecho do conjunto {®4(g) : g € C(c(A))}, em que u é elemento ndo
nulo de H arbitrariamente fixado. E facil verificar que ; ¢ invariante por A e
A*, ou seja, AH; C Hy, A*Hy C Hy [exercicio], bem como Hi, pois se v € Hi,
tem-se:

(w, Av) = (A"w,v) =0, Yw € H;,

j4 que, nesse caso, A*w € H;; portanto, de facto, Av € Hi e, de modo andlogo,
A*v € Hi. Entdo, escolhendo v € Hi \ {0} (no caso de H; # H), podemos
construir Hs por processo analogo “e assim sucessivamente...”; em H;, Ho, etc.,
as restrigdes respectivas de A, podemos aplicar a Proposi¢do anterior. Se conse-
guirmos assim decompor H numa soma ortogonal de espagos invariantes por A e
A*, cada um com vector ciclico relativamente a respectiva restricao de A, pode-
remos “colar” os resultados de equivaléncia unitaria validos em cada subespago e
obter uma equivaléncia unitaria com operador de produto em certo L?, para o
operador A inicial. Para formalizarmos este processo, convém introduzir a se-
guinte nogao:

DEFINICOES: Uma Jamilia (uy)acs num espago normado diz-se somdvel se,
ordenando por inclusdo o conjunto F das partes finitas de J, existir o limite (no
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espago) da rede (sucessdo generalizada):

) (Z u”) Fer’

acF

nesse caso, chamamos soma da familia (u,)acj ao elemento do espago:

(Ua)acs diz-se absolutamente somdvel se for somdvel em R a familia (||uq||)acs
e diz-se de quadrado somavel se for somavel em R a familia (||ua||*)acs

Muitas propriedades conhecidas das séries se estendem a familias somaveis.
Toda a familia absolutamente somdvel num espago de Banach é somavel e num
espaco de dimensdo finita os conceitos sdo equivalentes [exercicio]. Para uma fa-
milia em [0, +o00], ser somavel é equivalente a existir um majorante para as so-
mas finitas e, representando por (z,)aes uma tal familia:

Z T = SUP (Z :Cu)

acd FeF “qer

[exercicio]. Muitas outras propriedades elementares das familias somaveis se
deduzem facilmente das definigdes e das propriedades das redes em espagos nor-
mados (critérios de comparagio, de Cauchy, etc.). E facil verificar que para toda
a familia de termos positivos somavel ou de quadrado somavel (e portanto para
toda a familia absolutamente somavel ou de quadrado somavel) o conjunto dos
indices correspondentes a termos ndo nulos tem cardinalidade no maximo
numerdavel; a respectiva soma € portanto soma de uma série.

No quadro dos espagos de Hilbert tem particular importincia a nogao de
familia de quadrado somdavel; com efeito, se os termos da familia (4, )aes 1O es-
paco de Hilbert 'H forem dois a dois ortogonais, ¢ tacil ver que a familia é soma-
vel sse for de quadrado somdvel. Basta notar que, para qualquer soma finita de
termos da familia, o quadrado da norma é dado pela soma dos quadrados das
normas das parcelas, pelo que familia (u,)qe satisfaz ao critério de Cauchy sse
0 mesmo se passar com a familia (|| ||*)ac s [exercicio] (¢f. exercicio 106) infia).

DEFINICAO: Um espaco de Hilbert H diz-se soma ortogonal de uma familia
de subespagos (Ha)acy (dita decomposi¢do ortogonal de H) e escreve-se:

*H =P Ha,

=
se:
*Ho L Hy, Vo, € J,a #
* 'H,, é subespaco fechado e ndo nulo de H, Voo € J,
Vu € H,un)aes : Uq € Ho, Ya € J,u = Zua.

aed
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Para que uma familia de subespagos fechados ortogonais ndo nulos (H,)aes
constitua decomposicdo ortogonal de H, ¢ condi¢do necessaria e suficiente que
U H., gere um espago denso em H [exercicio].
a€l
DEFINICAO: Chamamos soma hilbertiana de uma Jamilia (Hy)aey de espa-
¢os de Hilbert ao espago de Hilbert:

H = @H(x = {(ua)aeJ tUq € Ha,Va € J, Z ”unt”z < +OO}

aed aed

com o produto interno:

(u,v) = ((Ua)aes; (Va)acs) = Z (s Vo),

acJ

Vu = (UQ)QG.LU = (Uoz)ae.] € @ Hoz-
acd
E facil ver que o produto interno estd bem definido e que M é, de facto,
espago de Hilbert. A notacdo utilizada é coerente com a anterior, a menos de iso-
morfismo, pois ¢é facil verificar que uma familia de subespagos fechados de H
ndo nulos (Hy)aes é decomposigdo ortogonal de H sse a aplicagdo:

(u(y)aeJ = Z Uq

acJ

for isomorfismo de espacos de Hilbert entre a soma hilbertiana @ H, e H.
acJ

Temos entdo:

LEMA: Seja H espago de Hilbert ndo nulo e A € L(H) operador normal;
entdo existe uma decomposicio ortogonal de H, (Ha)acJ, tal que cada H,, é
invariante para A e A* e em cada H, (o € J) existe vector ciclico u,
relativamente a A, = A 3. Se 'H for separdvel podemos tomar J C Nj.

Demonstragao: Formalizando o processo de indugdo atras esbogado, utiliza-
remos o lema de Zorn. Seja X um conjunto de cardinalidade superior a de uma
base hilbertiana de H e F o conjunto, parcialmente ordenado por inclusdo, das
familias ortogonais de subespagos fechados ndo nulos de H, (Ha)acs, onde
J C X, cada H, ¢ invariante para A ¢ A* e existe em cada H,, vector ciclico u,
para A, = Ay, . F # () pois podemos considerar um subespago H; construido
como no inicio da secg@o, a partir de um vector u € H \ {0} e considerar a fami-
lia {(cv,H1)} (onde o é um elemento qualquer de X, o qual tem pelo menos dois
elementos...). Se 7 for uma parte totalmente ordenada de F ¢ facil concluir que
UT € F — tratar-se-4 de uma familia indiciada na unido dos conjuntos de
indices dos elementos de 7, parte ainda de X, satisfazendo as condi¢des defini-
doras de F, ja que estas dependem apenas do confronto de, no maximo, dois ter-
mos da familia que vao ser termos de certa familia pertencente a F, visto tratar-
-se de cadeia!
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F & portanto indutivo, o que permite concluir que tem elemento maximal
(Lema de Zorn) — certa famila (H,)aecs. Provemos que:

*H =P Ha;

acJ

como atras foi referido, basta verificar que o espago gerado por |J H, é denso
a€l

em H, ou seja, que:
(U HU,)L — {0},
a€l

1L

)

Hy = ader {®4(g)u:ge C(a(A))}

Suponhamos que u € H;,Va € J; se u # 0 poderiamos construir:

e, pelo que atras se viu, tomando § € X'\ J, a familia:
(H(J/)QGJ U {(ﬂle)}

estaria em F, contradizendo o facto de (H,)acs ser maximal. Logo u = 0 e, de

facto,
H=EPHo.

acJ

Note-se que X' \ J # 0, ja que J ndo pode ter cardinalidade superior & de uma
base hilbertiana de H, visto os H,, serem ortogonais dois a dois e ndo nulos.

Finalmente, se H for separavel, qualquer base hilbertiana ¢ numeravel ou
finita, donde J ¢, no maximo, numeravel, pelo que podemos reindiciar a familia
numa parte de N;.[

TEOREMA 5.2 (Teorema espectral para operadores normais limitados —
— “versdo operador de multiplicacdo”): Seja H espaco de Hilbert nédo nulo e
A € L(H) operador normal; entio existe um espaco métrico localmente
compacto M, uma medida positiva regular p, sobre M e uma fungdo continua
limitada F' : M — C tal que A é unitariamente equivalente ao operador de
maultiplicagio por F em L?>(M ,du), satisfazendo a:

*UAU 'g= F.g,Vg € L*(M,du);

além disso, podemos tomar M igual a uma unido disjunta de partes homeo-
morfas a compactos de C, de tal maneira que F' composta com cada homeo-
morfismo coincida com a func¢do identidade no respectivo compacto de C. Fi-
nalmente, se H for separadvel, podemos tomar u finita.

Ou seja, em particular, todo o operador normal limitado num espaco de
Hilbert é unitariamente equivalente a um operador de multiplicacdo por uma
funcio complexa limitada num espaco L.
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Demonstracio: Consideremos a decomposi¢do ortogonal (H,)aes de H
dada pelo Lema e seja p,,, a medida espectral associada a u,, (vector ciclico) e ao
operador normal, em H,, A, = A JHa Seja:

*M=|]Jo(4a) x {a}.

aed
E facil verificar que ¢ distdncia em M a aplicagio d : M x M — R tal que:

sea =0

A=
ae, oy = { g 1y el

Va,B € J, A € 0(Ay),v € 0(Ap). Cada 0(A,) x {a} é simultaneamente aberto
e fechado e a aplicacdo:

ha : A= (A )

¢ homeomorfismo de (A, ) sobre o(A4,) x {a}, 0 que mostra que M ¢é espago
métrico localmente compacto e unido disjunta de partes homeomorfas a compac-
tos de C. Pela Proposigdo 5.1 sabemos que para cada o € J existe um operador
unitario:

Ul : Hy — L*(0(Ay), dpt,),
tal que:
ULAU, g =Xg, Vg € L*(0(Ad), dpt,).
Podemos transportar p,, para o(A,) X {a} através do homeomorfismo h,

pondo:

Lo (2 x {a}) = p, (), VQ boreliano de o(A,),

o que induz um isomorfismo (unitirio) entre os espagos L?(c(A,),dp,,) €
L*(0(As) x {a},dps), que a g faz corresponder g o h_!. Designaremos por U,
a composi¢do desse isomorfismo com U,. Defina-se agora uma medida u sobre
M, pondo:

uQ) =D ua(20 (0(4a) x {a})),

acJ

para cada boreliano {2 de M (considerando os borelianos como os elementos do
o-anel gerado pelos compactos). E facil verificar que se trata de medida borelia-
na regular, visto cada fi, 0 ser [exercicio]; também se conclui facilmente que uma
fungdo g esta em L%(M, du) sse:

Ja = G/o(As)x{a} € L2(U(Aa) X {a}a d,ua)a Va € J
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2
Z ||gO/||L2((7(Aa)><{a},dy,a) < 400

aed
[exercicio].

Designando por G, a extensdo por zero de g, a M (para g, € L*(0(A,) x
x {a}, dp,), concluimos entdo que a aplicagéo:

g (ga)a'eJ ( = (g/a(AO)x{a})aeJ)a

de inversa:

(g(y)aeJ = Z?(“

acJ

¢ isomorfismo de espagos de Hilbert entre L*(M, dy) e a soma hilbertiana:

P L’ (0(Aa) x {a}, dpa).

aed

Obtemos assim um operador unitario, pondo:

U :H=EPHa— L*(M,dp)

acJ

=Sty Uu =3 (Uaua)

acJ aed

note-se que a familia (Uyug)acs €, de facto, de quadrado somavel em
L*(M, dp), j4 que:

~ 2
D N Uawa) ey = D 10attallfegg, = D Muall* = llull® < +oo.

acJ aeJ aed

Conclui-se agora facilmente que U é, de facto, unitario, tendo-se:

UAU g (A, B) = (VAU ™D g.Xo(ax(a)) (X B) =

acJ
= (UAY U 9a) (N B) = (U AUz 90) (A, B) =
ae acJ
= (Z (UaAaU, ' ga)") (A, B) = UsApUs ' gs(N, B) =
ae
= Ag(A, B)

(onde g, = 9/o(As)x{a}s Va € J), Vg € LZ(M, d,u), p.p-—d i [exercicio: justificar cui-

dadosamente todas as igualdades].
Entdo, definindo:
*F:M—C
c(Ma)— F(\a) =X

(€ J, X € 0(Ay)), F ¢ continua e limitada, e, pelo que acabamos de ver:
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UAU 'g=Fy.
Finalmente, se H for separavel e J = Ny, podemos tomar os vectores ciclicos u,

tais que:

n

1
||un||2 = on (n € Ny),

donde:
p(M) =" pa(0(An) x {n}) =D (B4, (1) g, un) =
neNy neN;
1
=3 P =Y 5 =1
neNy neNy

se J for finito, é dbvio que podemos também tomar  finita; nesse caso M ¢
compacto.[]

Note-se que, trivialmente, o operador 7 de multiplicagdo por uma fungéo
F : M — C mensurdvel limitada (M, 1) espago de medida) é normal limitado
em L?(M,dpu), tendo-se (Tr)* = T . O Teorema anterior garante que a menos
de equivaléncia unitaria os operadores Tr esgotam a classe dos operadores
normais limitados. Servir-nos-emos deste resultado para obter caracterizagdo
semelhante para os operadores auto-adjuntos ndo necessariamente limitados.
Antes, porém, convém generalizar a operadores nao limitados as nogdes de es-
pectro e resolvente, bem como certas propriedades destes conceitos, e caracteri-
zar os espectros dos operadores de multiplicacao.

Exercicios

105) Mostre que uma familia (z,).c; de reais nio negativos é somavel sse for
limitado o conjunto das somas finitas:

S={> za:F CJ#F N},

acF

tendo-se, nesse caso:

Zxa =supS.

acF

Deduza deste resultado um principio de comparagdo para familias absoluta-
mente somaveis em espagos normados.

106) Diz-se que uma familia (u,)aes no espago normado E satisfaz ao critério de
Cauchy se V6 > 0, 3J) finito, Jy C J tal que:
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Kﬁnito,KCJ\JU:>HZua <.

acK

Mostre que:

a) (uq)aes satisfaz ao critério de Cauchy sse V6 > 0,3J, finito, Jy C J,
ug € F, tais que:

sup H E ua—uoH < 6.
J()CJ1CJ
J; finito acy

b) Toda a familia somavel satisfaz ao critério de Cauchy.

¢) Se E for espaco de Banach, toda a familia que satisfaga ao critério de Cau-
chy é somavel.

d) Se F for espaco de Banach, toda a familia absolutamente somavel é soma-
vel.

e) Se ‘H for espago de Hilbert, uma familia de elementos dois a dois ortogo-
nais é somavel sse for de quadrado somavel.

107) a) Seja E espaco normado de dimensdo finita; mostre que toda a familia
somavel em E ¢ absolutamente somavel.

b) Mostre, com um contra-exemplo, que a hipotese da dimensdo finita ndo
pode ser retirada na alinea anterior [Sugestdo: Pode tentar encontrar um contra-exemplo
em C([0,1])].

108) Mostre que, para toda a familia absolutamente somdvel (u,)aecg NO €Spago
normado F, existe um conjunto finito ou numeravel Jy C J tal que u, = 0,
VYo € J \ Jy. Que pode concluir quanto as familias de quadrado somavel em
espagos de Hilbert?

109) Dada uma familia de subespagos fechados de H mutuamente ortogonais e ndo
nulos (H,)aes, mostre que se trata de decomposi¢do ortogonal de H sse
\J H, gerar uma parte densa de H.
acJ

110) a) Verifique que a soma hilbertiana de espagos de Hilbert ¢, de facto, espago
de Hilbert.

b) Mostre que uma familia de subespacgos fechados néo nulos de H, (Ha)ac
¢ decomposicdo ortogonal de H sse a aplicagdo:

° (u(y)aeJ = Z Ua

acJ

for isomorfismo de espagos de Hilbert entre a soma hilbertiana @ H,, ¢ H.
acJ



Exercicios 183

111) Seja (K,)aes familia de compactos mutuamente disjuntos, p, medida
boreliana regular sobre K,,Va € J. Seja M = |J K, com a topologia final
aed
das aplicagdes:

i, Ko — M
k—in(k) =k,
e:
() =D pa(QNK,) , Ya € Bor (M).
aed
Mostre que:

a) M ¢ localmente compacto ¢ 1 estd bem definida como medida boreliana
regular sobre M (com a definigdo de boreliano enquanto elemento do o-anel
gerado pelos compactos, pois caso contrario apenas vale a regularidade
interior) .

b) g € L*(M,dp) sse go = g/, € L*(Kq,dp) e:

2
. Z ||ga||L2(K,,A,d;m) < +00;

acJ

além disso, a aplicagdo ¢+ (gu)acs € unitdria de L*(M,du) sobre
@ L*(M,, dj,,). Determine a respectiva inversa.

acJ
¢) Se, paracadaa € J,
Uy: Ho — LZ(K,I, dpe)

for unitario (H,, espago de Hilbert), entdo o operador:

U:@PHo— L*(M, dp)
acJ
(Ua)aeJ = U((ua)ae]) =9

onde:
e g(m) = (Uyua)(m), Ym € K,,a € J,
€ unitario.

d) Aplique a alinea anterior a justificagdo cuidadosa da construgdo efectuada
na demonstragdo do Teorema 5.2.



Capitulo 6

Espectro e resolvente

de operadores fechados em espacos de Banach

6.1 Operadores fechados em espacos de Banach; es-
pectro e resolvente; propriedades

Seja E espago de Banach; tal como no caso dos espacos de Hilbert, um ope-
rador linear:

*A:D(A)CE—FE
(D(A) subespago vectorial de E) diz-se fechado se o respectivo grdfico:
G(A) = {(u, Au) : v € D(A)}

(ou seja, o proprio A, com a definigdo habitual de “fungdo”) for subespago
fechado de E x E. Nesse caso, designa-se por resolvente de A o conjunto
p(A) C C dos niimeros complexos X tais que A — M\ é bijec¢dao de D(A) sobre
E' (generalizacdo 6bvia da nocdo de resolvente de operador linear continuo em
E). Atendendo ao Teorema do grdfico fechado ¢ facil concluir que A € p(A) sse
A — M tiver inverso continuo com dominio denso em E77. Designa-se por
espectro de A o conjunto:

£ a(A) = C\ p(A).
Se A € p(A), chamamos operador resolvente ao operador de L(E):
*R) = (A — )\1)71.

Adaptando as demonstragdes das Proposi¢des 2.2, 2.3, conclui-se facilmente que
se A € p(A)e:

77E com esta formulagdo que a nogdo de resolvente se estende a operadores ndo necessariamente fe-
chados em espagos normados quaisquer; note-se que, se A ndo for fechado, A — AI nunca pode ter
inverso continuo com dominio igual a E' [porqué?].

185
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1
slp— A< K
entao:
*p € p(A),
c:
IR < T A

com efeito, Vu € E:

(A—pD)Ryu = (A=) + (A — p))Ryu =
=u+ A= pRu=(—(up—-NR)u(=
= Ry\(A — pl)u,se u € D(A));

como |[(— A)Rx|| = | — Al||Ral| < 1, concluimos que (A — pl)Ry (= R).
(A — pI) em D(A)) é invertivel em L(FE), sendo o inverso dado pela série de
Neumann:

c(A—pD)R)™=> (- N"R} =

neN

1

= (A= p)R) | € ————5—-
||(( pl)Ry) ||_1*|,U*)\|||R)\||

Como R) ¢ bijec¢do de E sobre D(A), concluimos entdo que A — ul é bijecgdo
de D(A) sobre E, de inverso R)((A — uI)Ry)™!; portanto, de facto, p € p(A)
e:

- [ 2]l
IRull = [|RA((A = uD)R) || < .
=1 | L—|p = Al RA]l
Do que acima ficou exposto, conclui-se agora facilmente que, ainda no caso de A
ser fechado ndo necessariamente limitado, p(A) é aberto (e portanto o(A)
fechado) e os operadores resolventes R) satisfazem a identidade da resolvente:

(47) *Ry— R, =(\—p)R\R,, Y\, u € p(A);

em particular, Ry ¢ R, comutam e a aplicagdo A — Ry é holomorfa de p(A) em
L(E). Para demonstrar a continuidade, note-se que:

1By = Rl < r— ullRall Byl < <A IR
ul < A V)

(para p € B(X,1/||Rx|)); a holomorfia resulta de raciocinios idénticos aos
utilizados na demostragdo da Proposi¢cdo 2.3. O que agora ndo podemos, em
geral, garantir é que o(A) # 0 ou que o(A) seja compacto (pode ndo ser limita-
do).
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Se A € o(A), convém-nos distinguir o caso em que ker (A — A\I) # {0}; diz-
-se entdo que A é valor préprio de A; designa-se por espectro pontual o conjunto
op(A) dos valores proprios de A. Os vectores u € D(A), ndo nulos, tais que:

o Au = Au,

designam-se por vectores proprios (associados ao valor proprio \), e o espago
vectorial ker (A — AT diz-se subespago proprio associado a \.

Se A € 0(A) \ op(A), necessariamente R(A — A) # E; se R(A—\I) =
= F, diz-se que )\ estd em o (A) — espectro continuo de A. Se R(A — \I) #
# E (ou seja R(A — XI)* # {0}, no caso em que E é espago de Hilbert), diz-
se que A estd em op(A) — espectro residual de A.

No caso particular em que F ¢ um espago de Hilbert H, a teoria desenvolvida
no Capitulo 1 permite deduzir as seguintes propriedades do espectro, cuja de-
monstragdo ¢ deixada como exercicio:

PROPOSICAO 6.3: Seja H espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H opera-
dor fechado, D(A) denso em H. Entio:

Lo(A)={ :xe€o(A)};

2. 0p(A%) D {X: A € or(A)};

3. 0r(A*) € {X: A € op(A)} C or(A*) Uop(A¥);
4. 00(A*) = {X: X € oc(A)};

5. Se A for auto-adjunto, entio oc(A) C R e or(A) = 0; em particular
A € o(A) sse existir uma sucessio u, € D(A) tal que ||u,|| =1e

(A— D) u,—0;

além disso:

1
IRl S 577 YA € C\RD

Observacido: Se A € C for tal que existe uma sucessdo u, € D(A) tal que
uall =1e

(Af/\l)un—nvO,

A diz-se valor préprio generalizado do operador A : D(A) C E — E; o ponto
5. da Proposi¢do anterior pode assim exprimir-se dizendo que os espectros dos
operadores auto-adjuntos em espagos de Hilbert sdo inteiramente constituidos
por valores proprios generalizados.
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6.2 Caso dos operadores de multiplicacio

Consideremos agora o caso particular em que H = L*(M,du), (M, p)
espago de medida, e A = Ty, operador de multiplica¢do pela fungdo:

F:M-—C,
mensuravel, definido por:
*D(Tr) = {g € L*(M,p) : F.g € L*(M,dp)},
° TF g = F.g.

Ja sabemos (cf. Capitulo 1) que se F' for real, entdo Tr ¢ auto-adjunto e no final
do capitulo anterior notavamos que se F' for limitada entdo Tr é normal limitado
de adjunto T%. De modo geral, ¢ facil concluir que D(TF) é denso em L*(M,
du) (basta reproduzir a demonstragdo feita no Capitulo 1 para o caso real); calcu-
lemos o adjunto (TF)* de Tp:

g€ D((Tr)") & g € L*(M,du) e 3g° € L*(M, dy) tal que:
(48) | Fradn= [ s7au. v € D).

Para concluirmos que, também neste caso, (Tr)* = Tf, ha que demonstrar, em
particular, que ha coincidéncia dos respectivos dominios, sendo facil concluir
que:

D(Ty) = D(Tr) € D((TF)"),
uma vez que, para g € D(TF), a condigdo (48) ¢ trivialmente satisfeita por

g* = Fg, tendo-se nesse caso, obviamente, F*g = Fg. Para provar que tem lugar
a inclusdo inversa, basta demonstrar que para g € D((Tr)*) se tem:

Fge L*(M,du),
ou seja, que:
|Fg|* € LM, dp).
Procuremos servir-nos de (48) para esse fim, uma vez que sabemos, por defini-

¢do, que existe g* em L?(M,dyu) satisfazendo aquela condigio; para “fazer apa-
L3} 2 . 3 .
recer” | Flg|” no primeiro membro de (48) bastaria tomar:

uf — Fg”

mas, infelizmente ndo podemos assegurar que esta fungdo esteja em D(Tx); po-
demos no entanto aproxima-la, facilmente, por fun¢des naquele espaco. Com
efeito, pondo, para cada n € Ny:

* Xn = X{meM:|F(m)|<n} = X[|F|<n]
*fn=Fgxn,
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¢ facil concluir que f,, € D(TF) (¢f- Capitulo 1), pelo que, substituindo em (48),
vem, Vn € Nj:

/ Ff.gdp= / gt dp = / \Fgl® X dp = / Fgxng*dp =
M M M M

= F xug* ?d,u:/Xng*?d/i:/Xnm*'?d,u)
/\[ v M M
€D(Tr)

onde se utilizou novamente (48), agora para f = x,g", elemento de D(TF),
como facilmente se conclui. Temos assim, em particular, para cada n € Njy:

/IFg|2xndu=/xn|g*l2du,
M M

0 que nos permite aplicar o Teorema de Lebesgue no segundo membro, obtendo
assim:

/IFg|2xndu7/ 9" ” dps;
M M

pelo Teorema de Beppo Levi concluimos agora que, de facto, |F g|2 €
€ LY(M,du), o que termina a determinagdo de (7F)*. Temos assim, de facto:

(Tr)" =TF:
em particular, Ty ( = (T%)*) é fechado e normal, no sentido em que:
Tr(Tr)" = (Tp)"Tr (=T pp)-
Interessa-nos agora caracterizar o espectro de Tr, para o que convém introduzir a
seguinte no¢ao:

DEFINICAO: Seja (M, ;1) espaco de medida e F : M — C fun¢do mensurd-
vel; chamamos imagem essencial de F78 ao conjunto:

Res(F) = {N € C: u(F7Y(B(\¢))) #0,Ve > 0}.
PROPOSICAO 6.4: Seja (M, 1) espago de medida ¢ F : M — C funcio
mensurdavel; entdo:

1. R, (F") é um fechado de C contido no fecho R(F) da imagem de F.
2. p(FH(C\ Ress(F))) = 0.

Demonstracio: 1. Provemos que C \ Res(F') é aberto; se A € C\ Ress(F),
existe € > 0 tal que:

WF (B €))) =0,

T8¢f. exercicio 65), Capitulo 2.
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donde, se v € B(\,¢), tomando ¢’ > 0 tal que B(v,&’) C B(\,¢), vem:
WF(B(v,e))) < w(F~H(B(A€))) =0,
ouseja, v € C\ Ress(F). Portanto:
* B(\,e) C C\ Res(F),
que ¢ assim, de facto, aberto.
Se \ € Ress(F), para cada n € Ny, F~Y(B(\, 1/n)) # (); tomando x, €
€ F1(B(\,1/n)), tem-se:
*Flw,) € B, 1) = Flr,)—

o que demonstra 1.

2. E facil verificar que C \ Res(F) é unido numerdvel de discos B(\,,€,,)
(en, > 0,n € Ny), tais que:

* M(Fﬁl(B(Am 571,))) =0

com efeito, basta tomar fodos os discos de raio racional centrados em complexos
de partes real e imaginaria racionais para os quais vale esta propriedade . Entao:

(P HC\ Re(F)) = u(F (U BOw2n) ) =

neNy

=u(U FBOwe)) < S uF (B, 2)) = 0.0

neN; neN;

PROPOSICAO 6.5: Seja (M, ) espaco de medida satisfazendo a proprieda-
de:

(P) Se Q@ C M, mensurdvel, tiver medida p(Q2) > 0, entdo existe Q¥ C €2,
mensurdvel, tal que 0 < p(Y) < +oo;

seja F' : M — C mensurdvel. Entio:
1. o(TFr) = R (F);
2.0p(Tr) ={A € C: p(F~'(N)) # 0};
3. or(TFr) = 0.

Observagdo: 1) No caso em que M ¢ espago topologico localmente compac-
to e u medida boreliana regular sobre M, (P) fica automaticamente satisfeita, ja
que:

w(Q) =sup {u(K) : K C Q, K compacto},

para todo o boreliano 2 de M, e as medidas dos compactos sdo finitas.
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Demonstrac¢io da Proposi¢iio 6.5: 1. Se A ¢ R (F) entdo existe € > 0 tal
que:

*u(F7H(B(\,e))) =0,
ou seja:
*|F(m)— Al 2 e, pp-p,

e portanto, pondo:

G € mensuravel limitada e:
G.(F-))=1, pp—pu.
Conclui-se daqui facilmente que:
*To(Tp — M) = Ipyy, (Tr — M )Tg =1,
donde X\ € p(Tr), ouseja, A ¢ o(Tr).

Reciprocamente, se A\ € Res(F), para cadan € Ny, u(F~Y(B(\,1/n))) > 0,
donde, atendendo a (P), existe {2, C M mensuravel, tal que:

0« M(Qn> < +o00,
1
|F(m) — A < —, Vm € Qy;
n

seja entao:
go=— X X 20 dp).
“XQn”L?(M.,d/z) w(§)?
Tem-se:
* ||gn||L2(M.,du> =1
e:

ou seja:

gn € D(TF)7 ||97L||L2(]\f{,dp) =1,Vn € Ny, (TF - )‘)gnT’O cm L2(m, dﬂ)'

Daqui se conclui facilmente que 7 — AI ndo pode ter inverso continuo, e por-
tanto A € o(Tr).
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2.Se A € op(Tr), existe g € D(Ty) tal que g # O e:
* Fl.g = Mg,
donde:
F(m) = Ase g(m) # 0;

como existe um conjunto de medida positiva em que g ndo se anula, concluimos
que:

P(ETH(N) # 0.

Reciprocamente, verificada esta condi¢do, podemos considerar (atendendo a (P))
um conjunto mensuravel 2 C M tal que:

0 < p(R) < +oo
* F(m)=\,Ym € ;

entdo:
Fxo = Axa € L*(M,dp), xa € D(Tr), xo # 0,
donde:
A€ op(Tp).

3. Se A € op(Tr) sabemos, pela Proposigio 6.3-2, que A € op((TF)*) =
= op(TF), donde, por 2.:

Cu(F ) #0
Mas
F()=F0;
logo, por 2.:
* A€ op(TF),

0 que ¢ absurdo, ¢ portanto, de facto, or(Tr) = 0.00

Observacgoes: 2) Resulta, em particular, do ponto 2. da Proposigdo anterior
que, nas condigdes da hipétese, Tr € injectiva sse u(F~1(0)) = 0, ou seja sse
F # 0 p.p—dpu, tendo-se, nesse caso [exercicio], (Tr)™! = Tp1 em que F~! ¢
qualquer prolongamento a M de 1/F (definida nos pontos em que F' ndo se
anula, e portanto p.p.—du), fungdo que se sabe ser mensuravel.

3) Concluimos da Proposigao anterior (ponto 3.) que, tal como os operadores
auto-adjuntos, também os operadores de multiplicagdo ndo tém espectro residual;
em particular, para tais operadores, os valores espectrais sdo exactamente o0s
A € C tais que A — Al ndo tem inverso continuo (independentemente do domi-
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nio), ou seja, sdo também todos valores proprios generalizados (cf. observagao
no final da secg@o anterior).

Pensemos agora no caso particular do operador T introduzido no Teorema
5.2; para esse operador, R.(Tr) pode ser totalmente caracterizado a partir das
medidas (14 )aes — familia das medidas espectrais associada ao operador
normal A € L(H) — ou seja, tal que A é unitariamente equivalente ao “produto
por \” em cada L*(C,dyu,) (estendendo cada i, por zero a C\ o(4,)). Para
isso convém-nos introduzir o seguinte conceito:

DEFINICAO: Seja M espago topolégico localmente compacto e (jia)acs fami-
lia de medidas borelianas regulares sobre M, Chamamos suporte da familia ao
complementar supp ((fta)acs) do maior aberto em que todas as medidas se anu-
lam.

Tem-se, obviamente:

supp ((Ma)a'eJ) = U Supp fq-

acJ
E facil agora concluir (sendo a demonstracio deixada como exercicio) que:

PROPOSICAO 6.6: Seja H espago de Hilbert, A € L(H) operador normal e
(o) acs familia de medidas espectrais associadas a A; entio:

o(A) = supp (a)acs)-O

Exercicios
112) Seja E espaco normado e 1" operador linear em E, ou seja, aplicacdo linear:
T:DT)CE—E,

D(T) subespago vectorial de E; diz-se que A\ é valor regular de T sse
T — M tiver inverso continuo com dominio denso em FE. designamos por
p(T) (resolvente de T') o conjunto dos valores regulares de T, por o(T) (es-

pectro de T) o conjunto C\ p(T) e por Ry (operador resolvente em \) o
operador (T — AT )’1, continuo, com dominio denso em F, para cada \ €
€ p(T).

a) Mostre que se A € C e T'— A tem inverso continuo, entdo, para qualquer
w€ BA,1/||RA|), T — I tem inverso continuo ¢ R(T — ) ndo é subes-
pago proprio de R(T — AI); além disso:

R

— ALy e B
[ = All[Rall

1
a—)
Bl

[Sugestdo: Para estabelecer a relagao entre as imagens dos operadores 7' — ul e T — AI, comece
por demonstrar o seguinte Lema de Riesz: “Se H for subespago proprio e fechado de E,
entio, para cada 0 € ]0,1], existe uw € E tal que ||u|| = 1 e dist (u, H) > 6”; supondo que
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R(T — pI) ¢ R(T — A\I), mostre que se chega a um absurdo considerando 6 tal que:

A= ullRall < 0 < 11.

b) Conclua da alinea anterior que p(T') é aberto.

¢) Supondo que R(T —AX)=FE,VA€ p(T), mostre que a aplicagdo
A +— R € analitica de p(T") em E satisfazendo a:

Ry— R, = (A— p)RyR,,, VA, € p(T).

d) Se F for espago de Banach e T' fechavel (ou seja, G(T') ¢é grafico de certo
operador T'), mostre que o(T) = o (T).

113) Seja E espago de Banach, T' operador fechado em E com dominio D(FE)
Mostre que se A € fr (o(T)) e ndo ¢é valor proprio de T, entdo, necessaria-
mente, (T — )\1)71 ndo € continuo [Sugestdo: Suponha que A € p(T) e que (T — AI)~!
existe e é continuo; mostre que A € p(7T'), aproximando A por uma sucessdo \, em p(T) para a

qual R), seja de Cauchy em L(E)...].

114) Recorrendo as defini¢des e propriedades demonstradas no Capitulo 1, de-
monstre a Proposi¢ao 6.3.

115) Seja A o operador definido no exercicio 17) (Capitulo 1) (ou seja, A =
= id/dx com dominio, em certo sentido, maximal em L?([0,1])) e seja ago-
ra:
Jdu

*D(Ay) ={u e D(A) : u(0) =0}, Aju = e

a) Mostre que A, A; sdo fechados com dominios densos em L?([0, 1]).

b) Determine os espectros, espectros pontuais, continuos ¢ residuais de A ¢
A

116) Sejam:
cho= {(x”)UENl eCch: Z |$n| < —ﬁ-oo}7
neN;
*loo = {(zn)new, € C : supa,| < +o0},
neN;

com as normas, respectivamente:
* [[(@n)nem Il = Z |Zal,
neN;

* ||(x")n€N1Hoo = sup |z|.
neN;

a) Verifique que se trata de espacos de Banach para as operagdes habituais e
que a aplicagdo:
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loo — (ll)/
T = (xn)neNl (g Lam

onde:

¢ Ll‘((y’ﬂ)HENl) = Z TnlYn,

neN;

estd bem definida e ¢ isomorfismo isométrico entre /., € o dual topologico
(11)/ de ll.

b) Considere os operadores:
e A ll — ll
(xn)neNl — A((l‘n)neNl) = ($n+1)77,€N1;
*B:lyw —ly
(xn)neNl = B((xn)nGNl) = (Oa TlyeeeyTpyee- )7

representando por [z, 3] a dualidade:

Ly(l') = Z YnTp

neN;

entre [ e |, verifique que:

[Az,y] = [z, By], Vz € l1,y € l».

¢) Determine os espectros, espectros pontuais, continuos € residuais de A e
B.

d) Confrontando os resultados das alineas b) e ¢) com os da Proposigdo 6.3,
procure estabelecer um analogo daquela proposi¢@o para o caso de operado-
res limitados em espagos de Banach.

117) Seja (M, 1) espaco de medida satisfazendo a propriedade (P) da Proposigéo
6.5, F,G : M — C mensuraveis:

a) Mostre que Tp = Tz sse F' = G p.p.—dp.

b) Mostre, com um contra-exemplo, que a conclusido da alinea a) pode néo
valer se a propriedade (P) néo for satisfeita.

¢) Mostre, com um contra-exemplo, que a conclusdo da Proposicao 6.5 pode
ndo valer se a propriedade (P) nao for satisfeita.

118) Seja (M, ;1) espago de medida tal que L*(M,pu)# {0}, F: M — C
mensuravel. Mostre que existe G : M — C mensuravel, tal que:

) Tp = Tg,
i) o(Tr) = 0(Te) = R(G),

onde R(G) = {G(m) : m € M} éaimagem de G.
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119) Seja (M, 1) espaco de medida satisfazendo a propriedade (P) da Proposigéo
6.5. Em L*(M, dp):

a) Mostre que todo o operador de multiplicagao tem espectro nao vazio.

b) Mostre que se A\ € C ¢é valor isolado do espectro de um operador de multi-
plicacdo, entdo A ¢ valor proprio.

¢) Justifique as assergdes contidas na Observacao 2) da sec¢ao 6.2.

d) Que pode concluir das alineas anteriores quanto ao espectro de um opera-
dor normal limitado?

e) Mostre que a Transformagdo de Fourier em L? tem espectro constituido
apenas por valores proprios (cf. exercicio 102).

120) Mostre que se A & normal limitado e 0(A) = {\} C C, entdo A = AI.
121) Demonstre a Proposigéo 6.6.

122) Seja A operador linear num espago normado £ = F @& G (soma directa topo-
logica) tal que (F',G) reduz A (cf. exercicio 27); pondo Ay = A;p(a)nr,
Az = A)p(a)na, operadores respectivamente em F' e GG, mostre que:
*p(A) = p(A1) N p(Az),
co(A) =0(A1)Uoc(Ay),
. GP(A) = O'p(Al) U O'p(Az)
[Sugestao: Comece por verificar os seguintes factos: se P for a projec¢do sobre F' corresponden-

te & soma directa ' & G, entdo P(R(A)) C R(A); se A for invertivel, A~} também ¢ reduzido
por (F,G); A é invertivel sse A, Ay o forem; A tem inverso continuo sse A, Ay o tiverem;

R(A) = Esse R(A) = F,R(4)° =G

123) Seja A operador fechado num espago de Hilbert; chama-se imagem numeérica
de A ao conjunto:

N(A) = {(Au, u) : u € D(A), ||ul| = 1}.

a) Mostre que se D(A) for denso no espago, entdo:

o(A) C N(A)U{X: X € N(4")}
(cf- Proposicao 4.4).
b) Mostre, com auxilio de contra-exemplo, que se pode ter:

o(A) ¢ N(A)

[Sugestdo: Pode procurar A simétrico ndo auto-adjunto].



Capitulo 7

Teorema espectral para

operadores auto-adjuntos “nao limitados”

7.1 Equivaléncia unitaria com operador de multiplica-
¢ao
TEOREMA 7.1 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos — “ver-
sdo operador de multiplicacio”): Seja  espaco de Hilbert e:
A:D(A)CH—H

operador auto-adjunto; entdo existe um espaco métrico localmente compacto
M, uma medida boreliana regular p sobre M7, uma funcio mensurdvel
boreliana:

f:M—R
e um operador unitdrio:
U :H — L*(M,dp),
tais que:
TUAU ' =Ty,

ou seja:

su € D(A) sse f.Uu € L*(M,du),

cUAu = f.Uu, Vu € D(A).

Em particular, todo o operador auto-adjunto é unitariamente equivalente a um
operador de multiplicacéo por uma funcdo mensurdvel real num espagoL?.

Demonstraciio: Sendo A auto-adjunto, sabemos (¢f. Capitulo 1, ou Proposi-
630 6.3-5) que (A+i)L, (A—i)t € L(H)e:

79Finita, se H for separavel.

197
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(A+)™)y =@+ =A-)"
(de acordo com as Proposi¢oes 1.2—4, 1.3—1,2,4). Ora:
(A + i)71 = Rfiu (A - i)71 = Ri;

e portanto estes operadores comutam, atendendo a identidade da resolvente (cf.
(47)); logo (A +1i)~t é normal limitado. O Teorema espectral para estes opera-
dores (Teorema 5.2) garante a existéncia de um espago métrico localmente com-
pacto M, de uma medida boreliana regular x4 sobre M (finita se H for separavel),
de uma funcéo continua limitada:

F:M—C
¢ de um operador unitario:
U :H — L*(M,du),
tais que:
cUA+)'U =Tp.

Entdo, obviamente, T ¢ injectiva (composi¢do de trés bijec¢des respectivamen-
te, por ordem inversa, de L?(M,du) sobre H, de H sobre D(A) e de D(A) so-
bre U(D(A))) e:

A= U'TrU) ! il = U N Tp)'U —il = U (Tp) ™ —i)U;

ora, sendo Tp injectiva, resulta da Observagdo 2) da sec¢do 6.2 que F' # 0, p.p.-
-du, pelo que podemos definir, p.p.—du, a fungdo:

a qual se pode estender a M como fungdo mensuravel boreliana (definindo-a
com o valor 0 no conjunto p—desprezavel em que F' se anula, por exemplo).
Atendendo mais uma vez a referida Observacao 2), € facil concluir que:

(Tp) ' =il =Ty —il =T,
pelo que:
cA=U'T,U=UAU "' =1,

Resta ver que podemos substituir g por uma fungao real; é facil concluir da defi-
ni¢do que os espectros de A e T}, coincidem, uma vez que se trata de operadores
unitariamente equivalentes, pelo que, atendendo a Proposi¢ao 6.3-5,

o(T,) = o(A) C R.

Ora, atendendo ao exercicio 118, existe f : M — C mensuravel, tal que:
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. Tf — 7—'g7
*o(Ty) = R(f);
em particular:

cUAU! =Ty,

*R(f)=0(Ty) =0(T;) =0(A) CR= féreald

Observacao: 1) Na demonstragdo anterior utilizamos a invariancia do espectro
por equivaléncia unitaria; do mesmo modo se conclui facilmente que o cardcter
auto-adjunto, essencialmente auto-adjunto, a passagem ao adjunto, o cardcter
fechado ou fechavel e o fecho sdo invariantes por equivaléncia unitaria, uma vez
que apenas envolvem a estrutura hilbertiana dos espagos [exercicio].

7.2 Calculo operacional limitado

Estamos agora aptos a realizar o programa anunciado no Capitulo 1, utilizan-
do a representagéio de A por T para definir fungoes de A. Comecemos por fitn-
¢oes limitadas:

TEOREMA 7.2 (Calculo operacional ou simbdlico limitado para operadores
auto-adjuntos): Seja H espaco de Hilbert e:

A:D(A)CcH—H
operador auto-adjunto; entio existe um homomorfismo tinico:
*®,: B(R) — L(H)
(B(R) dlgebra das funcées borelianas limitadas sobre R) tal que:
*&,(1) =1I;
*se gn(t) —9g(t),Vt € R (gn,g € B(R),Vn € N1) e [Ign|l <
< C’,Vnne N; (C > 0), entio:
®4(g,) u—nwiA(g) u, Vu € H.

* se gn(t)—nvt,‘v’t €R(g, € BR),VneN;) e |g.(t)| < |t],
Vt € R,n € Ny, entdo:

® 4(gn) u— Au, Yu € D(A).

Além disso:

1. 84(9) = B4(9)*, Vg € B(R).
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2. |124(9)]| < llglloo-

3. & 4(B(R)) ¢ subdlgebra comutativa de L(H); em particular os @ 4(g)
sdo normais.

4. Se g for real (g € B(R)), & 4(g) ¢ auto-adjunto.

5. Se g € B(R) for nio negativa, ® o(g) é auto-adjunto positivo.
6. Se Au = du (u € D(A)), ®4(g) u = g()\) u,Vg € B(R).
7.8e g,h € B(R) e g/54) = h/5(a), entio D4(g) = Ba(h).
8.8Se A€ L(H),g € B(R) e g/oa) € C(c(A)), entiio:

D4(9) = ®a(9/0a))

(sendo ® 4 o homomorfismo definido no Teorema 4.7, para o caso de
A = L(H),a = A), ou seja, nesse caso P 4 estende o cdlculo operacio-
nal continuo.

9.Se BA C AB (B € L(H)), entio B® 4(g) = ®4(g)B,Vg € B(R).
Finalmente, se (M , ) for espago de medida e f : M — R funcio men-
suravel tais que A é unitariamente equivalente a Ty através de um
operador unitdrio:

U:H— L*(M,du),
entdo:
®4(g9) = U '"TyopU, Vg € B(R).
Demonstracdo: Comecemos por demonstrar a unicidade. Se @4 for homo-

morfismo de B(R) em L£(H) nas condi¢des do enunciado do Teorema, prove-
mos, para comegar, que:

e D (F+i) ) =(A+i)h
Pondo:

_t selt|<n
gnlt) = {0 se |t| > n7Vn €N,

tem-se:
s gn(t)—t, Vt € R,
n

*lga ()] < [t], Vt € R,n € Ny,
« gn € B(R), ¥n € Ny,

donde:
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D 4(gn) u—> Au, Yu € D(A).

Portanto, se u € D(A), por um lado:

ECET <I)A(gn:|:z)1L—
=O,4(E+i) HDa(gn) uti®a((T i)™ u—»fl)A (E£) ™ H(A£i)u,

€ por outro:
~ (gnti
'@A (\:EZ @A(g,,:tl)u—q>A< )u_'u
T+i n
(ja que:
n(t +14 n + 1 ”t2
g(). i 1e|om® i _ +g—()§1,VteR).
t+1 n [A==X} 1+t2

Logo:
u€ D(A) = B (E+3) N(A+ti)u=1uy;
como (A = i)~! sdo bijecgdes de H sobre D(A), concluimos que, de facto:
CBA(E i) = (A0

ou seja, &, fica univocamente definido nas fungdes 1/(f +i) e 1/(f —i);
tratando-se de homomorfismo, fica também univocamente determinado nos poli-
némios de coeficientes complexos (a duas variaveis) em 1/(f +4) e 1/(t — i)
(note-se que esta determinado nas constantes, atendendo a que:

«3,4(C) =Cdy(1) = CD.

Ora tais polindmios podem prolongar-se por continuidade ao compactificado de
Aleksandroff R de R, ja que tém limite no infinito, e constituem subalgebra de
C (R), fechada para a conjugacdo, contendo 1 e separando pontos, como ¢ facil
verificar. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass, podemos aproximar uniformemen-
te qualquer fungdo de C(R) por polinémios daquele tipo. As hipoteses feitas
sobre &, permitem-nos concluir que ®, fica univocamente determinado nas
fungbes continuas com limite no infinito — em particular em C..(R). Ora B(R) é
o menor8? conjunto de funcoes de R em C contendo C.(R) e fechado para os li-
mites pontuais dominados (ou seja, limites do tipo g,(t) — g(t),Vt € R,

llgnll < C,¥n € Ny,) — ¢f [W], 15.5, Teorema 1 e o exercicio 127) em que se
adapta a demonstrag@o do referido Teorema de [W] ao resultado que nos interes-
sa. Dai concluimos que &, fica univocamente determinado em B(R), pois se
considerarmos a parte de B(R) em que P 4 satisfaz aquela propriedade, tal sub-

80Para a relagio de inclusio. ..
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conjunto de B(R) contém C..(R), como vimos, e é, por hipotese, fechado para os
limites pontuais dominados; coincidira portanto com B(R).

Para demonstrar a unicidade em C.(R) poderiamos ter dispensado o Teorema
de Stone-Weierstrass, utilizando directamente aproximagodes de cada fungdo de
C..(R) por convolugdes com nucleos do tipo:

n 1
)= ——;
gn(t) w1+ n2t2’

¢ facil ver que as somas de Riemann das convolugdes convergem dominadamen-
te, bem como as proprias convolugdes (quando n— o). Tudo se reduz entdo a
verificar que ® 4 fica univocamente determinado em fungdes do tipo:

1

U sy rye)

(o, B € R, >0),

o que ainda se pode reduzir a produtos de fungdes do tipo 1/( 4 a + ib), para as
quais se recorre a raciocinios semelhantes aos utilizados acima para (£ +4)~'.

Provemos agora a existéncia; sejam L?(M,du), f e U como no teorema ante-
rior. Pomos:

®a(g) = U™ TysU , Vg € B(R).

E facil verificar que ® 4 satisfaz as propriedades que o determinam univocamen-
te, de acordo com a primeira parte da demonstragdo; seja, por exemplo, g, suces-
sdo em B(R) tal que:

gn(t)—t, |g.(t)| < |t|, YVt € R,n € Ny.

Entdo, se u € D(A), tem-se f.Uu € L*(M,du) e:
* lgn(f(m)).Uu(m)| < [f(m)[|[Uu(m)|, Vm € M,n € Ny,
* gn(f(m)).Unu(m) — f(m)Uu(m) , Ym € M;

portanto, pelo Teorema de Lebesgue, g, o f.Uu— f.Uu em L*(M,dy). Sendo
U unitario: ’
D4(g)u=U"T, ;Uu=U"(gyo0 f.Uu) — U NfUu) = Au,
como pretendiamos. A demonstracdo das outras propriedades que caracterizam
$ 4 univocamente € deixada como exercicio.
1. resulta da simples verificagdo directa da identidade:
(UBU Y =UB'U !,

para U unitario de H em H’ (espagos de Hilbert), B operador em H, com domi-
nio denso, e do facto de (Tyos)* = Tys7 = Tyos-

ge.
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As demonstragdes de 2., 3., 4. e 5. sdo deixadas como exercicios; para provar
6., notemos que basta fazé-lo para g(t) = 1/(t+1i), por razdes analogas as
invocadas no inicio da demonstracdo. Ora se:

* Au= du (u € D(A))

vem:

N . L N S
(Aiz)u—()\iz)uému—(/lil) u—‘I)A(/t\ii)u-

Quanto a 7., notemos que o(A) = o(Ty) = Ress(f), atendendo & Proposi¢do
6.5—1 e a observagdo 1) acima; por outro lado, atendendo a Proposi¢do 6.4-2:

p(fHC\ Ress(f)) = 0,
donde:
*u(fH(C\a(4)) =0,
e portanto, se g/,(4) = N/s(4) (g, h € B(R)), tem-se, Vu € H:
[Ba(g)u—Ba(h)ul|” = [Balg = h)ul]* = [[UBA(g — k) ull}apr.g) =
= l(g = R) o fUull p20,00) = /Mlg(f(m)) = h(f(m)P[Uw(m) | dps(m) =

= / l9(f(m)) = h(f(m))*|Uu(m)[* du(m) = 0 =
fHo(4)) _ _
= Qa(g)u = Pa(h)u,
ouseja, @4 (g) = PA(h).
Finalmente, demonstremos 8.; pondo:
Uy :C(o(A) — L(H)
g Valg) = B4(7),

onde:

() sete o(A)
(t):{g ZZteR\a(A)’

é facil verificar, atendendo as propriedades de ® 4, que se trata de homomorfis-
mo. Por outro lado, sendo 1 a unidade de C'(c(A)), coincide, em o(A), com a
unidade de B(R), donde, por 7.:

VA1) = @a(1) = ®u(1l) = I

finalmente, tomando:
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_t selt|<n
g”(t)_{() se |t| >n’

sabemos que:
« D4 (gn) uT»Au7 Vu € D(A) =H,
e, por outro lado, para n suficientemente grande, g, Jo(A) :/t\/(,( 4) (ja que, neste
caso, o(A) é limitado), donde (a partir de certa ordem):
WAt o)) u = Ba(( fo(a))7) u = Ba(ga) u—> Au,Yu € D(A) = H =
= 2 WAt/ = A

Entdo, em particular:

c Wy (?/am)) =AY,

pelo que, por continuidade e densidade, ¥4 toma valores na algebra gerada por
A, A* em L(H). Pela unicidade de ®4 (¢f Teorema 4.7), concluimos que
U, = ®y, o que demonstra 8.1

Observacgao: 2) O ponto 8. do Teorema anterior leva-nos, sem perigo de con-
fusdo, a representar ® 4(g) por ®4(g), ou mesmo por g(A).

Antes de procurarmos generalizar o calculo operacional a fungdes ndo limita-
das, estudemos duas classes imprtantes de fungdes limitadas de um operador
auto-adjunto:

g (N =™ (t, A eR);
* fungdes caracteristicas xq de borelianos ) de R,

que serdo objecto dos capitulos seguintes.

Exercicios

124) Mostre que, em qualquer conjunto de operadores em espagos de Hilbert, a
relagdo ~ dada por “A~ B sse existir um operador unitirio U tal que
UAU! = B” ¢ de equivaléncia; pode também escrever-se:

AsB.

125) Diz-se invariante unitdrio qualquer propriedade P(x) tal que:
A~B= (P(A) & P(B))
(~ relagdo de equivaléncia introduzida no exercicio anterior).

a) Mostre que sdo invariantes unitarios as seguintes propriedades P(x):
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i) D(x) ¢ denso no espago; i) = é fechdvel; iii) x é fechado; iv) = é auto-
-adjunto; V) x & essencialmente auto-adjunto; vi) K = o(zx); vii) K =
= op(x); viii) K = o¢(z); ix) K = og(x)

b) Verifique que se A B entdo UAU ' =BeUA'U ! = B*.

126) Seja A operador auto-adjunto no espago de Hilbert H; mostre que se B €
€ L(H) e BA C AB, entdo B® 4(g) = ®4(g)B, Vg € B(R) [Sugestio: Comece

por verificar que B comuta com (A 44)7!].

127) Deduz-se imediatamente do Teorema 1 de [W], 15.5, que o conjunto das fun-
¢oes borelianas de R em R é o menor conjunto de fungdes de R em R conten-
do C.(R,R) e fechado para os limites pontuais. Pretendemos adaptar a de-
monstracdo do referido Teorema de modo a obter o seguinte resultado:
“B(R) é o menor conjunto de fungées de R em C contendo C,(R) e fe-
chado para os limites pontuais dominados”. Para esse efeito, resolva suces-
sivamente as seguintes questdes:

a) Mostre que existe 0 menor conjunto M de fungdes de R em C contendo
C.(R) e fechado para os limites pontuais dominados (limites pontuais de su-
cessoes f, em B(R), convergentes pontualmente e tais que ||f,|,, < C,
Vn € Ny, para certo C' > 0), tendo-se:

M= m{C C B(R) : C.(R) C C,C é fechado para os lim. pont. dominados}

[Sugestéo: A existéncia da intersec¢do ¢ equivalente a existéncia de pelo menos um C nas condi-
¢des acima®!; basta portanto verificar que o proprio B(R) ¢ fechado para os limites pontuais do-

minados; resta, em seguida, verificar que M acima definido também satisfaz a esta condig@o].

b) Mostre que que M ¢ sub-algebra de B(R) contendo a unidade [Sugestio:
Para provar que M ¢ fechado para a soma considere, para cada ¢ € C.(R), M, = {f € M :
f+ ¢ € M}; mostre que M C M,,. Em seguida, fixado g € M considere M, = {f € M :
f+ g € M} e mostre que, mais uma vez, M C M,. Proceda de modo analogo para as outras

operagdes].

¢) Seja P = {Q C R: xq € M}; mostre que se trata de oc—4lgebra contendo
os intervalos compactos, e conclua que coincide com a o—4lgebra Bor (R) dos

borelianos de R [Sugestdo: Pode usar a alinea anterior para provar que P ¢ fechado para as
unides finitas e passagens ao complementar, ¢ o facto de M ser fechado para os limites pontuais

dominados para concluir que P é o-algebra].

d) Conclua da alinea anterior que M contém as fungdes simples borelianas
(combinagdes lineares de fungdes caracteristicas de borelianos) e deduza
desse facto que M = B(R) [Sugestdo: Cf. a demonstragdo da Proposigdo 17.1 de
[BW2]].

128) Demonstre a unicidade expressa no Teorema 7.2 sem utilizar o Teorema de
Stone-Weierstrass para passar a C..(R) e complete a demonstra¢do das propri-
edades de ¢ 4 que o caracterizam univocamente.

81Como se sabe, ndo existe (como conjunto) a intersecgdo de uma familia vazia de conjuntos.



206 7. Teorema espectral para op. auto-adj. “nao limitados”

129) Demonstre os pontos 2., 3., 4. ¢ 5. do Teorema 7.2 [Sugestio: Para demonstrar 2. re-

corde a Proposi¢do 6.4, além do Teorema 7.1, evidentemente].
130) a) Mostre que os operadores auto-adjuntos t€ém espectro nao vazio.

b) Mostre que se A € C for valor isolado do espectro de A, operador auto-
adjunto, entdo \ € op(A).

¢) Verifique que se A for auto-adjunto em H entdo A € L(H) sse o(A) for
limitado. Mostre, com um contra-exemplo, que a equivaléncia ¢ falsa na
classe mais vasta dos operadores fechados em espagos de Hilbert.

d) Mostre que se A for auto-adjunto e o(A) = {A\} C R, entdo A = AI.



Capitulo 8

Grupos unitarios

e a Equacao de Schrodinger

A importancia particular das fungdes g¢(\) = e (£, A € R) resulta de se
tratar das solugdes em ¢, para cada A € R, do problema de Cauchy:

pelo que € natural esperar que os operadores:

9i(A) = €>A(gt)
(A auto-adjunto num espaco de HilbertH) estejam intimamente relacionados

com as solu¢des da equacdo diferencial (em H):

. du
dt

(49) = iAu.

Equagdes desta forma surgem naturalmente no quadro da Mecanica Quéntica.

8.1 A Equacio de Schrodinger da Mecanica Quantica

Voltando as notagdes e conceitos da Introducgdo, procuremos concluir a que
equacgdo deve obedecer o grupo de ondas (2) para que, no caso em que se encon-
tre associado a uma “particula classica”, reencontremos as equagdes classicas da
Mecanica Newtoniana. De (2) obtemos (supondo que podemos derivar “debaixo
do sinal de integral”, o que, nesta andlise heuristica ¢ manifestamente legiti-
mo...):

i

81# i (px—Et) dp

cor @)=~ [ B Bl)e

207
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81/) h/ 65 (pz—Et) dp@
321# i
= 92 (x,t) = h2 p? B(p) et P*=EY g,

Da equacgdo cléssica para a particula livre (cf. Introducdo):

p2

2m’

concluimos que v devera obedecer a equacao:

.in oy P %
ot~ 2m 92’
ou seja:
Loy h 9
(50) ot T "omoa?

(Equacdo de Schrodinger para a particula livre com um grau de liberdade). A
N dimensdes de espago — N = 3 no caso de uma particula livre no espago
ordinério — 92 /0x? seria naturalmente substituido pelo laplaciano N-dimensio-
N
nal A = 3" 0% /0z2.
i=1
Note-se que (50) pode ser obtida formalmente da equagdo classica fazendo
corresponder ao momento linear p o operador (h/i)(0/0x) e a energia E o ope-
rador ih(0/0t) (principio de correspondéncia). Para uma particula sujeita a um
potencial V' = V (z), podemos fazer uma analise heuristica semelhante; durante
um intervalo de tempo suficientemente pequeno para que se possa considerar o
momento linear aproximadamente constante (note-se que agora a velocidade
pode variar, devido ao potencial), podemos associar a particula um grupo de
ondas do tipo . Portanto, na vizinhanga de certo instante ¢, e de um ponto
xo € R em torno do qual, nesse instante, a “onda-particula” se concentre, tere-
mos, aproximadamente:

o h? 9%
Zﬁ[“)t (z, )+ o
2

~ (By = 5 = V(@) v, 1) = 0,

(1) = V(xo) () =

atendendo a equagao classica:

2
*FE = 2p_ + V' (energia cinética + energia potencial).
m

E entdo natural postular, com Schrodinger, que a equagio que rege a evolugio da
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funcdo de onda de um sistema unidimensional sujeito a ac¢do do potencial V'
deva ser:

oy R

Zhﬁ——%a?—f"/’@/},
ou seja:

o h YV
S ot = Gmow ~7Y)

(Equacdo de Schrodinger com potencial). Vale mais uma vez o principio de
correspondéncia, associando a energia potencial o operador 13, de multiplicagdo
por V. Note-se que tanto (50) como (51) podem ser entendidas como equacdes
do tipo (49), desde que os dominios dos operadores e o potencial V' sejam esco-
lhidos de modo a obtermos operadores auto-adjuntos. No exercicio 18 (Capitulo
1) estudou-se, em particular, o operador id/dx em L?(R); mostra-se que, em
certo dominio, ¢ auto-adjunto. Considerando o respectivo quadrado e multipli-
cando por uma constante real conveniente, obtemos novo operador auto-adjunto:

hood?
2m dz?’

cujo dominio caracterizaremos mais adiante; se, por exemplo, V' for fungdo
mensuravel limitada, o operador que intervém em (51) também sera auto-adjun-
to, pelo que, em qualquer dos casos ficamos reduzidos a uma equagdo do tipo
(49). Note-se ainda que a derivada que intervém em (49) ¢é, em principio, no sen-
tido de fungdes com valores em H (€ limite em H de razdes incrementais); em
cada caso dever-se-a verificar se se obtém solugdes pontualmente diferenciaveis,
o que, evidentemente, s6 faz sentido se H for um espaco de fungées. Antes de
passarmos ao estudo dos ®4(g;) convém esclarecer que a equagdo de
Schrdédinger ¢ um primeira aproximagdo dos fendmenos da micro-fisica que des-
preza os efeitos relativistas, o spin € o chamado principio de exclusdao de Pauli.

8.2 Existéncia, unicidade e regularidade da solucao do
problema de Cauchy para uma equaciao abstracta
“de tipo Schrodinger”

PROPOSICAO 8.3: Seja H espaco de Hilbert, A : D(A) C H — H opera-
dor auto-adjunto e, para cada t € R,

g :R—C
tal que:
g:(A\) = e, VA eR.
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Entdo, se:
U(t) = ®a(g:) = 9:(A) = "4, Vt € R,
tem-se:
1. U (t) é operador unitirio, V't € R.

2U@+s8)=U@)U(s),Vs,t € R;
em particularU(0) =TI e U (t) 1 =U(—t) = U ()~

3. A aplicagio t — U (t) u é continua de R em H, Vu € H.
4. u € D(A) sse existir em H:

lim J@®u—w
t—0 t

5. Se ug € D(A), entio U (t) up € D(A),Vt € Re:
d
E(U(t) ’LL()) = ZAU(t) ug = ZU(t)AUO ,Vte R,

sendo u(t) = U (t) wo a unica solucdo diferencidvel do problema de

Cauchy:
du =tAu,t€eR
dt ;
u(0) = ug

Além disso u € C'(R,H) N C(R, D(A)), tomando em D(A) a nor-
ma “do grdfico”:

lelleay = llull® + [l Au|l* (u € D(A)).

Demonstragao: Com as notagdes dos Teoremas 7.1 ¢ 7.2, sabemos que, para
cada t, U(t) é unitariamente equivalente ao operador T« em L?(M, dy). Como
todas as propriedades 1.-5. sdo manifestamente invariantes por equivaléncia
unitaria, podemos supor que:

U(t) - Teztf
(€ L(L*(M,dpu)),ja que |e/| = 1 porque f ¢ real)82. 1. resulta obviamente de:
. el_ff = efh’f;
2. de:

o ot _ Gitf gisf

82No que se segue poderiamos também ter invocado as propriedades do caculo operacional limitado,
em lugar de nos reduzirmos ao caso de operador de multiplicagdo.
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3. ¢ simples consequéncia do Teorema de Lebesgue, ja que, para g €
€ L*(M,du):

itf(m 7 m) |2
1U(t)g — Ulto)gll3e = / |0 — eI g (m) [ dpa(m) 0,
M
visto que a fun¢@o integranda converge pontualmente para zero e:
1) — I P lg() [ < 21g(m)[* € L' (M, dp).

Para demonstrar 4. basta, mais uma vez, invocar o Teorema de Lebesgue. Como
nos reduzimos ao caso de A =Ty,g€ D(A) sse g€ L*(M,du) e f.ge
€ L*(M,dp). Entdo se g € D(A), temos:

HU(t)g— ’
t

g .
—ifg|| = /
12 M

visto que a fungdo integranda converge evidentemente para zero e:

eiz‘f(m) -1

2 2
—— —if(m)| lg(m)I” du(m) —0,

thn

0 onde |f| =0

dtf_1 |2 <
St =il 1f.gP ondel|f] £0

< C|fgl* € L'(M, dp).

eitffl ) 2 9
— —if| lgf =

Portanto, nesse caso, existe, em H:

(52) lim M
t—0 t

e ¢ igual a iAg. Entdo, se definirmos um operador A com dominio constituido
pelos vectores u de H para os quais existe o limite (52) (com g substituido por u)

¢ definido em v € D(A) como sendo —i vezes esse limite, obtemos:
«ACA
Ora, Yu,v € D(A):

~ .U
(anor = (i3m0

Il
<
<
[
<
=y
3
/~
£
—
~~
<
\
<
—
Il

i (0, U(~1) 1) ~ (u,0) =

(u, —i 1imw> = (u, Av),

t—0 —t

ou seja, A é simétrico; como A ¢ auto-adjunto e portanto maximal simétrico,
concluimos que:

A=A,

0 que termina a demonstragao de 4.
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Quanto a 5., notemos que se ug € D(A), entdo, Vi € R:

HU(S)U(t)uoU(t)uo iU
U(s+t)ug—U(t)u

— iAu0>

(t)AUO

U iU (t) Aug

U(s)up — ug
s

— iAUU

| U(s) ug — ug
B s

o

—0;
s—0

portanto, pelo que acabamos de demonstrar, U (t) ug € D(A) e:
. ZAU(t) Uy = ZU(t)A’LL() = AU(t) Uy = U(t)Auo
Acabamos também de verificar que:

d
d—t(U(t) UQ) = zU(t)Aug = ZAU(t) Uuo,
vVt € R. Resta demonstrar a unicidade ¢ “regularidade” da solug@o do problema
de Cauchy. A regularidade resulta da propria equagdo e da continuidade da fun-
¢do:

t— Au(t) = AU(t) up = U(t) Aug,

consequéncia de 3. (note-se que u(t) = U(t) ug é continua ¢ mesmo diferencid-
vel, por 5.). Para demonstrar a unicidade note-se que se u € solugdo diferenciavel
da equag@o com condigdo inicial «(0) = 0, se tem [exercicio]:

%(IIU(t)IIZ) = (@Au(®), u(t)) + (u(t), idu(t)) = 0
lu(0)]* =0

donde:
o lu(t)]]* = 0,¥t € R = u(t) = 0,Vt € R.O

Em particular acabamos de demonstrar um teorema de existéncia, unicidade e
regularidade para a equacdo (49) (problema de Cauchy). Tal equagdo tem solu-
¢oes obtidas pela acgdo de uma familia (U ());er de operadores unitarios satisfa-
zendo a determinadas propriedades. Obtivemos portanto solugdes das equacdes
de Scradinger (50) e (51), em certo sentido, dependente do conhecimento exacto
dos dominios dos operadores diferenciais associados as equacdes. Note-se que as
conclusdes da Proposicao 8.3 sdo compativeis com a interpretacdo probabilistica
da fun¢do de onda 1; com efeito, sendo |w|2 densidade de probabilidade da posi-
¢do, devera ter-se:

19, Ol 2@ =1, Vt €R.

Ora, se partirmos de uma fun¢do de onda vy(x) = v(x,0) satisfazendo a esta
condigdo, e sendo a evolucdo regida por uma equagdo de Schrodinger, portanto
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do tipo (49), vira:

(@, t) = (UE)%o) (@) = V() 72w = 100l zm) = 9ol 2z) = 1.

8.3 Dinamica quintica, grupos unitarios e o0 Teorema
de Stone

Pode agora por-se a questdo, de certo modo inversa, de saber se um processo
evolutivo, no espaco das fungdes de onda, sera sempre regido por um equagio de
tipo (49). Os principios da Mecanica Quantica estabelecem que, fixadas as condi-
¢oes da experiéncia, o conhecimento da evolugdo de um sistema fisico (dada pela
fungdo de onda a ele associada em cada instante) deva apenas depender do co-
nhecimento da func¢do de onda em determinado instante, seja, por exemplo, o ins-
tante t = 0. Fica assim estabelecida um aplicagdo (para cada t € R):

Yo = P(0) = 2p(t) = U(t)vh,

de L*(R) em L?(R), que suporemos linear (postulado fisico da sobreposi¢do dos
estados). Como consideramos que as condigdes da experiéncia ndo variariam
com o tempo, devera ser indiferente deixar evoluir um sistema até ao instante
t + s ou partir, no instante zero, do estado de fun¢do de onda ¢(s) e deixa-lo
evoluir até ao instante ¢; ou seja:

(53) cU(t+ )t =U)U(s)to, Vs, t € R, € L*(R).

Por outro lado, a interpretagdo probabilistica da fun¢do de onda impde que se
possam normalizar simultaneamente as fungdes de onda correspondentes aos di-
ferentes instantes, ou seja:

IOl _ ;e g,
l[oll
0 que se traduz pela seguinte propriedade das aplicagdes U (t):
(54) U @)holl = llvoll, V¢ € R, Vo € L*(R).

Também ¢ 6bvio que:
(55) < U(0) 1o = o, Yooy € L*(R).

As condi¢des (53), (54), (55) traduzem o facto de (U(t))icr ser grupo unitdrio
em L?(R); com efeito, de (53) e (55) deduzimos facilmente que as aplicagdes
U (t) sio bijecgdes de L2(R) em L*(R), o que, junto a (54), garante que cada
U (t) é operador unitario em L?(R) (cf- exercicio 5, Introdugdo).
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DEFINICAO: seja ‘H espaco de Hilbert; chamamos grupo unitirio a uma
Samilia (U (t))er de operadores unitdrios em H tais que:

cUt+s)=Ut)U(s), Vs, t € R.

As consideragdes anteriores mostram que (U (t))icr € grupo unitdrio em H
sse se tratar de familia de aplica¢des de H em 'H tais que:

*U(t+s) =U(B)U(s), Vs,t €R;
< U(0) =1I;
NU@)ull = flull, vVt € R,u € H.

[Exercicio: demonstrar a equivaléncia].

Um grupo unitario diz-se fortemente continuo se for continua, para cada
u € H, a aplicagdo t — U (t) u de R em H; diz-se fracamente continuo se forem
continuas as aplicagdes ¢ — (U (t)u,v) de R em R, Yu,v € H. E ficil verificar
que as duas nogdes sdo equivalentes; ¢ 6bvio que fortemente implica fracamente
continuo. Reciprocamente basta supor que, para cada u € H, € continua a aplica-
¢do,de RemR, ¢t — (U(t) u, u), pois nesse caso:

= 2fJul® — (U(t) u,u) — (U (=) u,u) —0,

Vu € H, donde se conclui facilmente a continuidade forte, pois:

IUE+h)u—=U@)ull = [[UGUR) u —u)l| = |U(h)u —ul[ —0,

Vt € R,u € H. No caso particular em que H ¢é separavel vale o resultado se-
guinte devido a Von Neumann:

PROPOSICAO 8.4 (Von Neumann): Seja H espaco de Hilbert separdvel e
(U (t))ter grupo unitirio em M tal que para cada u,v € H é mensurdvel a
aplicag¢io t — (U (t) u,v) de R em R; entio (U (t)):cr é fortemente conti-
nuo.

Demonstracao: Pelas consideragdes anteriores, basta-nos verificar que, para
cada u,v € H, t — (U(t) u,v) é continua na origem. Comecemos por notar que
esta aplicagdo ¢ limitada, pois:

U@ w,0)| < lullllofl, vt € R;

sendo mensurdvel, é, em particular, localmente somavel. Entdo, para cada
u € 'H, a € R, € linear continua a aplicagio:

v /Ua(v, U(s)u)ds

de ‘H em C. Pelo Teorema de Riesz, existe u, € H tnico tal que:
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o (v,uq) :/0 (v,U(s)u)ds, Yv e H,
donde:
(0, U(8) ) = (U(—) v, 1) = / (U (—t)o, U(s) ) ds =
’ t+a
- [(@utsawis= [ @u©uw
portanto:

[(U(#) ta, v) = (ua, v)| =

/ttm(v,U(ﬁ) u) d€ — /OQ(U,U(g) ) d§‘ <

<

/ " U (s) uyds| + /U (0 U () ) ds

a

< 2ol lull =0,

0 que prova a continuidade na origem de ¢ — (U(t) uq,v). Se demonstrarmos
que o conjunto dos u, (u € H,a € R) é denso em H, um simples argumento “do
tipo 6/3” permitira demonstrar a continuidade fraca do grupo na origem, ¢ por-
tanto a continuidade forte. Seja entdo v € H tal que:

e (v,ue) =0, Vu € H,a € R;

provemos que v = 0. Se (uy)nen, for base ortonormada de H (numeravel, visto
‘H ser separavel — note-se que excluimos o caso em que H tem dimenséo finita,
que teria demonstracdo idéntica, ainda que mais facil) tem-se Vn € Ni,a € R:

0= (v,u,,) = /Oa(v, U(s) uy) ds;

da arbitrariedade de a concluimos que:
*(U(s) uy,v) =0, p.p.emR,

ou seja, para cada n € N; existe um conjunto mensurdvel €2, C R com medida
de Lebesgue nula, tal que, Vs € R\ Q,:
« (U(s) up,v) =0.

Como |J Q, tem medida nula, R\ {J €, # 0, donde, tomando

neNy neNy

to R\ |J ,

neNy
ter-se-a:

* (U(ty) up,v) =0, Vn € Ny;
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mas (U (ty) un)nen, € base ortonormada de H, visto U ser unitario, donde
v=0.0

O resultado de Von Neumann mostra que a hipotese de continuidade forte ¢
bastante aceitavel como postulado a acrescentar a (53), (54) e (55) para caracteri-
zar um processo dindmico em Mecéanica Quantica. Vamos entdo mostrar que tal
processo resulta sempre da solugdo de uma equagdo do tipo (49), ou seja, que os
grupos unitdrios do tipo estudado na Proposi¢do 8.3 sdo os unicos fortemente
continuos existentes (e portanto os Unicos fracamente continuos, ou mesmo fra-
camente mensurdveis, no caso separavel).

TEOREMA 8.5 (Stone): Seja M espagco de Hilbert e (U (t))ier grupo
unitdrio fraca — e portanto fortemente — continuo; entdo existe um operador
auto-adjunto A : D(A) C H — M unico tal que:

«U(t) = e, Vt eR.

Demonstragao: Sabemos, pela Proposigao 8.3, que se A existir, 1A sera a de-
rivada forte de U (¢) em ¢t = 0, no dominio em que esta esta definida. Procuremos
entdo construir A derivando U (¢) fortemente em certo conjunto de vectores D
convenientemente escolhido; seja D o subespaco vectorial de H gerado pelos

vectores da forma:
suf = / fROU@) udt

(v € H, f € C§°(R) — espago das fungdes de classe C* e suporte compacto em
R), onde o integral ¢ limite de somas de Riemann em H, ja que ¢ — U(t)u ¢
continua. E facil concluir que D ¢ denso em H, pois tomando p,, (n € Ny) como
na sugestao do exercicio 17) — Capitulo 1 — “aproximagdo da unidade”, temos
pn € CP(R)eseu € H:

=l < [ pu® 0O =ulde < sup [U(E)u =0

te[—

n’rl]

Calculemos a derivada de U (t) u; em ¢ = 0; pensando nas somas de Riemann, ¢
facil concluir que U (t) comuta com o integral, donde:

Ul(t) ufof /f Ut+s) ufU(s)ud57

:/RfT*tt () udT—»/ — (DU udr =

t—0

= Uy
Seja entdo:
* Aup = —iu_p,

Yu € H, f € C§°(R). Podemos estender A a D por linearidade, tendo-se:
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A:D— D,
e, também:

U()(D)c D, VteR,

Ut /f uds /f Ut+s)uds =

/frft T)udr = uy,

ja que:

donde:
U(t)Auf = —iU(t)u,f« = —Z'U(,fr)t = —iu,(m/ = Auy, = AU(t) uf,

ou seja, U(t) comuta com A em D. Provemos que A ¢é essencialmente auto-ad-
Jjunto em D; D ¢ denso, como ja vimos, e A ¢é ai simétrico, pois:

U(t)us — U=t — v,
(A'U/f,’l}q) = (_thwvvq) —1 lim (U‘f) w) —
' t—0 t { =0 ;
U(—t)v, — v,
_ llm(u,f, —z(l—vz%) _ (U'f,AUg),

Yu,v € H, f,g9 € C§°(R). Basta entdo verificar que ker (A*+ i) = {0} (¢f Co-
rolario 2 do Teorema 1.5); se v € D(A*) e A*v = %iv, entdo Yu € D(A) = D:

d Ut+h)u—U(t)u Uh)u—u |
LWt u,v) = (fim e )
= (U

7 »v) = (U()lim

0
(t)Au,v) = (AU (t) u,v) = (U (t) u, A"v) =
=i(U(t) u, iv) = £(U(t) u, v).
Como (U(0) u,v) = (u,v), concluimos que:
< (Ut)u,v) = e*(u,v),
vVt € R; ora:
e |(u,v)| = |e* (u,v)| = |[(U(t) u,v)| < |[ullllv], V¢t € R = (u,v) = 0.

Como w ¢ arbitrario em D (denso em H) concluimos que, de facto, v = 0 e por-
tanto A ¢é essencialmente auto-adjunto. Provemos que:

cU(t) =™ Wt eR.

Basta, obviamente, provar que os dois grupos coincidem em D (por densidade de
D e continuidade dos operadores); ora se ug € D, pelo que atrds vimos,
U(t) uwp € Deu(t) =U(t) up (t € R) ésolugdo diferenciavel da equagdo:
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d _
d—?:iAu(:iAu),tE]R7
u(0) = uy

e portanto, pela Proposigdo 8.3-5, U (t) ug = ey, vt € R.O

No caso particular em que A € L(H), o exercicio 48 (Capitulo 2) e a unicida-
de do calculo operacional garantem que:

By (D) = ot = 3 (itA) ’

|
neN; n:

Vvt € R, o que mostra a coeréncia da notacdo adoptada. Neste caso a aplicacdo
t — exp (itA) ¢ mesmo continua de R em L(H) e diferenciavel também no
sentido de L(H) (cf. exercicio 30, Capitulo 2). A reciproca também é verdadei-
ra; mais precisamente, todo o grupo unitario (U (t)):er uniformemente continuo
(ou seja, continuo de R em L(H)) é igual a (exp (itA));cr para certo A € L(H).
Basta demonstrar a diferenciabilidade no sentido de L£(H), pois, nesse caso,
U(t) u sera diferencidvel em t = 0,Vu € H, o que implicard que D(A) =H e
um operador auto-adjunto com dominio igual a H ¢ continuo (Teorema de
Hellinger-Toeplitz — cf. Introdu¢ao); ora, de:

Ut)—1I

t—0

em L(H) e da continuidade de U (¢) conclui-se facilmente que:

1 h

Portanto, para h > 0 suficientemente pequeno, thU (t) dt é operador invertivel
em L(H); logo:

B b t+h h
%/{) U(s)ds:%/t U(s)dS*%/O Uls)ds =

N % _ %(/tHhU(s) ds /UhU(s) ds) (/OhU(S) )

-1

— (U(h) —I) (/UhU(s) ds) :

t—0

e portanto (U (t))ser ¢, de facto, uniformemente diferenciavel em t = 0, logo, de
facto, A € L(H).

Se
U(t) =™, vt € R,

sendo A : D(A) C H — H operador auto-adjunto no espago de Hilbert H, A
diz-se gerador infinitesimal do grupo unitirio (U(t))cr que se diz gerado por
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A. Muitas vezes é o operador i A que é designado por gerador infinitesimal, pois
a definicdo da exponencial pode ser feita, mantendo propriedades essenciais
desta fungédo, para uma classe de operadores mais vasta que a considerada — ou
seja, que os A com A auto-adjunto. Trata-se da chamada Teoria dos semi-gru-
pos de operadores (fortemente continuos); veremos mais adiante um exemplo,
construido ainda a partir de um operador auto-adjunto.

8.4 A formula de Trotter-Lie e a formulacio de Feyn-
man da Mecanica Quantica

Do exercicio 30 — b), e) (Capitulo 2) podemos facilmente concluir que se A,
B e L(H),AB = BA, entio:

. eit(A+B) _ eitAeitB’ Vit € R7
¢ para quaisquer A, B € L(H):

. tA+B) — lim (e Ae'sP)" it € R (formula de Lie);

pde-se a questdo de saber em que medida, no caso de A, B serem operadores au-
to-adjuntos, ndo necessariamente em L£(H), se pode exprimir exp (it(A + B)) a
partir de exp (itA) e exp (itB). Note-se que nem sempre A + B é auto-adjunto
ainda que A ¢ B o sejam, pelo que ndo podemos esperar obter um resultado para
A, B arbitrarios; existe uma vasta literatura que examina o problema de defini-
¢Oes mais gerais de soma de operadores em consonancia com formulas relacio-
nando a “exponencial da soma” com “produtos de expomenciais”, restando
ainda importantes questdes em aberto neste dominio. Limitar-nos-emos a analisar
um resultado no caso mais simples em que ¢ feita a hipotese (necessaria para
definir exp (it(A + B)) no sentido habitual) de A + B ser, conjuntamente com A
e B, operador auto-adjunto:

TEOREMA 8.6 (Férmula de Trotter para grupos unitarios): Seja H espaco
de Hilbert e A: D(A) C H — H,B : D(B) C H — H operadores auto-
adjuntos tais que A+ B: D(A+ B) = D(A) N D(B) — H é auto-ad-
junto; entdo para todo o T' > 0O:

(56) e'it(A—l—B) u = lim (ei%Aei%B n u,

Vu € H, uniformemente em t € [T, T).
Demonstragao: Comecemos por notar que em qualquer anel com unidade:

c"— D" =(C" — Cn71D+On71D7 On72D2 4o +CD7L71 —_ D" =
n—1
_ Cnfkfl(c o D)Dk,
k=0

Vn € Nj. Entdo:
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sup H(eiﬁAei%B)n w — MA+DB) UH _
te[-T.1]
n—1
— sup H((eqtf;AeigB)n_(eig(AHa))n)uH < sup (eirAeinByn—h=1,
te[-T,T] te[-T,T]" =0
n—1
(e AeiB eziﬁ(A+B))(eij;(A+B))kuH < sup H(ei%Aez‘%B el AtB)),
te[-T.T] k=0
-t -1 -t
'ei‘,—f"(A+B)uH < sup (nt sup QitAgitB _ it(A+B) Sis(AB),, > -
te[-T,T)\  se|-T.T] t
ihA ihB _ ih(A+B)
<T sup sup || O c eSATB) |
hel- I Tjse[-T.T] h _
L(h)

Basta-nos, portanto, demonstrar que, para cada u € H,

L(h) vhng

uniformemente em
ve (e Wy s e [-T,T]}.

Basta mesmo fazer a demonstragéo para u € D(A + B), parte densa de H, pois
o caso geral resulta deste por simples argumento “do tipo §/3”, atendendo a que
0s operadores envolvidos tém todos norma igual a 1 [exercicio: demonstrar o caso geral
de u € H a partir do caso u € D(A + B)]. Seja entdo v € D(A 4+ B); temos:

_ ihB,, _ ihA, ih(A+B)y _ 4
L(h _ ihA € v v € v ( B € _
By ol = [} == 4 S -
ma(e"v—v ihA; ;
e’ (T - sz) + (e"*iBv —iBv) +
ihA, ih(A+B),, _
+ (u - z'AU) + (i(A+B)v— w) <
h h
ihB,, _ )
< evmv_ 1Bvl|| + ||e”LABv — Bv” +
ihA,, _ ih(A+B),, _
n %4@ + € h” Y _i(A+ B)v||—o0.

Ora D(A + B) é espago de Hilbert para a norma do grdfico
ol 5 = [0l + 11(A + B)ol?,

visto A 4+ B ser auto-adjunto e portanto fechado, e L(h) é obviamente continuo
de D(A+ B) em H (com as respectivas topologias de espago de Hilbert),
Vh > 0. Do facto de
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L(h) thGO

e da continuidade forte dos grupos unitarios envolvidos na definigdo de L(h)
concluimos que para cada v € D(A + B) ¢ limitado o conjunto:

< {L(R)v:he[-T,T)}

pelo Teorema da limita¢do uniforme (cf. [Rul], [Sa], por exemplo) concluimos
que existe M > 0 tal que:

WLl gpiarpy g < M, Vhe [=T,T],

donde ¢ facil concluir que a convergéncia L(h) v 0 & uniforme nos compactos
11—

de D(A + B). Com efeito, se K for compacto de D(A + B),

5
Yoe K,6>0,3e,>0: |h| <e, = ||L(h)v| < 2

donde:

[[w —of| < % = [ L(h) wl| < [L(h)(w = || + [ L(h) o] <

0
§M||w7v||+§<6,Vh:\h|<&,.

Como K ¢ coberto pelas bolas B(v,6/2M) (de D(A+ B)) com v € K, sera
coberto por um numero finito dessas bolas,

B(v, %)7 ..., B(vy, %),
tomando & > 0 igual a0 menor dos ¢, (i = 1, ..., k), ter-se-a:
|h| <e=||Lh)w| <6, Vwe K.
A+B)

Resta entio demonstrar que {e”*A™Py:s¢c [~T,T]} ¢ um compacto de
D(A+ B), para u € D(A + B), o que ¢ consequéncia imediata da continuidade
de

S = 61,5(A+B)u

de Rem D(A + B), facto ja conhecido (Proposi¢do 8.3-5).00

O resultado anterior foi obtido, no caso da dimensao finita, por Lie e generali-
zado por Trotter (em 1959) ao caso de semi-grupos de contracg¢do em espagos de
Banach arbitrarios, na situagdo, mais geral do que a atrds examinada, em que
A+ B tem por fecho o gerador de um semi-grupo de contracg¢do, o que corres-
ponde, no nosso caso, a A + B ser apenas essencialmente auto-adjunto e, evi-
dentemente, substituindo este operador, na formula de Trotter, por A + B. A de-
monstracdo nesse caso ¢ bastante mais elaborada; a que acabamos de ver ¢é
simples adaptacdo do caso da dimensdo finita (cf. exercicio 30 — ¢)). Desconhe-
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ce-se quais as condigdes mais gerais em que existe o limite do segundo membro
de (56), embora sejam conhecidos casos em que tal limite ndo existe (cf., por
exemplo, [C]).

Procuremos aplicar os resultados anteriores as equacdes de Schrodinger (50)
e (51). Comecemos por estudar o operador auto-adjunto que intervém em (50). A
menos de produto por uma constante rea/ € natural interpreta-lo como o quadra-
do do operador A = A, estudado no exercicio 18 (Capitulo 1); tem-se:

* D(A) = {u € L*(R) : u é absolutamente continua e v’ € L*(R)},

du
cAu=—i— D(A
u zdx,Vue (A),

sendo A essencialmente auto-adjunto em C§°(R). Sabemos entdo, pela Proposi-
¢do 1.7, que A? é também auto-adjunto, tendo-se

e D(A?) = {u € L* : u € C', v/ é absolutamente continua e v/, u” € L},

d du d’*u

-A2u:—z'—(—' ) = ——— ,VYue D(A?

dz dz?’ (4%,

(c¢f- exercicio 132), infra, para o estudo mais pormenorizado do dominio de
D(A?)). As propriedades da Transformagdo de Fourier permitem-nos dar uma
caracterizacdo mais Util de A? e apresentar uma férmula explicita do grupo
gerado por este operador. Comecemos por notar que se u € L' N L2, u é absolu-
tamente continua e u' € L' N L2, entdo, pela Proposicio 3.8—4:

du . du
f(*l—x) = *ZF(E

de

) = —i4ZF (u) = TF (u).

Ora F € unitario de L*(R) em L*(R) (Teorema 3.9) e A é essencialmente auto-
-adjunto no conjunto dos u satisfazendo as condi¢des que acabamos de enunciar
(visto o ser no espago menor C§°(R)). Daqui se conclui facilmente que:

d

i = A=F'T.F.
Mas ¢ facil verificar que:
(TE)2 =T,
visto tratar-se de operadores auto-adjuntos e, obviamente, (73)* C T}2; logo:
—j—; = A = (F'LF)? = F W) F =F 'TeF.

Pela unicidade do calculo simbdlico limitado concluimos que:
itd i
ceit =P p(e™) = F T o F VtER.

Como exp (—it2?) ndo estd em L' nem em L? ndo ¢ facil o calculo explicito di-
recto das Transformadas de Fourier; comecemos por substituir it por o € C com
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R a > 0. Nesse caso exp (—aX) ¢ B(R), mas como:
0(A%) = 0(T;) = Ress(7*) = [0, +o00
(como ¢ facil concluir), podemos, para este efeito, substituir exp (—aX) por:
*9a(N) = ¢ X4 (V) € B(R).

Entdo, supondo que

d* —1/,—aZ
ga(fw)uzéfp(ga)u_}" ( Fu)=F (0.Fu)
—F @) = = F () = vsu =
= — VU) = —F— V*xU) =V*xU= u
2 2
\/ 27 2

(c¢f Capitulo 3). Ora ¢é 6bvio que exp (—az?) € L', donde:

2

V2 ]. 5 2 67.’
=€ ar_— - Yoy d =
Y 2T Re c 4 27r
B 62 : M / VTR dy
m ——+00

o limite pode ser calculado utilizando caminhos convenientes no plano comple-
x0;se a = rexp (i0) (r > 0,0 € |—7/2,7/2], visto que R e > 0) seja:

Figura 6
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Fixado x € R, ¢ facil concluir que, sendo v, o caminho

teat— \/_

(R~.(t) € [—a,a]), o limite em questdo ¢ dado por:

1. :
lim e dz;
\/a”’ﬂﬂo Ya
ora o integral, ao longo do circuito figurado, de exp (—22) é nulo pelo Teorema
de Cauchy e os integrais ao longo dos segmentos verticais tendem para zero
quando a— 400, por um céalculo simples em que intervém o facto de 6 € |—m/2,
7/2[ [exercicio]. Portanto o limite procurado coincide com o integral ao longo de
R de exp (—z?), ou seja:

72

o2 e da 2 Ta
v=e " = — — [ eldt = ,
2my\/a Jr Vara
= ™
2
donde, representando g, (—d?/dx?) por e“df?:
(57) iy = v = — y) dy,

v 4o

Vu e L?NLYa e Ctq: Ra> 0. Tomando o = it + 1/n (n € Ny), conclui-se
facilmente, pelas propriedades do calculo operacional, que:

. e("ﬂ)mu—»e”mu Yu e L

por outro lado, se u € L?> N L':

 (@—y)? _ (.12—.'1/)12 1 —it) _ (.r—Qy)Ql
e (e 4(#+%)u(y)‘ = le 4<f +;,2) |u(y)| :di/‘u(y” S |U(y)‘,
21

Vz,y € R, donde, pelo Teorema de Lebesgue (uma vez que u € L'):

_@- y)2 w2

-1(ff+u)u dy—y / Tit u dy7
/47 (it + / v 4mit

Yu € L>N LY, 2z € R,t € R. Como, da convergéncia L?, concluimos que, Yu €
€ L’ N L', t € R, pelo menos para uma subsucessio:

a2 a2
eizy—eitu, pp. emR,
n

obtemos:
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a2

celity = / i u(y)dy, p.p. em R,
\ 4mit

Yu € L' N L% Se u € L?, podemos considerar

Up = UX[-n,n] " *Uu

em L%, u, € L' N L? (n € Nl), e portanto:

= u(y dy*e Pu —»6 mu

\/ 4mit

em L?; designando por

lL.m.g. /
R

(“limite em média quadratica dos integrais em dominios limitados convergindo
para R783), o limite, em L2, de integrais paramétricos em [—n,n] quando
n — 400, obtemos:

_ G-y
4it u dy,

. eltiz u—lmq

v/ 4Arit
Vu € L2. A solugdo de (50) é entdo obtida substituindo ¢ por (A/2m)t, o que da:

i m

enz = )dy7

h a2
(58) e eImnizy = Lm.g.

\/M/

Yu € L?,t € R. Notemos que o expoente na funcio integranda contém a quanti-

dade:
()

que ¢ o produto por ¢ da energia cinética de uma particula de massa m que se
mova com velocidade constante igual a (x — y)/t; trata-se portanto do integral
entre 0 e ¢ da energia cinética de uma particula de massa m que se mova, com
movimento rectilineo e uniforme entre os pontos y € x no tempo ¢t. Como, neste
caso, a energia potencial ¢ nula (visto o movimento ser rectilineo e uniforme),
aquela quantidade ndo é mais que o classico infegral de ac¢do entre O e t para a
particula:

¢ S(w) = /OVL(@(S)WU(S),S) ds,

onde L é o Lagrangiano do sistema constituido pela particula /ivre. Em principio
L =T —V = energia cinética — energia potencial; neste caso reduz-se a 1. w ¢é

83Também se utiliza a abreviatura inglesa, mais sugestiva, 1.i.m. “limit in mean”.
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a trajectoria da particula, w a velocidade. Esta interpretagdo € consistente com o
facto de a constante de Dirac & ter dimensdes fisicas de ac¢do (energia X tempo),
e sugere que procuremos uma representagdo do grupo unitario associado a equa-
¢do de Schrodinger em que intervenham trajectorias (“caminhos”) em lugar de
“posi¢des ” individuais de particulas; procuremos entdo saber o que se passa em
instantes sucessivos separados por intervalos de tempo arbitrariamente pequenos.
Para isso convém-nos considerar a divisdo do intervalo [0,¢] em n partes iguais
(n € Ny) e aplicar a propriedade do grupo, utilizando (58); omitindo, por como-
didade de escrita os “l.m.q.”, obtemos:

et u(z) = (¢ 'u(z) =

mn n iunil(“’ﬁr}’“’J)?L
2 h 2 t/n n
= ( - ) R R u(zo) dxy... dx,—1
2miht R R

(onde x = x,). A “fase” da exponencial no ultimo membro de (59) é (em unida-
des de h — quantum de acg¢do), a ac¢do classica correspondente a uma trajecto-
ria poligonal passando pelos pontos xo, ..., 2, em instantes sucessivos jt/n
(j=0,...,n), ou seja, com movimento rectilineo e uniforme entre cada dois
pontos xj, z;41 (j =0,...,n — 1). Intuitivamente, & medida que n aumenta, o
conjunto das trajectorias poligonais aproxima o conjunto de todas as trajectorias
partindo de z( no instante 0 e chegando a x = z,, no instante ¢; designando por
Qf

Zo,T

(59)

este espago de trajectorias seria natural esperar que, no limite em n se obtivesse
um integral em €2, , relativemente a certa medida que incorporasse também os
“limites” das constantes que intervém na férmula (59), o que corresponderia a
uma férmula do tipo:

h 2 i
(60) “eilmn iz y(z) :/ / e 5 dw |u(wo) day”,
R Qt

(),

onde:

« S(w) = /0 L(a(s),w(s), s) ds

¢ o integral de acg¢do ou simplesmente acgdo (lagrangiana) associada a trajecto-
ria w € Y, e dw a “medida” referida. O “integral” em Q)  que intervém na
formula (60) traduz essencialmente a formula¢do de Feynman da Mecdnica
Quadntica apresentada por aquele fisico em 1948 em famoso artigo publicado nos
“Reviews of Modern Physics”. Na formulagdo classica, a cada sistema fisico ¢
associada, em cada instante, uma fung¢do de onda v que funciona como amplitude
de probabilidade das medidas de posi¢do, ou seja, f9|¢|2 ¢ a probabilidade de
obter um resultado positivo numa experiéncia destinada a averiguar se o sistema
se encontra na regido 2 do espago nesse instante. A linearidade da equagdo de
Schrddinger (principio, ja citado, da sobreposicdo dos estados), traduz o facto de
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a amplitude associada a uma experiéncia decomponivel em alternativas mais sim-
ples ser a soma das amplitudes associadas a cada experiéncia elementar; ¢ o que
se passa, por exemplo, na experiéncia descrita nas figuras 2 e 3 da Introdugao.
Designando por 11,9 as fungdes de onda respectivamente associadas as experi-
éncias figuradas em 3-(b) ¢ 3-(c), a funcdo de onda associada a experiéncia
inicial (com os dois orificios abertos) sera, a menos de normalizagdo, ¥; + 19;
na figura 3 apresenta-se sucessivamente os graficos de [ + 12|?, [0, [¥o] €
1”4 [¢2]*. O facto de [th1 + o|* # [1]* + [1ho|” traduz a diferenga entre a
teoria qudntica e a teoria classica. A ideia de Feynman consiste fundamental-
mente em, fixado um sistema fisico, associar um amplitude de probabilidade,
ndo a cada instante ¢ posi¢do, mas a cada trajectoria no espago onde evolui o sis-
tema dado; ou seja, em lugar de “iy(x, t)” passaremos a ter “i)(w)”. Experimen-
talmente, podemos procurar “concretizar” a ideia de Feynman, complicando a ex-
periéncia anterior pela interposi¢cdo entre o emissor ¢ C' (cf. fig. 2 e 3) de mais
écrans com mais orificios. A cada sucessdo de orificios dos diferentes écrans cor-
responde determinada amplitude de probabilidade e a amplitude de probabilidade
correspondente & experi€ncia com todos os orificios abertos sera a soma de todas
as amplitudes correspondentes a cada sucessao de orificios. Esquematicamente:

_

R
electroes o

_

hn Y2 Y3 Y4 Ys Ys Yy
Figura 7

Na figura esta representada, a tracejado, uma possivel sucessdo de orificios a que
corresponde determinada amplitude de probabilidade 0 0, tendo-se:

Y7
Y= Z"'Z%l---w
Y1 Y7

(sendo ¢ a amplitude de probabilidade correspondente a experiéncia com todos
os orificios abertos).
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Mas outro conjunto de hipodteses alternativas € considerar as sucessoes de
orificios conjuntamente com o tempo de passagem por cada orificio; se agora
aumentarmos indefinidamente o niimero de écrans e a densidade de orificios em
cada écran, no limite concluiremos que a probabilidade de um electrdo ter movi-
mento em dada regido do espago-tempo deve ser o quadrado do médulo de um
nimero complexo ¢ obtido como “soma” (em sentido a precisar) das amplitudes
de probabilidade associadas aos diversos movimentos w(t) possiveis nessa regido
do espago-tempo:

EDIIZ O
w(t)

Esta equacdo traduz o primeiro postulado de Feynman para a Mecdnica Qudn-
tica:

PF-1 — Efectuando uma medi¢do ideal destinada apenas a determinar se uma
particula tem movimento em dada regido do espago-tempo, a proba-
bilidade de o resultado ser afirmativo é o quadrado do modulo de
uma soma de contribui¢oes complexas, uma por cada movimento
nessa regiao.

A ideia de Feynman ¢ precisamente definir a amplitude de probabilidade de
cada trajectoria entre a e b a partir da ac¢do S dessa trajectoria. A amplitude de
probabilidade de uma trajectoria w(¢) ¢ um nimero complexo:

Plw(t)] = Clw(t)] )

(onde Clw(t)] = [¢[w(t)]]); Feynman postula que cada trajectoria contribui
igualmente em modulo para a amplitude total mas que a fase 6 ¢ a ac¢do lagran-
giana da trajectdria, em unidades de A. Ou seja:

Ylw(t)] = C ef Sl
Temos assim o segundo postulado de Feynman:

PF-2 — As trajectorias contribuem igualmente em modulo, mas a fase da
respectiva contribui¢do é a ac¢do classica, em unidades de h, ou seja,
¢é proporcional ao integral temporal do Lagrangiano ao longo da tra-
Jjectoria.

Daqui resulta que, por exemplo, a probabilidade P(a,b) de uma particula
partir do ponto a no instante ¢, e atingir o ponto b no instante ¢, ¢ dada por:

P(a,b) = K (to, a; ty, b)|?

onde a quantidade complexa K (t,, a; t, b) é dada por uma “soma” ou “integral
generalizado™:
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A formula (60) estabelece a coeréncia entre a formulacdo de Feynman e a for-
mulagdo de Schrédinger da Mecanica Quantica, desde que interpretemos o
“integral” em QLM como sendo precisamente a “soma” definidora de K (0, zo;

t,x), o que dard, para a solucdo u(z,t) da equagio de Schrodinger:
cu(w,t) = / K(0,zo;t, ) u(wo, 0) dy,
R

ou seja, para obter a amplitude de probabilidade associada a posi¢do = no ins-
tante ¢ “somam-se” as amplitudes de probabilidade associadas a fodas as pos-
siveis trajectorias terminando em x no instante t. Estas, com efeito, podem de-
compor-se em duas partes: até ao instante zero e entre zero e t, e é facil con-
cluir da defini¢cdo dada por Feynman da amplitude associada a uma trajectoria,
que amplitudes associadas a trajectorias sucessivas no tempo se multiplicam;
portanto K (0, zg; t, ) u(xo, 0) serd de facto a amplitude associada ao conjunto
de todas as trajectorias que, passando por x no instante 0, atingem x no instan-
te t. Somando em x, obtém-se coerentemente, a amplitude associada a (z, ).

A formula (60) ¢ uma interpretagdo heuristica de (59) que corresponde ao
caso de uma particula livre, ou seja, a equacdo (50). No caso da equagdo (51),
em que a particula esta sujeita a um potencial V' podemos obter o resultado cor-
respondente a (59) utilizando a formula de Trotter (56). Entdo (omitindo, mais
uma vez, por abuso de linguagem, os 1.m.q.):

. 2 : /
"8 E) y(2) = lim (14 iz =4 F () =

(61) - ajp1-e\2
n le m (1] . J 7‘/(1./_) %
:lim( i )2/.../er10(2< ! ) ) u(wo) dwg... dr,
R JR

n \2miht

(onde x = xy,).

Note-se que agora aparecem somas de Riemann para o integral de acgdo cor-
respondente ao Lagrangiano:

. L(w,w, t) = %w —V(w),

onde w percorre, mais uma vez, oconjunto das trajectorias poligonais atras des-
crito. Podemos, portanto, dar a (61) exactamente a mesma interpretacdo intui-
tiva dada a (59), obtendo o segundo membro da féormula (60) e portanto, tam-
bém para este caso, a coeréncia entre as formula¢des de Feynman e Schrodin-
ger.
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Os trabalhos de Feynman levantaram inimeras questdes de caracter matema-
tico, muitas das quais estdo ainda longe de terem sido resolvidas. Podemos
tomar o limite em (61) como definicdo do integral de Feynman; nesse caso
convém procurar as condi¢cdes mais gerais sobre o potencial V' para que se
possa obter uma formula do tipo Trotter. Nesta direcgdo subsistem interessantes
problemas em aberto. Outro caminho, seria investigar a possibilidade de definir
uma medida em certo espago de trajectorias de modo a obter uma versdo rigo-
rosa da formula (60); infelizmente encontram-se dificuldades inesperadas,
como veremos no capitulo seguinte. Essas dificuldades desaparecem se substi-
tuirmos a equacdo de Schrodinger pela equacdo do calor, o que corresponde a
substituir “4t” por “—¢” no grupo unitario ou a tomar uma “massa’ m imagina-
ria. Uma terceira via, de certo modo intermédia, consiste em procurar definir
directamente o integral de Feynman como integral do tipo “simplesmente con-
vergente” mas ndo a respeito de medida — os chamados integrais de Fresnel
(cf- [A], [A-HK1], [A-HK2], [Re]). Antes de passarmos a um breve estudo de
“medidas em espagos de trajectorias” terminemos esta secgdo com uma referén-
cia ao limite semi-classico da Mecanica Quantica. Uma das caracteristicas mais
interessantes da formulagdo de Feynman ¢ a facilidade com que transparece a
relacdo entre a Mecanica Quantica ¢ a Mecénica Classica, sendo esta obtida
como o “limite” daquela quando a constante de Dirac & fende para zero; com
efeito, se na formula (60) fizermos 7 — 0, podemos proceder a uma analise heu-
ristica semelhante a efectuada na Introdug¢do ao procurarmos definir o “centro
de um grupo de ondas associado a uma particula classica”, Neste caso, fixando
uma trajectoria wy em Qf;u‘m, o integral “na vizinhanga de wy” pode ser conside-
rado “soma” de “integrais” em familias de trajectorias obtidas de wy por peque-
nas perturbag¢des; podemos, por exemplo, tomar familias com um parametro
real a:

*wy(s) = w(a, s) = w(s) + h(a, s) (h(0,s) =0),

todos comegando em x no instante 0 e terminando em x no instante ¢ (ou seja,
h(a,0) = h(a,t) = 0). desenvolvendo “em torno de wj” obtemos:

S(wa) py 8%(5<w0>+a%(3<wa))\n:n) _ 6%s<mu)ems<*'+)’@;

i
eh
portanto, “integrando em «”, o limite quando /& — 0 sera igual a zero, a menos

que:
d
%(S(WQ))M:O =0!

neste Ultimo caso o integral é “proximo de exp ((i/%)S(wp)) vezes a “medida”
do “dominio de integra¢do”. Concluimos assim que, quando A se aproxima de

zero, o integral em Q;U_r se comporta, a menos de normalizag¢do, como:

3 e%s<w0>

onde wy € a trajectoria que torna estaciondria a ac¢do Lagrangiana, ou seja,
segundo o principio de menor ac¢do da Mecanica Classica, precisamente a tra-
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jectéria que a particula deveria seguir entre (0,z0) e (¢,x) segundo a teoria
classica. Recordemos que uma trajectoria wy que torne estacionario um integral
do tipo:

¢ S(w) = /OVL(@(S)WU(S),S) ds

satisfaz a chamada equagdo de Euler (ou Euler-Lagrange):
dt \ 0w ow

No caso atras considerado, em que L = T — V = (m/2)w? — V (w), vira:

ov

*mw=
0 que ndo ¢ mais que a segunda Lei de Newton, ou equagdo de Newton para
uma particula sujeita a uma forca F', derivada do potencial V' (a uma dimensao
de espago).

As consideragdes anteriores constituem o chamado limite semi-cldssico da
Mecanica Quantica, ja que resultam em obter-se a funcdo de onda no instante t
através da fung¢do de onda no instante 0 e de um nucleo de integragcio —
exp ((i/h)S(wo)) — em que s6 intervém as trajectorias cldssicas — uma para
cada para (x(, ) — no caso em que se considera A “proximo de zero”. O trata-
mento rigoroso desta questdo so foi até agora conseguido, de modo satisfatorio,
para o caso de potenciais V' muito particulares e no quadro da teoria atras refe-
rida dos “integrais de Fresnel” (cf. [Re]). Existem também resultados precisos
no caso analogo da equagdo do calor em que “dw” pode ser definida como me-
dida no sentido habitual, como vamos ver.

Exercicios

131) Seja H espago de Hilbert, A : D(A) C H — H operador auto-adjunto,
T>0e feC(-T,T],H) (fungdes continuas de [—T',T] em H); suponha
que existe u € CY([-T,T], H) tal que u(t) € D(A),Vt € [-T,T]e:

du .
© o (B = iAu(t) + f(),Vt € [T, T]

u(0) = up € D(A)
a) Mostre que:
() w(t) = Ut uo +/0 Ut — s)f(s)ds, Vit € [-T, T,

onde U(t) = ™ ¢ o grupo unitario gerado por A [Sugestio: Fixando a € [0, 7],
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seja, para A € [—a, al:
< d(t) = Ula — t)ult);
mostre que ® € C1([—a, a], H) e calcule ¢'].
b) Supondo que f € C*([-T,T],H), mostre que (E) tem solugdo tnica em
CY[-T,T),H)NnC([-T,T)], D(A)) dada pelo segundo membro de (S).

¢) Mostre que a conclusao da alinea b) ainda vale supondo que, para além das
hipéteses iniciais do exercicio, se tem f(t) € D(A), p.p. em [-T,T], e
Af(t\) S Ll([—T, T], H) [Sugestdo: Comece por mostrar que se u € D(A) entéo:

HM < llAul, ¥t € R;

no decorrer da demonstra¢do utilize o Teorema de Lebesgue para fungdes com valores num
Banach].

132) Sendo A o operador —id/dx em L?(R) referido neste capitulo, mostre que:
* D(A%) = {u € L*(R) N C*(R) : v é abs. continua e u” € L*(R)},

ou seja, verifique que u € L2 N C',u’ absolutamente continua, u” € L? =

= eL? [Sugestdo: cf. exercicio 79, Capitulo 3, adaptando a respectiva sugestdo; em
alternativa, integre por partes o produto «"w, utilizando também o resultado da integragdo por

partes de ua'].

133) a) Atendendo a que o operador A2 do exercicio anterior ¢ unitariamente
equivalente a T,» (em L?(R)) através da Transformagdo de Fourier-Planche-
rel em L?(R), verifique que A? ¢é essencialmente auto-adjunto no espago vec-
torial C' gerado pelas fungdes da forma:

re T P(@),

P polinémio de coeficientes em C, a > 0 [Sugestio: Verifique que as transformadas
de Fourier de tais funcdes sdo fungdes da mesma forma e aplique a 7’2 o critério de exercicio 23,

Capitulo 1].

b) Conclua da alinea anterior que A% é essencialmente auto-adjunto em
Cé’o (R) [Sugestdo: Verifique que

AQ

2
P D A2,

aproximando cada fungdo v € C por uma sucessdo do tipo:
z
cup(z) = W(ﬁ)“(f)7
onde p € CF(R),0 < p(x) < 1,Ve € Re ) = 11
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134) Verifique que

onde S, ¢ um dos segmentos verticais da figura 6.
135) Seja Q € RY x RY aberto, [a,b] C Re:
*L:[a,b] x Q— R,

de classe C?. Diz-se que x torna estaciondrio o integral:

b
(i) . / L(t,z, &) dt

se:
s (zo(t), (1)) € Q, Vt € [a, b],
e,paratodooe > 0 e:
«h:[—¢¢| x [a,b] — RY
de classe C? tal que:
e h(a,a) = h(a,b) = h(0,t) =0, Va € [—¢,¢],t € [a, b],

(@ (t) + hlet). 50 + OF (0,1)) € 2, Vo € [-e,2). ¢ € [a,b],

o ponto o = 0 for ponto de estacionaridade da fungdo:
o J:[-e,¢e] = R
oh

b
cJ(a) = / L(t,z(t) + h(a,t),&(t) + a(oz,t)) dt.

a) Mostre que se (i) atingir o valor minimo em x relativamente a uma classe
de trajectorias contendo todas as de classe C2 com a mesma origem e extre-
midade que x, entdo z( torna estacionario o integral (i).

b) Mostre que se x( tornar estacionario o integral (i), entdo x( satisfaz as
equacdes de Euler-Lagrange:

d /0L, N OL
.a(%(t’%x))757337(15’%;8)_0’1_177N

¢) Mostre que as equagdes de Newton sdo as equagdes de Euler-Lagrange
correspondentes ao Lagrangiano:
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mi? — U(z) = T — U = energia cinética — energia potencial

N~

N
L=y
i=1

(para um sistema com N graus de liberdade sujeito a um potencial U, sendo
os x; coordenadas espaciais cartesianas).

136) a) Mostre que para todo o v € L*(R) se tem:

’eit%uf 1 e’ﬁ_f]:u(£>H — 0
\/ 2t 2t/ ll2 t—+co

[Sugestiio: Comece por supor que u € L' N L? e tem suporte compacto e procure fazer uma esti-
mativa conveniente da diferenga em questdo; em seguida conclua com um raciocinio “de tipo

§/37).

b) Reintroduzindo na alinea a) as constantes 7, m que aparecem na equagao
de Schrodinger e atendendo a interpretagdo probabilistica das fun¢des de on-
da e das respectivas transformadas de Fourier dadas na Introducdo, interprete
fisicamente o resultado da alinea a).

137) Seja H espago de Hilbert, A : D(A) C H — H operador auto-adjunto.

a) Mostre que se S A > 0, entdo:
+oo )
(A=N"= z/ e et Ay dt,
0

Yu € H.
b) Mostre que, paratodoo u € H,t € R:

e "y = lim (I + Z—tA) 7nu.
n n



Capitulo 9

Semi-grupos auto-adjuntos,

a Equacao do Calor e a medida de Wiener

Como foi sugerido no Capitulo anterior, ¢ de interesse estudar a equagdo que
se obtém de (50) considerando uma “massa” m imagindria pura (com parte ima-
gindria positiva). Obtém-se, a menos de constantes positivas:

o 0%
. _

(62) ot~ on?

que ¢ a chamada equagao do calor, ja que, numa das aplicagdes fisicas habituais,
(62) rege a evolucdo da temperatura ) de uma “barra” modelada pelo dominio de
variagdo de x (1)(x,t) sera, neste caso, a femperatura da “barra” no ponto = ¢ no
instante t).

Do estudo feito na secgdo anterior do operador —d?/dx? em L?(R) ressalta
que este operador € auto-adjunto positivo. Pensemos entdo, mais geralmente, na
equagdo diferencial (num espaco de Hilbert H):

du

(63) P =

—Au,

em que A € operador auto-adjunto positivo em H.

9.1 Existéncia, unicidade e regularidade da solucao do
problema de Cauchy para uma equaciao abstracta
“de tipo calor”

Consideragdes idénticas as atras feitas, permitem supor que as solugdes de
(63) (em sentido a definir) estardo relacionadas com certos operadores:

. “eftA” (t c R)

Surge-nos agora dificuldade idéntica a encontrada no capitulo anterior, quando
procuravamos definir “exp (avd?/dx?)” para Ra > 0: A — exp (—t\) ndo € li-

235
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mitada em R (para t € R\ {0} fixo)! podemos, no entanto, resolver a questio do
mesmo modo. Consideramos agora:

(64) gt(/\) =

e seA>0
0 seA<0

(t € [0, 400[), e pomos, por definigdo:

ce =0 (g)

(t € [0,4+0c[). O facto de A ser positivo e portanto o(A) C [0, +oo|, permite-
-nos demonstrar a seguinte proposi¢ao, analoga a Proposicao 8.3:

PROPOSICAO 9.1: Seja H espago de Hilbert, A : D(A) C H — H opera-
dor auto-adjunto positivo e, para cada t > 0,

g:R—>R
dada por (64). Entdo, se:
S(t) = ®4(g:) = g:(A) = e, Vt € [0, 400,
tem-se:
L|S®)| <1,Vte[0,+oo
2.8+ s)=S(t)S(s),Vs,t € [0, +o0].
3.5(0)=1
4. A aplicagio t — S(t) u é continua de [0, +oo[ em H, Vu € H.
5. u € D(A) sse existir em H.:
lim 2A U=
t—0+ t
6. Se ug € D(A), entdo S(t) up € D(A),Vt > 0e:
%(S(t) o) = —AS(t) uo — —S() Auo , V¢ > 0,

sendo u(t) = S(t)uo a unica solugdo diferencidivel do problema de

Cauchy:
d
d—:' = —Au, em [0,+oo[;
u(0) = ug

Além disso u € CY(R{,H) NC (RS, D(A)), tomando em D(A) a
norma “do grdfico”:

lelleay = llull® + [l Au|l* (u € D(A)).
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Demonstragdo: A demonstragdo segue linhas idénticas as da Proposicdo 8.3,
sendo os pormenores deixados para os exercicios no final da secgdo.[]

Obtivemos, em particular, um teorema de existéncia, unicidade e regularidade
de solugdo para a equagdo (63). Como veremos nos exercicios, este tipo de equa-
¢oes tem propriedades de regularidade distintas das equagdes de tipo Schrodinger
(em particular obtém-se solugdo C'*°, para t > 0, com qualquer condi¢do inicial
em H — c¢f. exercicio 139) infra); por outro lado, o método utilizado para a
construgdo de S(¢) ndo permite resolver (63) em todo o R, mas apenas para
t > 0, desempenhando, nesse caso, papel fundamental a positividade de A. De
facto, a Proposi¢do 9.1 ndo garante que S(t) seja grupo unitdrio mas apenas o
que se designa por semi-grupo fortemente continuo, ou seja, uma familia
(S(t))s>0 de operadores lineares continuos num espago de Banach E satisfazen-
do as propriedades 2., 3. ¢ 4. da proposicao anterior. Neste caso trata-se de semi-
-grupo de contrac¢do, ou seja, satisfazendo ao ponto 1. da mesma proposic¢do. O
analogo do Teorema de Stone para semi-grupos fortemente continuos é o
chamado Teorema de Hille-Yosida-Phillips (cf. [F], [HP], [P]) que garante a
existéncia de gerador, em sentido mais geral que o das proposi¢des 8.3 ¢ 9.1,
para todo o semi-grupo fortemente continuo; ndo nos ocuparemos desta questdo
que ¢ o nucleo da teoria geral dos semi-grupos em espacos de Banach. No caso
em aprego trata-se de um semi-grupo auto-adjunto, ou seja S(t) é auto-adjunto
(positivo) para cada ¢ > 0, pelo que se pode utilizar método idéntico ao seguido
na demonstrag¢do do Teorema de Stone para obter resultado andlogo (cf- exercicio
142) infra).

9.2 Formula de Trotter e medida de Wiener

E facil (e deixado como exercicio) adaptar a demonstragdo do Teorema 8.6
de modo a obter resultado analogo para semi-grupos gerados por operadores au-
to-adjuntos positivos. Temos assim:

TEOREMA 9.2 (Férmula de Trotter para semi-grupos auto-adjuntos): Seja
M espago de Hilbert e A: D(A) C H — H,B: D(B) C H — H opera-
dores auto-adjuntos positivos, tais que A+ B: D(A+ B)=D(A)N
N D(B) — H é auto-adjunto; entio, para todo o T' > 0:

(65) e tMA+B) o — lim (efﬁAefﬁB)" u,

Vu € H, uniformemente em t € [0,77].00

Assinale-se que, ao contrario do que se passa com o caso dos grupos unita-
rios, o limite no segundo membro de (65) existe para quaisquer A, B auto-ad-
juntos positivos, tendo esta questdo sido completamente resolvida em notavel e
relativamente recente artigo de T. Kato ([K]; ¢f. também [RS1] e, para resultados
relacionados e bibliografia [BWL], [L]).
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O estudo, feito na secgdo 8.4, do operador —d?/dx? em L?*(R) permite apli-
car os resultados anteriores a este operador, de modo a obtermos uma solugo, no
sentido da Proposi¢do 9.1-6, para o problema de Cauchy correspondente a equa-
¢do (62) em R, para t > 0. De (57) deduz-se, em particular, uma féormula explici-
ta para exp (—t(—d?/dx?)), que também se designara por exp (t d>/dx?) em coe-
réncia com a notagdo adoptada na sec¢do 8.4, e, como veremos, com o calculo
operacional geral a desenvolver mais adiante; teremos:

d? @-y)?

1
(66) eelizy = —/ e i u(y)dy,
vAartJr

Vu € L2(R),t > 0. Neste caso, como é evidente, a fungdo integranda no segundo
membro estd em L' (estd mesmo em todos os L” com 1 < p < +0c0) e o integral
que intervém em (66) é portanto tomado no sentido habitual para todo o u €
€ L*(R), ao contrario do que acontecia com a equagdo de Schrddinger. Para
simplificar as nota¢des, defina-se:

1 _@—y)?
s p(z,y;t) = \/Re

(z,y € R,t > 0), o que reduz (66) a:

2

(67) «elity = /R p(@, y; t) u(y) dy,

Yu € LQ(R),t > (; além disso, no caso ¢ = 0, o segundo membro de (67) sera
interpretado como nova designagéo para u(Z), o que torna (67) valida para todo
o t > 0. Podemos agora seguir programa analogo ao desenvolvido no capitulo
anterior, no sentido de fazer intervir “trajectérias” na “féormula resolvente” da
equacdo (62), ou, mais geralmente, da equagao com potencial:

ou d%u
(68) ot = gg2 VW (o) € 0 Foo[ xR

u(0,2) = up(x) em R
onde:
V:R—-R

¢ mensurdvel e supde-se limitada e ndo negativa (V > 0) para simplificar a
aplicacdo dos resultados tedricos atras descritos. Notando que, trivialmente, ao
operador de multiplica¢do por V' corresponde o semi-grupo:

eftTv — Te—w

(t > 0 — [exercicio!]), € que da Proposigdo 1.3 e de 7y ser limitado resulta que
—d?/dx® + 'V ¢é auto-adjunto, podemos aplicar a estes operadores o Teorema
9.2, 0 que dé, para solugdo de (68):
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(= 4
u(t,Z) =e (ot uo —hm/ / (z :z:l, ) p(x1, 95 —). ..
n

t ¢
(X 1,xn,n)e V@) | eV >u0(a:n)dx1 .dz,

(69)

(limite tomado em L?(R), uniforme em ¢ € [0, 7], VT > 0). Tal como na secgio
8.4, podemos interpretar a funcdo integranda no segundo membro de (69) como

funcdo da trajectoria ou caminho poligonal que passa pelos pontos x, 1, ..., T,
em sucessivos instantes 0,t/n, 2t/n, (n — 1)t/n, t, tendo velocidade unifor-
me entre jt/ne (j+ 1)t/n (j=0,....,n ) demgnando tal trajectoria por w, 0
produto dos “nucleos” p(zj, zj41; t/n) (j=0,...,n—1, sendo zy = x) ¢ igual
a:

n 5 1t 2
70 . (_) —io(@(s)ds
(70) 47t c
onde w ¢ a velocidade de w (definida fora dos instantes 0,¢/n, ..., t). Intuitiva-

mente, no limite em n, o conjunto das trajectorias poligonais aproxima o conjun-
to de fodas de todas as trajectorias definidas em [0, ¢] e “partindo” de x no instan-
te 0; quanto a (70), note-se que, se por um lado a constante em factor tende clara-
mente para +oco em n, por outro lado o integral em expoente serd igual a +o00
para “quase todas” as trajectorias, ja que estas ndo serdo “em geral” sequer dife-
renciaveis. Pode entdo esperar-se que o “infinito” da constante seja, no limite,
“cancelado” pelo “zero” da exponencial, obtendo-se uma medida razoével no
espaco das trajectorias desde que nela se incorpore o “limite” dos nicleos p;
note-se que, no caso da equacdo de Schrddinger, o “infinito” no expoente ndo
permite anular a exponencial devido a presenca do factor “i”, o que explica de
certa maneira a impossibilidade de, naquele caso, se obter, por este processo,
uma verdadeira medida no espaco dos caminhos (como se vera mais adiante).

Procura-se portanto, para cada z € R, uma medida p, no conjunto das trajec-
torias no espago unidimensional que comecam no instante zero, de tal modo que
o integral multiplo no segundo membro de (69) seja o integral a respeito de u,, da
funcao:

LV (a)

t
e n 7:‘/(1‘71)

...e uo(xn,),

considerada como fungdo da trajectéria w através de z; = w(t/n),zs =
=w(2t/n),...,x, = w(t); esperamos depois poder passar ao limite debaixo do
sinal de “integral du, ”.

Este objectivo sugere como deve ser definido o integral a respeito de u, de
uma fungdo que dependa apenas de um numero finito de coordenadas de cami-
nho w(ty),...,w(t,). Ora num espaco topologico compacto X as medidas regu-
lares ficam univocamente determinadas pelos integrais das fungdes complexas
continuas em X, i.e., 0 espaco das medidas borelianas regulares finitas sobre X ¢é
isomorfo ao dual topolégico de C(X), sendo o isomorfismo dado por
" fX . dp (Teorema de Riesz-Markov; cf., por exemplo, [RS1], [Rul], [W] ou
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[Sa]); por outro lado, uma forma linear continua sobre C'(X) fica bem definida
pelos valores que toma em qualquer subespago denso de C'(X), e o Teorema de
Stone-Weierstrass (cf. op. cit. a proposito do T. de Riesz-Markov) fornece um
critério de densidade em C'(X). Parece que ficaremos com o problema resolvido
se pudermos aplicar este critério ao conjunto das funcgdes “de tipo finito”, ou
seja, as que apenas dependem de um nimero finito de coordenadas de caminho,
uma vez que, como se salientava, temos ideia de como definir o integral de tais
fungdes “dpu,,”. No entanto é necessario ultrapassar uma dificuldade prévia; o es-
pago:

o ROl
de todas as trajectorias w : [0, +00[ — R ndo é compacto (nem mesmo localmen-
te compacto) para a topologia “natural” — a topologia produto (como “produto

de copias de R indexadas por t € [0, +00[”)! servimo-nos entio do seguinte
artificio: substituimos R pelo respectivo compactificado de Aleksandroff

R=RU{occ}
e tomamos para espago dos caminhos:
e x =R {w:]0,+o0o[ — R},

com a topologia produto. Como sabemos, a convergéncia em X, para esta topo-
logia, de uma rede w; para w, significa que ha convergéncia em R de cada “coor-
denada’, ou seja, que:

wj(t)—w(t) em R, Vt € [0, +oo].
j

O Teorema de Tychonoff (cf-, por exemplo, [K], [M]) garante que X é compacto,
visto ser produto topologico de espagos compactos. Uma fungéo

®: X —-C
dir-se-a de tipo finito se existir n € N, uma fungao:
«F:R">C
continua e:
<ty < - <ty
em [0, +-o0[, tais que:
*P(w) = F(w(tr),...,w(ts)), Yw € X.
E facil verificar que P ¢ continua em X [exercicio]; designamos por Cpn(X) o
conjunto das fungées de tipo finito, que constitui, como ¢é facil verificar, subes-
pago de C'(X) (trata-se mesmo de subdlgebra [exercicio]). Prosseguindo na via
conducente a defini¢do de u,, passamos agora a definir o integral a respeito de

1, de uma fungdo de tipo finito (como ®); ou seja, construimos um funcional
linear:



9.2 Formula de Trotter e medida de Wiener 241

o LI . Oﬁn(X) — (C
«® i L (D),

pondo:

'Lw(@):/R--~/RF(351,...,ccn)p(x,xl;tl)p(:thxg;tg—tl)...

cee p(xnfla L3 ty — tnfl) dxb .. dxn

(71)

(no caso de t; = 0 atribui-se a integracdo em x; o significado referido a proposi-
to de (67), ou seja, tal integragdo é substituida pelo valor de F(x,xo, ..., z,) —
obtido por substituicdo em F' da variavel x; por x. Além disso ¢ facil verificar
que a funcdo integranda ¢ somavel, dada a natureza de p e o facto de F ser limi-
tada, visto ser continua no compacto X. E necessario verificar que L, estd bem
definido, pois um mesmo ® de Cj,(X) pode ser definido por uma infinidade de
fungdes “F” e de familias “(¢1,...,t,)”. No entanto, se (¢}, ...,t ) e G também
definirem ® (sendo, por exemplo, n < m), ¢ facil concluir, ¢ deixado como exer-
cicio, que, ou F' e (G sdo constantes “iguais”, nos respectivos dominios, ou exis-
tem indices j; < -+ < i,y < < gjpem{l,...,n}e:

H:R'>C
continua, tais que:
.t :t;;,Vle {1,...,k},
CFWiy ey Yjrs s Yy -5 Yn) = H(z, ... 2p) =

= G(Zl,...,ijl,... y Bl e ,zm)7
Vzi,...,xr € R, sendo:
yi=m=zy,Vl=1,....k,
e os restantes y, e z; arbitrariosem R (r = 1,...,n,7r # j1,-+, ji, s = 1,...,m,
s # 4}, Ji)- Em particular F' “so depende” das variaveis de indices ji, -+, ji €
G “s6 depende” das variaveis de indices 7}, - - -, ji. (0 caso F', G constantes é ob-

viamente caso particular deste); ora na formula (71), as integra¢des respeitantes a
variaveis de que F' ndo dependa, seja por exemplo uma dessas variaveis z;, redu-
zem-se a:

/ p(xi-1, xis tr — ti-1) p(xr, i1, G — 4) dayg =
R

= p(x1-1, Tig15 tir — ti1)

(72)

(se | = n, o integral respectivo ¢ o de uma gaussiana, neste caso igual a 1 e se
I =1 deve interpretar-se (o como x e ty como 0). Note-se que (72) resulta de
(67) por aplicagdo da propriedade de semi-grupo (Proposi¢do 9.1-2.):

(=t 5y (ta=t) (i —ti-1) Ly 2
e dz= € dzs Y = € dx uijeL(R),
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e de simples raciocinio baseado na aritrariedade de u na formula anterior. Con-
cluimos entdo que os segundos membros de (71) correspondentes respectivamen-
tea ((t1,...,tn, F)ea((th,...,t,), G) acabam por se reduzir ambos a:

rvm
/ / H(z,...,zp) p(z, z15t5,). .. p(@k—1, Tk; tj, — 5, ,) dx1. .. dxy,
R R

com a interpretagdo habitual, no caso particular de ¢;, = 0, o que mostra que L,
estd bem definido e ¢ (agora trivialmente) linear. De (71) e (72) conclui-se tam-
bém facilmente que:

(73) *|Leo(@)] < sup |0(w)] = [@lcx) » Y € Clin(X).
we

Mas Cp(X) é denso em C'(X)! com efeito é trivialmente subdlgebra de C'(X)
contendo a fungdo 1, fechada para a conjuga¢do complexa e separando pontos,
ja que:

wi,wy € X, w1 # wy = Ity € [0, +00[ : wi(t1) # wa(th),
pelo que, tomando:
« F € C(R)
tal que:
* Fwi(t1)) # Flwa(t))
e ® € Cpn(X) definida por ¢; e F, vira:
P(w1) = F(wi(tr)) # Fwa(tr)) = ®(w2).

Uma aplicagdo directa do Teorema de Stone-Weierstrass garante o resultado pre-
tendido; sabemos assim que L, admite uma extensdo tmica a C'(X) como forma
linear continua, a qual, além disso, mantém a norma, € que continuaremos a desi-
gnar por L,. Além disso, L, ¢ trivialmente funcional positivo, pelo que, pelo Te-
orema de Riesz-Markov, deduzimos a existéncia de uma medida positiva borelia-
na regular p, sobre X (Ginica) tal que:

(74) . /X O dp, = L,(®), Vo € C(X).

De:
* ,UT(X) = Lr(l) =1,
concluimos ainda que p, ¢ medida de probabilidade.

Acabamos de demonstrar o seguinte resultado:

TEOREMA 9.3 (existéncia e unicidade da medida de Wiener): Para cada
x € R existe uma medida boreliana regular L., inica sobre o espaco topologi-
co produto:
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X — IR[O,+o<>[

(medida de Wiener no espaco dos caminhos) tal que dados n € N1, t; < ---
- <t,em[0,+oo[eF : R" — C continua se tenha:

/ <I>dp$=/---/ F(zi,..., o) p(e, @13 t1) p(@r, o2tz — t1). ..
X R R

.. p(xnfla Tns t, — tnfl) dwl- .- dwn,

onde ® : X — C é dada por ®(w) = F(w(t1),...,w(t,)),Vwe X, e a
interpretacdo do nucleo de integracdo p é a dada a propdosito de (67). Além
disso ., é medida de probabilidade para todo o x € R.OJ

Muitas vezes, por abuso de linguagem, chama-se medida de Wiener a familia
(142)zer de todas as medidas de Wiener; esta definida, a priori no espago “mons-
truoso” X mas, como veremos, esta de facto concentrada no subespago dos cami-
nhos continuos reais (ndo “passando” pelo co de R); tem-se, mais precisamente,
o seguinte resultado que ndo demonstraremos (cf. [Si], sec. 1I-5):

TEOREMA 9.4: Seja 2, o conjunto de todos os caminhos w : [0, +oo[ — R
holderianos de expoente o > 0 (ou seja, w € 2, sse VM > 03m > 0 tal
que:

lw(t) —w(s)| < m|t —s|¥, Vt, s € [0, M));
entio, se « < 1/2, p,(Ny) =1 e se a>1/2, u,(Q,) =0, sendo, em

qualquer caso, 2, boreliano de X. Em particular, os caminhos de X sdo
“quase sempre” continuos mas “quase nunca” diferencidveis.[]

Provemos o resultado mais fraco que assegura que “quase todos” os caminhos
sdo continuos; na demonstracdo (seguindo [N], apéndice A) veremos como efec-
tuar integracdes “dpu,” e calculos de medidas de Wiener de partes de X.

TEOREMA 9.5 (Wiener): Seja € R e €2 a parte de X constituida pelos ca-
minhos w : [0, +o0o[ — R continuos. Entio S é boreliano de X e:

Ha(2) = 1.
Na demonstragdo deste Teorema utilizaremos alguns lemas relativos a ji;.
Comecemos por generalizar a formula do Teorema 9.3; utilizaremos a notagao:
X, ={we X :w(t) =00},
parte compacta e desprezavel de X, como ¢ facil concluir [exercicio].

LEMA1l:S¢ja € R, neN;,, O0<t1 <---<t, e F:R” — C fungio
boreliana tal que é somdvel em R™ a funcdo:

(@1, Zn) = F(21,...,2a) P(z, 215 1) (21, T25 t2 — t1)- -
.- -P(-’En—l, wnytn - tnfl);
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entdo, sendo:

'Q:X\OXti—MC
i=1

‘Wi Q(w) = F(w(tl)’ s ,W(tn)),
tem-se:
* ® fica definida p.p. em X, estd em L' (X, dp) e
79 [@du. = [ .. [Far,....znp@minpe, et —t)...
X R R
ceeD(Tp—1,Tn3tn — tp—1)dxzy...dxz,.
Além disso, a conclusdo do Teorema ainda vale mutatis mutandis, se t; = 0.

Demonstragio: Comecemos por obter o resultado para F' € B(RY) (fungdes
borelianas limitadas); atendendo 4 caracterizagdo de B(R") invocada (entdo para
N = 1) na demonstra¢do do Teorema 7.2, basta mostrar que a classe C das fun-
¢des borelianas de R em C para as quais vale a conclusio do Teorema contém
C.(RY) (fungdes continuas e de suporte compacto de R em C) e é fechada para
os limites pontuais dominados. O primeiro ponto ¢ consequéncia imediata do
Teorema 9.3; quanto ao segundo, notemos que se:

'Fk(fEh.-.,./I/'/,L)_k’F(fﬂh...,xn), V($17...7.’I:n) € RN
| Fi(21,..xn)| < M (M >0),Y(x1,...,2,) € RV k€ Ny,

estando as fungdes em B(RY) e sendo satisfeita a condigdo do Teorema para
cada Fj, (correspondendo-lhe @), entdo, trivialmente:

. q)k(w)—kvé(w), Yw € X\QX“’

| P(w)| < M, Vwe X\ | J Xy, k€N,
i—1
pelo que a simples aplicacdo do Teorema de Lebesgue a ambos 0os membros de
(75) (sendo @ substituida por @ e F' por F},) permite concluir que F' € C.

Considerando agora uma fungdo F : RV — [0, +oo] nas condi¢des da hipote-
se e pondo:

[ F(z1,...,2,) seF(xy,...,z,) <1
Fzy,...,z,) = {0 se F(x1,...,x,) > 1’

para cada [ € Ny, tem-se F} € B(R",[0,+o0[), F; T F, donde, para os corres-
pondentes P;:

« &, € B(X,[0,+00]) N LY X, dpu,),

* q)l T q)7
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pelo que, do Teorema de Beppo Levi e da formula (75) correspondente a cada &,
(valida, pelo que acima foi visto), resulta a conclusdo do Teorema para F'.

Para concluir basta notar que qualquer F' : RV — C nas condigdes do Teore-
ma se pode escrever como combinagio linear de quatro fungdes de RY para
[0, +00], ainda nas condi¢des do Teorema (a adaptag@o ao caso t; = 0, bastante
trivial, é deixada ao leitor — ¢f. os exercicios).[J

Notemos agora que os caminhos continuos reais sdo exactamente os unifor-
memente continuos em cada intervalo [0, K], K € N; (com valores em R). Logo
w € () sse w ndo for identicamente igual a oo e:

1 1
VEK,meNy,IneNy: |t —s| < — = |w(t) —w(s)| < —, Vs, t €0, K],
n m
ou seja:
VK,meNy,In e Ny :w ¢ C(K,m,n),
onde:

C(K,m,n) = {we X :3s,t € [0,K] : [t—s| < ~ ¢ [w(t) —w(s)| > —}.
n m

Portanto, sendo w., 0 caminho identicamente igual a co:

'Qzﬂ ﬂ U (X\C(K7m7n))\{w00}a

KeNymeN;neN;

0 que provara que € € boreliano de X, caso cada C (K, m,n) o seja. Além disso
X\ © é unido com {ws } de uma unido numeravel de conjuntos do tipo:

. er'(K,m,n)7

neN;

pelo que bastara mostrar que cada uma destas intersec¢des ¢ desprezavel (uma
vez que {wx } 0 ¢, por estar contido em todos os desprezaveis X;). Para estimar
a medida destas intersec¢des notemos que se pode invocar a o-continuidade de
1, para a intersec¢@o, uma vez que os “C” estdo em cadeia (decrescente); reduzi-
mo-nos assim a obter estimativas adequadas para a medida de conjuntos “do tipo
C”. O modo como se calculam integrais a respeito de p, (¢f: o Lema 1) e portan-
to medidas, que ndo sdo mais que integrais de fungdes caracteristicas, leva-nos a
definir agora, para cada e, 6 > 0:

+00
*p(e,0) = Sup/ | p(x,y;t)dy=2sup/ p(0,y;t) dy.
y—x|>e €

0<t<é 0<t<é
E facil concluir que:
52
0 < ple,6) <e =

com efeito:
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+00 +oo
1 i 1 2
p(e,8) =2 sup / (—e*4f>dy:2sup —/ eV dr =
0<t<b Je \/ 4wt o<f,gbﬁ =

2 Foo 2 2 2,2 %
== e da::—(/ e’(“'“/)da:dy) <
™)< ﬁ (57,4002

2./5°
g—(z/ (/ (57T27'd5)d7")2 = (eﬁ)%:eﬁ.
™ e 5(0,1)
26
Entdo, para cada € > 0:

p(e, ) . _
(76) 5 i 0, ie, p(g,6) = o(8)

(cf- Proposicdo 3.5 para uma analogia com as aproximagées da unidade; note-se
que (76) é mais forte que a hipotese feita acerca de e,, naquela proposi¢io).

Esta simples observagdo a respeito de p vai-nos permitir provar a sequéncia
de resultados que nos levara a demonstragdo do Teorema 9.5; estudaremos con-
juntos sucessivamente mais “proximos” dos C'(K,m,n) atras introduzidos. No
que se segue convencionamos que oo+ a = oo,Va € R,co — oo =0,
|oo| = +o0.

LEMA 2: Sejam £,6 >0 ¢ 0<t1<ta<---<t,(n€N;y) tais que
t, —t1 < 6. Se¢ja:

A={we X:3j€{2,...,n}: |w(t1) —w(t;)| > e};

entio A é aberto de X e:

*po(A) < 2p(§,5)-

Demonstracdo: E facil verificar que X \ A é fechado. Com efeito, conside-
rando uma rede (sucessdo generalizada) em X \ A:

Wo — W
o

em X, por defini¢ao do conjunto A e da topologia de X teremos simultaneamen-
te:

. wa(t)—avw(t) , Yt € [0, +o0],
* VOL,Vj € {25 AR TL}, |w0f(t1) - wﬂ(t])| S €.
Provemos que w ¢ A; dado j € {2,...,n}, ou w(t1) = w(t;) = oo, ¢ nesse caso,

por defini¢do |w(ti) — w(t;j)] = |oo —oo| =0 <e, ou um dos valores w(ty),
w(t;) ¢ finito e nesse caso:

|wa(t1) = wa ()| —> [w(tr) = w(t)] = |w(t) —w(t;)] <e
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(em particular ambos os valores w(t;),w(t;) sdo finitos), e portanto w ¢ A.
X \ A ¢, portanto, fechado e A aberto.

Para estimar p,(A) comegamos por cobrir A por uma unido de borelianos
cuja medida seja de facil avaliagdo. Consideremos:

B={weX:|olt) —wlt.)| > S},
1= {w e X :fulty) —wita)] > 5},
*Di={weX:|jwt)—w(t))| >celwt) —w(ty)| <e,k=2,...,j— 1}

(j=2,...,n). Do ponto de vista do calculo de medidas temos agora a vantagem
de os D; serem dois a dois disjuntos. Ora, se w € A, existird um primeiro j tal
que |w(t;) —w(t;)| > e, donde w € D;. Para esse j, w tem que estar forcosamen-
te em C; ou em B, pois, caso contrario, ter-se-ia:

€ €
o) —w(ta)l < 5 |w(ty) —wta)] < 5 = wt) —w(ty) < e,
logo:
*wE DJQ(CJUB)
Portanto:
AclJjn(c;uB) c BUlJ(D;nCy),
j=2 =2

donde:

n—1
(77) * 11:(A) < pa(B) + Y pa(C; N Dy)

=2

(ja que C,, = (). Calculemos entdo 1, (C; N D;), para j € {2,...,n — 1}, utili-
zando o Lema 1; tem-se:

pa(CjN D;) = /XXc,mD] dpe = /XXCJ-XD, dpty =

:/"'/X{(al:l,..A,wj,w,,):\:v_ﬁ:v,l|>%}(:Elv"-7'Tj7x7l)'
R R

. X{((I?l,..A,(L‘j,ﬁlj,,)i‘(El*ilj_,l>€,|(l?1*(l?/‘§5, 1=2,...,j—1} (.1'1, <oy Ly Jjn)p(w; T3 tl)
.p(.%‘l, T, tg — tl). .. p((L'J;l, Zj; tj — tjfl) p(!Ej, Ty tn — t]') d(L’l. .. d.’L‘j d,’En.
Ora o integral em z,, ¢ claramente majorado por p(c/2,6) (ja que, por hipotese,

t, —t; <t, —t1 <), independentemente das outras varidveis z,...,x;; da
aplicagdo do Teorema de Fubini e desta majoracdo obtém-se entdo:

*1a(C N1 D;) < p((5,6) 1a(D)).
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Analogamente:

1o(B) < p(5.6);

como os D; sdo dois a dois disjuntos, obtém-se, de (77):
n—1
€ €
- < — — (D) =
pa(A) < ,0(275) + p(Q,é);m(D.;)

n—1
€ €
—o(2.8)a ( D-) <2 (—, ).D
p(2 5)( + J_UQ i) ) <20(5:8
————
S,UI(X):I
LEMA 3: Sejam €,6 >0,z €e R,neN;,0<t)1 <ty < ---<t, tais que
t, —t1 < ébe:
E={weX:3j,ke{l,...,n}: |w(t;) —w(ts)| > 2e};

entio E é aberto de X e:
5
* pa(E) = 2p(§, 6).

Demonstracio: E 6bvio que E C A (sendo este lltimo conjunto definido no

Lema 2), ja que:
wé¢ A= |w(t) —w(t))|, lwt) —wte)| <e, Vi k=1,....,n=
= |w(t)) —w(ty)] < 2e,Vj,k=1,...,n=>w¢ E;

por outro lado, tal como A, E ¢ aberto (como ¢ facil verificar, por argumentos
idénticos aos utilizados na demonstracdo do Lema 2), portanto boreliano de X,

donde:
€
pia(E) < pa(A) < 20(575)-5

LEMA 4: Sejam a,b,6 > O tais quea < beb — a < 8; seja:
*E(a,b;e) ={w e X :3s,t € [a,b] : |w(t) —w(s)| > 2e}.
Entio E(a, b;) é aberto de X e:

e uz(E(a, b)) = 2p(§,5).

Demonstracio: Para cada parte finita .S de [a, b], 0 conjunto:
E(a,b,e;8) ={we X:3s,t €S :|w(t) — w(s)| > 2¢}

estd nas condi¢des do conjunto £ do Lema 3, tendo portanto medida i, majora-
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da por 2p(e/2, 6). Tais conjuntos constituem, por outro lado, uma familia, fecha-
da para as unides finitas, de partes abertas de F(a,b;e) cuja unido ¢é igual a
E(a,b;¢e); em particular E(a,b;e) é aberto de X. Como da regularidade da me-
dida p, concluimos que:

s ur(E(a,b;¢)) = sup {p.(K) : K C E(a,b;e), K compacto de X},

estando cada compacto K C E(a,b;e) também contido numa unifo finita de
conjuntos E(a, b, &; S) e portanto num desses conjuntos, teremos:

(B, b:€)) = sup . (E(a,b,5: 9)) < 2p(5,6) .0
S

LEMA 5: Sejam K,n € Nj,e > 0e:
*F(K,e,n)={we X:3s,t€[0,K]:
1
e sl < s lw(®) —w(s)| > e}

entio F (K ,e,n) é aberto de X e:

. uo(F(K,e,m)) = 2Kp(z—:, %)n

Demonstracio: Que F(K,e,n) é aberto resulta imediatamente de ser unifo
de conjuntos do tipo considerado no Lema 3 (todos os que correspondem a n =
=2,8 =1/n,t1,ts € [0, K] e substituindo ¢ por 2¢); temos, além disso:

K-1 n—-1

‘.= (Ju+2 z+”1})

=0 " j=0
Ora, se w € F(K,¢e,n), para certos s, ¢ € [0, K] tais que |t — s| < 1/n ter-se-a:
lw(t) — w(s)| > 4e;
s e t estardo no mesmo ou em dois sub-intervalos adjacentes da forma [l + j/n,
I+ (j+ 1)/n], donde w estara em certo E(a, b; 2¢) (com a notagdo do Lema 4),

onde, para certos 1€ {0,..., K —1},57€{0,....n—1}(j<n—2 se [ =
=K-1)

Como existem exactamente Kn — 1 unides de pares de sub-intervalos adjacentes
deste tipo, tais que F/(K, e, n) esta contido na uniéio dos correspondentes F(a, b;
2¢), ter-se-4, utilizando o Lema anterior:

1o (F(K,,n)) < (Kn — 1)2p<6, %) < 2Kp(5, %)n.l]
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Demonstraciao do Teorema 9.5: Retomemos o raciocinio desenvolvido apos
a demonstragdo do Lema 1. Note-se que, com a nota¢do do Lema 5,

C(K,m,n)=F(K, ,n),

4m
pelo que, da analise entdo feita, resulta que X \ Q é boreliano, ja que é unido
com {wy } de uma unido numeravel de conjuntos do tipo:

) PO )

neN;

e, pelo lema 5 e a o-aditividade de j,3%:

2
1 . 1 . P(ma —)
u( N F(K, m,n)) = limp, (F(K, 7 —,n)) < limdK =52 =0,

neN; n
por (76), o que termina a demonstragdo.]

Atendendo ao resultado que acabamos de demonstrar, podemos passar a con-
siderar as medidas de Wiener p, como estando restringidas ao espago {2 dos ca-
minhos continuos reais. Pelo Lema 1 podemos e.g. calcular o integral a respeito
de p, da fungdo:

wi— f(w(t)),
onde f : R — C ¢ uma fun¢do boreliana tal que:
y— f(y) plz,yt)

é somavel em R; obtemos:
[ 1) dis) = [ plasi0) 1) dy
Q R

Em particular, se u € L?(IR), concluimos de (67) que:

a2

(78) elary = / w(w(t)) duz(w) , Vvt > 0,
Q

ou seja, em termos probabilisticos e da interpretagdo fisica da equagdo do calor:
“a temperatura no instante t e no ponto x do espa¢o pode ser obtida conside-
rando todos os caminhos continuos que partem de x no instante 0 e fazendo a
média, nesse conjunto, dos valores assumidos pela fun¢do temperatura inicial,
nos pontos de chegada de tais caminhos no instante t”. Utilizamos, nesta inter-
pretagdo, o facto simples de:

*pe({w e Q:w(0) #x}) =0

84Mais propriamente pela o-continuidade da intersec¢o.
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[exercicio]. Sendo (2, du,) espago de probabilidade pode por-se a questdo de
procurar o significado intuitivo de certo conjunto de trajectérias ter determinada
probabilidade: demonstra-se que ., € o limite, em certo sentido, das probabilida-
des correspondentes a “passeios ao acaso” quando o “passo” tende para zero.
1, corresponde ao chamado movimento Browniano em R, come¢ando em z. A
formula (78) estabelece a estreita relagdo entre os processos de difusdo governa-
dos pela equagdo do calor e o movimento Browniano, e portanto entre a Termo-
dinamica ¢ a chamada Mecdnica Estatistica (para o estudo dos processos esto-
casticos relacionados com a medida de Wiener, cf. [Si]).

Procuremos agora obter uma férmula semelhante a (78) para a equagdo do
calor com potencial. De (69) e (75) obtemos, para qualquer V € L*(R),V >0
eu € L*(R):

- S V()L
(79) i)y —tim [ A w(w(®)) dpis (@)
nJa
(limite em L?, uniforme em ¢ € [0, 7], VT > 0). Supondo que V' é também conti-
nua, como cada w € 2 é fun¢do continua, obtém-se, Vw € €):

S V)t
ce w(w(t)) —s e=h V@D dsy (1),

mas:

¢ F u(w(t»\ < Ju((®)], Ve €

e a fungo w — |u(w(t))| € somdvel em (2, du,), atendendo ao Lema 1, Vz € R.
Entdo, atendendo ao Teorema de Lebesgue e a que em (79), para cada ¢, existe
pelo menos uma sucessdo ny, T»Jroo tal que o limite em £ dos integrais € igual

p.p. ao primeiro membro, concluimos que:

(80) eft(i%ﬁv)u = / eh V) dsy (1)) dpz (w),
Q

Vvt > 0, p.p. em R (Formula de Feynman-Ka¢).

Note-se que, atendendo a (70), a formula de Feynman-Kac resulta, de certo
modo, de “levantar a indeterminagdo oo x 0 na féormula-limite de (69) (onde de-
notamos 2, o espago das trajectorias comegando em x para t = 0):

“eft(—ﬁw)u _ OO/ o L (@) ds ef‘ﬁV(u}(s))dsu(w(t))dw”.
Q,

Se reintroduzissemos as constantes correspondentes a “equacdo de Schrodinger
com massa imagindria”, obteriamos uma férmula do tipo (60) (integral de Feyn-
man), diferindo apenas desta por termos incorporado o “integral em dxy” em dw
e termos “invertido” o sentido das trajectérias. Deste modo, obtivemos uma
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versdo rigorosa do analogo do integral de Feynman no caso da equagdo do calor
(ou de Schrodinger com massa imagindria); assinale-se que (80) vale para
potenciais V' bastante mais gerais que os acima estudados (c¢f. [RS2], [Si]).

Vejamos, para terminar esta sec¢do, que ndo se pode levar a cabo a constru-
¢do de uma medida analoga a de Wiener no caso da equag@o de Schrodinger com
massa real. De facto, nesse caso p deveria ser substituido por:

1 _ (z—y)?

c’ﬁ(x’y’ t) = \/me 4Dt

(D imaginario puro). Construindo um funcional sobre Cj,(X) a partir de P de
modo analogo ao que se fez para a medida de Wiener, considerando, em particu-
lar, para t > 0 fixo, ¥, : R — R sucessao de fungdes continuas com suporte
compacto a tender pontualmente para 1 tal que 0 < ¢, < 1,Vn € Nj e:

d,: X —-C

(z—w(t))?

wi— O, (w) =€ P Yy (w(t)),

ter-se-ia:
(=) -
/Xq)n(w) dpe(w)| = /Re iy (y) P, y3 t) dy‘ =
.
= — n(y) dy — 4-00.
Ora:

* ||(I)n||C(X) =sup |, (w)| <1,
weX

donde o funcional assim construido sobre Cj,(X) ndo pode ser estendido a uma
medida boreliana regular sobre X; ou seja, ndo existe tal medida p, de modo
que para ¢ € Cp,(X) o integral de ® a respeito de i, seja dado por (75) (com p
substituido por 7). Alids mostra-se que tal medida ndo pode existir desde que D
ndo seja real! [exercicio].

Exercicios

138) Demonstre a Proposi¢do 9.1 adaptando o método de demonstragdo da Propo-
sicdo 8.3.

139) Seja A auto-adjunto positivo no espago de Hilbert H; mostre que se u € H,
entdo exp (—tA)u € D(A),Vt > 0e:

-1
e 4] < = llull < 3 Jull

Yu € 'H,t > 0; conclua, em particular, que se ug € H, existe um e um sé
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u € CL(]0, +oo[, H) N C([0, +o00[, H) N C(]0, +00], D(A)) tal que:

% = —Au, em}O,—koo[.

u(0) = ug
140) Seja A auto-adjunto em H (espago de Hilbert); mostre que se u € H \ D(A)
ndo se pode ter exp (itA) u € D(A) para nenhum t € R.

141) Enuncie e demonstre resultados analogos aos do exercicio 131) (Capitulo an-
terior) para o caso U (t) = e~*4 (t > 0), A auto-adjunto positivo.

142) Seja (S(t))s>o familia de operadores auto-adjuntos tal que:
@ISO <1, Vvt >0;
(i) S(t + s) = S(t)S(s), Vs, t > 0;
(iii) S(0) = I;
(iv) t — S(t) u é continua em [0, +oo[, Vu € H.
Mostre que existe um operador auto-adjunto positivo unico A em H tal que:
cSt)=e V>0
[Sugestio: Pode inspirar-se na demonstragio do Teorema de Stone (Teorema 8.5)].
143) a) Demonstre o Teorema 9.2.

b) Mostre que o Teorema ainda vale supondo apenas que A, B > —vy(y €
€ R), com defini¢des convenientes de exp (—tA), exp (—tB).

¢) Conclua da alinea anterior que na formula (69) basta tomar V real e
limitada (e, evidentemente, mensuravel).

144) Se V for fungdo mensuravel real limitada definida em R mostre que:
e v =T w Vt>O0.
145) Seja V € L*(R), V real; mostre que qualquer solugio u € C'(]0, +o0],
L*(R)) N C([0,+o00], L*(R)) da equagdo:
ot 92
u(0, ) = up(x)

—Vu, (t,x) € ]0,+oo[ x R

?

em que uy € L*(R),ug > 0 p.p., satisfaz a:
cu(t,z) >0Vt > 0,p.p.emR

[Sugestdo: Teorema 9.2; note-se que “identificamos” u(t)(x) com u(t, x)].
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146) Seja F': RY = C continua, 0 <t <ty < --- <ty e:

o R ¢
tal que:
e D(w) = F(w(ty),...,w(t,));
mostre que:
+®eC(X),
onde X = ]R[U"ﬂo[, com a topologia produto.

147) a) Mostre que sendo X; = {w € X : w(t) = oo} (¢t > 0 fixado), entdo X; ¢
fechado e 11, (X;) = 0.

b) Enuncie ¢ demonstre o analogo do Lema 1 da secgdo 9.2, no caso ¢; = 0.
148) Seja (f1,).cr @ medida de Wiener; mostre que:
pe({w e Q:w(0)#2})=0, Ve eR.

149) Mostre que a constru¢do de uma medida analoga a de Wiener ndo pode ser
levada a cabo substituindo p por:

1 _ Jz—y|?

ﬁ(z,y;t):me b

desde que D ndo seja real positivo [Sugestio: Mostre que se R D > 0, I D # 0 e exis-
tisse tal medida f, entdo:

sup{ / Ddp
JX

onde Cy,, ..+,)(2) é constituido pelas fungdes de Ctin () definidas por:

ol = 1,2 € Co (@ | = ()

Pt t) (F € CRY)

el <t <ty <. <ty



Capitulo 10

Medidas projectivas, decomposicao espectral

e calculo operacional geral

10.1 Projeccoes espectrais; interpretacao fisica e pro-
priedades

Seguindo o programa tragado no final do Capitulo 7, estudemos os operado-
res xa(A) = ®4(xa), onde xq ¢ a fungdo caracteristica de um boreliano 2 de R
(€ € Bor (R)). Comecemos por mnotar a importdncia fundamental destes
operadores, no que diz respeito a interpretagado fisica dos operadores auto-adjun-
tos; com efeito, se a for o observavel fisico associado ao operador A em H,
Xxo(a) sera um observavel associado a um “aparelho de medida” que permita
testar se o valor do observavel a esta ou ndo em €2 (de facto xo(a) =1sea € 2
e xa(a) =0 se a ¢ Q) Fixado um estado fisico u € H podemos, através de A,
calcular médias de fungdes do observavel a para o sistema fisico no estado u;
por definicdo (¢f. Introdugdo):

*(9(a))u = (9(A) u,u) = (Pa(g) u,u)

(g € B(R)). Mas para o caso particular de g = xq podemos relacionar a média
(xa(a)), com a probabilidade de encontrar, no estado u, a em ; com efeito,
por definicdo de média de uma varidvel aleatoria:

{xa(a)), =1 x probabilidade de u ter o observavel @ em 2 +
+ 0 x probabilidade de u ter o observavel a em R \ Q2 =
= probabilidade de, no estado u, o observavel a estar em () =
= pu(a € Q).

Entdo:
s pu(a € Q) = (Qa(xa) u,u);

atendendo ao Teorema 7.2—7 concluimos, em particular, que se 2 No(A) =0,
entdo:

p(a€eQ)=0,VueH,

255
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ou seja: um observavel so toma valores (com probabilidade ndao nula) no espec-
tro do operador auto-adjunto A que lhe estd associado!S5. Esta constatacio
permite relacionar o espectro de um operador com o “espectro” de um elemento,
manifestado nas “riscas espectrais”, observaveis quando se decompde (por inter-
médio de um prisma, por exemplo) a luz emitida por uma amostra incandescente
do elemento em questdo; como vimos na Introducdo, as riscas correspondem a
emissdo de fotdes de determinadas frequéncias, quando ocorrem mudangas de
niveis de energia nos electrdes dos atomos do elemento, devido a agitagdo
molecular que traduz o estado de aquecimento do corpo. Sendo assim, existe
proporcionalidade entre as frequéncias das radiagdes observadas — as diferentes
“cores” das riscas — e as diferengas possiveis de niveis de energia (c¢f a Introdu-
¢do); ora os valores observaveis da energia, pelo que acabamos de ver, situar-se-
-30 todos no espectro do operador auto-adjunto associado ao observavel energia
(energia cinética mais energia potencial determinada pela constitui¢do do atomo
do elemento em questdo). A observagéo de riscas “discretas” traduz a redugéo do
espectro do referido operador a um conjunto “discreto” de valores reais.

Das propriedades do célculo operacional limitado e de x3 = xo,VQ €
€ Bor (R), concluimos que os operadores P = @ 4(xq) sdo projec¢des no sen-
tido em que P3 = Pq.

DEFINICAO: Seja H espaco de Hilbert e A operador auto-adjunto em H; se
Q € Bor (R) chamamos projecgdo espectral associada a A e §) ao operador:

Po = ®4(x0)

(onde ® 4 é 0 homomorfismo ® 4 que define o cdlculo operacional introduzido
no Teorema 7.2).

Recordemos que dada uma projecgéo continua P em H, ou seja, P € L(H) e
P? = P, ento:

H =ker P& R(P),

sendo a soma directa topoldgica (o que é equivalente a ker P e R(P) serem su-
bespagos fechados de H). Reciprocamente, se H for soma directa topoldgica de
dois subespacos fechados, entdo as projeccdes sobre cada subespago sao opera-
dores limitados e idempotentes (coincidem com os respectivos quadrados). Além
disso a soma directa acima considerada serd ortogonal sse P for auto-adjunto
[exercicio]; nesse caso P diz-se projec¢do ortogonal. E facil concluir que a
correspondéncia:

«P+— R(P)
¢ bijec¢do entre o conjunto das projeccdes ortogonais em H e o conjunto dos

subespagos fechados de H, cuja inversa associa a cada subespago fechado M de
‘H a projeccdo sobre M correspondente a decomposicdo ortogonal:

85Para uma fundamentagdo da Mecanica Quantica a partir da estrutura probabilistica dos observa-
veis, ver as notas da secgdo VIIL.11 de [RS1].
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eH=MceM*".

Utilizando a nota¢do A > B para indicar que o operador A — B ¢ autoadjunto
positivo € facil verificar que 0 < P < I para toda a projeccdo ortogonal; além
disso:

PROPOSICAO 10.1: Seja M espaco de Hilbert e Py, P, projeccies
ortogonais em H; entdo sdo equivalentes as condi¢oes:

1P, <P,
2. ||Puul| < || Pyull, Vu € H.
3. R(P,) C R(P).

4. PP, = P,.

5. PPy = P,.

Demonstraciao: Demonstremos, por exemplo, que 1.=2.; se P, < P ¢
u € M, entdo (Pyu,u) < (Pyu,u), donde:

| Pyu|® = (Piu, Pyu) = (Pf Piu,u) = (P*u,u) = (Pyu,u) <
< (P, u) = || Poul* = || Prul| < || Pou].
As restantes implica¢des sdo deixadas como exercicio.[]
Estudemos agora as propriedades das projeccdes espectrais Py :

PROPOSICAO 10.2: Seja H espago de Hilbert, A operador auto-adjunto em
He (PQ)QeBor(R) a familia das projecgoes espectrais associadas a A; entio:

1. Pq é projeccio ortogonal de H (ou seja, Po € L(H), P2 =Pq e
P = Pg), V2 € Bor (R).

2.Pp=0,Pg=1.
3. PQIPQZ = Pan92 , VQl, 92 € Bor (R)
4. .PQIUQ2 = Pnl -+ P92 se 21,2 € Bor (R) e Ny =0.

5. Se Q,€Bor(R),VneN1,Q,NQ,,=0,Vn#m em N;,Q=
=J Q,, entio:

neN;

Pou = Z Po.u

neN;
(série convergente em H), Vu € H.

6. Se Q€ Bor(R),Q2No(A)=0, entio Pq=0; em particular
Pyay =1
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Demonstracido: A demonstragdo é simples aplicacdo das propriedades do
célculo operacional limitado (Teorema 7.2) e de propriedades triviais das fun-
¢Oes caracteristicas, sendo deixada como exercicio.[]

10.2 Medidas projectivas e espectrais

E 6bvio que, na proposigdo anterior, a propriedade 4. é consequéncia de 5., e
2. consequéncia de 6.. Pode pdr-se a questdo de saber se, para uma familia
(PQ)QGBOI«(R) de projecgdes ortogonais satisfazendo a 3. pode valer uma proprie-
dade semelhante a 5. mas em que a série convirja em L(H); é facil ver que ndo,
pois qualquer soma finita dos Py, # 0 ¢ ainda projecgdo ortogonal, tendo por
isso norma igual a 1. Logo, tirando o caso em que os Py, se anulem a partir de
certa ordem, a série nunca pode satisfazer ao critério de Cauchy em L(H)! por
outro lado, a propriedade 5. ¢ semelhante a o-aditividade das medidas sobre os
borelianos de R, o que justifica a defini¢do seguinte:

DEFINICAO: Chamamos medida projectiva a toda a familia (PQ)QGBOI«(]R) sa-
tisfazendo a 1., 2., 3., 5. da Proposi¢do anterior (e portanto também 4.); outra
designagdo habitual é familia espectral de projeccées.

A todo o operador auto-adjunto num espago de Hilbert se encontra associada
uma medida projectiva ou familia espectral de projec¢oes que é precisamente a
familia das projec¢oes espectrais a ele associadas. Veremos mais adiante que €
possivel “recuperar” o operador auto-adjunto através das respectivas projeccdes
espectrais e que, além disso, toda a medida projectiva ¢ a familia de projecc¢des
espectrais de certo operador auto-adjunto (ou seja, em determinado espago de
Hilbert, a aplicagdo que associa a cada operador auto-adjunto a respectiva fami-
lia de projecgoes espectrais € bijec¢ao entre o conjunto dos operadores auto-ad-
juntos e os conjunto das medidas projectivas ). Para obter esse resultado convém
comegar por notar que, dada uma medida projectiva (PQ)QGBOI«(R), ¢ possivel de-
finir uma familia de medidas complexas (borelianas):

* (/Lu,v)u,re’Ha
pondo:
. ,LLU,U(Q) = (PQU,U) 5 VQ S BOI‘ (]R)’ u,v c H;

no caso particular em que (Po)ocpor(r) € a familia das projecgdes espectrais de
um operador auto-adjunto A € L(H), obtemos, em particular, como ¢ facil con-
cluir, as medidas espectrais |1, = [, introduzidas na sec¢do 5.2, [exercicio!]. E
entdo natural continuar a designar por medidas espectrais as medidas (1, que
acabamos de introduzir; que se trata de facto de medidas resulta facilmente da
propriedade 5. e ficam determinadas pelas funcoes de varia¢do limitada normali-
zadas (abreviadamente, fungdes “ € NVL”):
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R—C
A (P)\U,’U) = Mu,’u(]_ooa )‘]) = (P]foo,)\]’uﬂv)?

ou seja, tais fungdes sdo de variacdo limitada em R, tendem para zero em —oo e
sdo continuas a direita, tendo-se:

* fp(]a, b)) = (Pyu,v) — (Pyu,v),
/ fdpuy, = / f PAU,U), Vfe Ll(Rvdmvaa

onde, no segundo membro, se representa o integral de Lebesgue-Stieltjes a res-
peito da fungdo A — (Pyu,v) de NVL (cf. [Rul], 6 e 8, para uma revisdo destes
conceitos). |p, | € a medida positiva variagdo total de i, € encontra-se asso-
ciada a fungdo de variagdo limitada normalizada “varia¢do total em |—o0, \| de
M s tem-se:

|/1*ub| = Sup Z‘Nu% n |— sup ZlPQUPQ’U|_
Q,=QneN Q,=0neN
e e B P
) !
2 2
sup (D Poul?) (X 1Pl) = I Paulll ol < ol
U 2,=0 neN; neN;

neNy

ja que as propriedades das medidas projectivas garantem que Pou ¢ soma orto-
gonal dos Pq, u (note-se que utilizdmos duas vezes Cauchy-Schwarz). As medi-
das i, = pu (u € H) sdo obviamente positivas ¢ das desigualdades que acaba-
mos de estabelecer resulta, em particular, que:

() < | Paul I Pov] = (Pou Pou)*(Pov, Pov)? =
= (Pou,w)* (Pov,v)* = ()21, (2)%;

* |

ento, se f = Z Cj xq, for fungdo simples ndo negativa (£2; N Yy, = () se j # k),
=
obtém-se:

[ Fdinaad = S Cilmcl@, <§:C]uu (@)} <
=1
g(fl:cfuu( )(§ fo(S2 ) (/Rf2duu>%||v|.
pn

%,_/
< (R)=|v]]®

Por passagem ao limite pontual e aplicacdo do Teorema de Beppo Levi, conclui-
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mos que se g € L*(R, duy,), entdo g € LY(R, d|p,.|) €:

;
[ gdua| < [loldinas < ([ 16 dus) ol
R R R

(81) .

10.3 “Versao medida projectiva” do Teorema espec-
tral — decomposicio espectral de um operador
auto-adjunto; calculo operacional geral

Estamos agora em condi¢des de construir operadores auto-adjuntos a partir de
medidas projectivas:

LEMA: Seja H espago de Hilbert e (Po)acpor(r) medida projectiva em H;
entdo, se g : R — C for mensuravel (boreliana), pondo:

D,={ueH:ge L*[R,du,) =
={ueH: / |g(/\)|2 d(Pyu,u) < +oo},
R

Dy é denso em H e existe um operador A em H e um so, tal que:
° D(A) = ‘Dg)

* (Au,v) = / g(A\) d(Pau,v),Vu € Dg,veH.
R

Se g for real, entio A é auto-adjunto; em qualquer caso pée-se, por definicio:
. / g(\) dP, = A,
R

e tem-se:

1wl = llgll 2z gy » Vot € Dy

Demonstragao: Consideremos a aplicagao:

*s: Dy xH—C,
o (u,v) — s(u,v) = /Rg()\) d(Pyu,v);

¢ facil verificar que s é sesquilinear, atendendo a que (u, v) — (Pyu,v) é sesqui-
linear para cada A e a propriedades elementares dos integrais a respeito de medi-
das de Lebesgue-Stieltjes (também poderiamos invocar a sesquilinearidade da
aplicagdo (u,v) — i, com valores no espago das medidas borelianas finitas
sobre R, notando que essa propriedade implica trivialmente a sesquilinearidade
de s para g funcdo simples, donde resulta a sesquilinearidade no caso geral, pelos
processos habituais de aproximagdo); note-se que s estd, de facto, bem definida,
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atendendo a (81) e as hipoteses feitas sobre g, donde resulta também que:

(82) * Is(w, 0)] < gll 2 a1Vl - Ve € Dy, 0 € H.

Entdo, para cada u € D, é forma linear continua a aplica¢do de H em C:

e v s(u,v),
e portanto, pelo Teorema de Riesz, existe um operador linear:
*A:Dy—H
e um so0, tal que:
(Au,v) = s(u,v), Yu € Dy = D(A),v € H.
Provemos que D, é denso em H; se u € H, seja:

Q=g <n]={AeR:|g(N)] <n} €Bor(R),
*u, = Po,u, Vn € Nj.

Como

LW CCQi Corye U Q, =R,

neN;
¢ facil concluir, da definigdo de medida projectiva, que:

e u, —uemH;
n

por outro lado:

* fou, ({A 1 [g(N)] > n}) = (Prya, tn, un) = (Pr\, Po,us un) =
= (P®\a)n0, U, tn) = (0,u,) =0,
A

donde:
¢ |g()‘)| S n, p'p'fd:u’um
€ portanto:

. /R |9\ ? d(Pytn, u,) < n?|u || < 400 = u, € D,,Vn e Ny,

o que prova a densidade de D, em H.

Provemos agora a ultima asser¢do do Lema. No caso em que g ¢ funcdo
simples, ou seja:

m
c9=> Cixq,
=1

QN =0 se j#k, Q€Bor(R),Vj,k=1,...,m), vem, obviamente,
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D,="He:
m m

(Au,v) = Z Cj tun(Q) = Z Cj (Poyu,v), Vu,v € H &
j=1 J=1

oS A= Z C]' PQJ,
j=1
donde:

m

| Aul* = (3 C; Poju, Yy~ Gy Paju) = D IGHF (Poyu,u) =
J=1 =1 =1

J
- / 9OV d(Prt, w) = (19l s

Se g for apenas mensuravel e u € D, podemos considerar uma sucessdo de fun-
¢oes simples g, —» g pontualmente tais que:
n

¢ |gn(t)| < |g(t)| ) Vn € Nht eR
(c¢f. [BW2]). Designando por A, o operador fR gn(N\) d Py, ter-se-a, atendendo a
(81):
|Au — Ayull = sup [(Au — Apu,v)| = sup |(Au, v) — (Ayu, v)]

l[oll<1 lloll<1

—suwp | [ g d(Paue) = [ g0 (P
[ol<1l/R R

ZHSIHJp A(g(A)—gyb(A))d(PAu,v) <l = 9nll 2@ any =05
v|[<1

pelo Teorema de Lebesgue. Como, pelo que acabamos de ver,
| Anull = ||gn||L2(]R{7d;L“) , Vn € Ny,
concluimos, por passagem ao limite, que:

| Aull = gl z2.dp,) » Y22 € D

Suponhamos agora que g € fungdo real. Nesse caso:
* (Au,u) = / g(A) d(Pyu,u) € R, Yu € D(A) = Dy,
R

o0 que prova que A é simétrico. Para demonstrar que A ¢ auto-adjunto basta entdo
verificar que:

D(A*) C D(A).

Seja v € D(A*); temos:
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veEDA)veHe I € H: (Au,v) = (u,v"),YVu € D(A) = D, &
(83) & eH: / gdpt, = (u,v"),Yu € Ht.q. g € L*(R,du,);
R

pretendemos demonstrar que v € D(A), ou seja, que g € L*(R, dpu,), para o que
bastara estudar a “convergéncia” do integral:

[ 1ol du.”,
R

procurando para tal, servir-nos de (83). Tentemos, pelo menos formalmente (por
agora), obter o integral que nos interessa por escolha conveniente de v no inte-
gral do primeiro membro de (83). Notemos que, caso se tivesse, de facto, v €
€ D(A), viria:

« / (9 dpy = [ Av] = (Av, Av)”,

e se soubéssemos ainda que v € D(A?), poderiamos prosseguir, obtendo (no
pressuposto de A ser, de facto, auto-adjunto):

. / 10 dptn = (A(A0), v) = / G
R R

Deste modo, formalmente, o integral cuja existéncia pretendemos demonstrar ob-
tém-se “tomando u = Av em (83)”. Infelizmente ndo podemos, evidentemente,
assegurar que este u esteja em D(A), ou seja, que v € D(A?), mas podemos con-
tornar a dificuldade considerando “aproximagdes de Av”. Recordemos que, da
definigdo de A, resulta que o vector Av se caracterizaria por:

“(A’U, ’LU) = /gd,uv,w”a
R

0 que sugere que se considerem as “aproximagdes” u,, (n € Ny) caracterizadas
por:

* (un7 U}) = /RgXHgKn] d//%,u , Yw € H;

(trata-se, afinal, para cada n € Ny, do vector A, v onde A,, é o operador limitado
associado a fungo “truncada” g x|j4<n))- Comecemos entdo por mostrar que, de
facto, u, € D(A) = D,, ou seja que g € L*(R, dp,, ); trata-se de estudar um in-
tegral a respeito da medida (i, 0 que nos obriga a estudar esta medida com al-
gum pormenor. Temos, para cada boreliano 2 de R, por defini¢do de p,, e de
Up:

p, () = (Potn, un) = (un, Pouy) = /RQX[|g|§n] A, Pou,, »

pelo que, para prosseguir, devemos agora estudar a medida 1, p,, . Ora, para ca-
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da boreliano Q' de R, vira:

/'[/’U,PQU"(Q/) = (PQ”U; PQU’H,) = (un7 PQPQ’U) = (um PQHQ’U) =

= / 9 X[|gl<n] du/l}7PQmQ/U7
R
0 que sugere agora o estudo da medida y,,p, ,»- Tomando Q" € Bor (R), tere-
mos:
P, Py o () = (Parv, Ponav) = (Papanarv,v) = (2NN Q"),

ou seja, a medida /i, p, ,» N30 é mais que a restrigdo da medida p, a QN Y,
pelo que uma fungdo h é somavel-ju, p, ., sse a respectiva restrigao a 2 N Q' for
somavel-y, €, nesse caso:

/ hd/‘l’v,F}Zmnﬂ) = / h d,.
R QN

(c¢f- [Rul], Cap. 6). Substituindo acima, temos entdo:

/Lv,szun(Q/) = / 9 X]|g|<n] duv = / 9 X]lg|<n] d:uv
QnQY QoY

(visto a funcdo integranda ser real e u, medida positiva); portanto a medida
Iy, Pou, N80 ¢ mais que a restri¢do a (2 da medida dada pelo integral a respeito de
Hy da fungdo g x[4<n); por outras palavras, tal medida € absolutamente continua
relativamente a p,, com derivada de Radon-Nikodym igual a g x(j5<n)-Xa- Do que
se sabe de tais medidas (cf. [Rul], Cap. 6), concluimos que o integral a respeito
de fty,pyu, se calcula como o integral em (2 a respeito de p, do produto por g
X|lg/<n]> @ somabilidade desse produto em (2 a respeito de ju, caracteriza precisa-

mente as fun¢des soméveis-1i,, p,y,. Podemos entdo substituir mais acima, obten-
do:

fru, () = /Q 9 Xllgl<n]-9 Xlgl<n) Abtw = /Q 9 Xllgl<n) dpv;

by, € portanto absolutamente continua relativamente a p,, com derivada de Ra-
don-Nikodym igual a g? X]gl<n]> Para testar a somabilidade de g% a respeito de
4, basta entdo estudar a fungdo:

2 9 1
99 Xlglsn] = 9 X[lgl<n]

a qual, sendo limitada (por n*) é obviamente somdvel a respeito da medida finita
ty- Daqui resulta que, de facto, g € L*(R, du,, ), ou seja, u, € D, = D(A) e po-
demos, portanto, tomar v = u,, em (83), Vn € N;. Teremos entdo, Vn € Ny:

(84) /gd,uun,l' = (’Lbn, ’U*) = / 9 X]lg|<n) dﬂzv,z)*;
R R
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.. Para Q2 € Bor (R), vem:

Nu”,’U(Q) = (PQU7L7 U) = (PQ’U, un) = Hou, (Q)7

mas a medida f,,,, ja foi acima estudada, uma vez que se trata do caso particular
de py,pyu, com Q = R. Como se trata de medida real, coincide, de facto, com
I, v; Sabemos entdo que esta é absolutamente continua relativamente a 1, com
derivada de Radon-Nikodym igual a g X[j9/<n]-XR = g X[|g|<n]- ASSim sendo, obte-
mos de (84), para cada n € N; (usando também, mais uma vez, a estimativa

(81)):

/Rgz Xllg|<n] dﬂv = /Rgdﬂun.,v = /RQXH;]\Sn] d“v,v* = “/RQX[,an] d,uv,v*
1 1
2 7. 3
< (/R|9Xng|m| duv) [v*]| = (/Rg?X[m\sm dﬂv) [o* || =
1
2 k
= </R gz Xllg|<n] d,“v) < ||’U ”1

simples aplicagdo do Teorema de Beppo Levi permite-nos agora concluir que, de
facto, g € L' (R, dpu,), e portanto, g € L*(R, du,), ou seja, v € D, = D(A).O0

estudemos a medida f,,, ,

<

TEOREMA 10.3 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos —
“versiao medida projectiva® — e cdlculo operacional ou simbélico geral):
Seja H espago de Hilbert; entdo a aplicacio que a cada operador auto-adjunto

A:DA) CcH—H

faz corresponder a respectiva familia espectral de projeccoes (Pa)acpor (r)
(Pa = xa(A),VQ € Bor (R)) é uma bijeccio sobre o conjunto das medidas
projectivas em H cuja inversa associa a cada medida projectiva (Po)qegor (R)
o operador:

-A=/)\dP>\
R

(definido no Lema anterior). Além disso, se A = fR A d P for unitariamente
equivalente (através de certo operador unitirio U) ao operador Ty em
L?2(M,du) (f : M — R mensurdvel, (M, 1) espaco de medida), tem-se,
para cada funcdo boreliana g : R — C:

) /]I;g()\) dP, = UﬁngOfU;

em particular, designando por g(A) o operador [ g(\) dPy, valem as se-
guintes propriedades:

1. Se g € B(R), entio g(A) = ®4(g), ou seja, a aplicacio g— g(A)
estende o cdlculo operacional limitado.
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2. Se h: R — C for também mensurdvel boreliana e g;,(4) = h/o(4)
entio g(A) = h(A).

3. g(A) = g(A)*; em particular, se g for real, g(A) é auto-adjunto.
4. (Ag)(A) =2g(A), VX eC.
5. (g+ h)(A) D g(A) + h(A), tendo-se:

D(g(A)+ h(A)) =DrNDgyp, =DygN Dy p.

6. (9.-h)(A) D g(A)h(A), tendo-se D(g(A)h(A)) = Dp N Dy,
7.Seu € Dy,v € Dy, entio gh € L'(R, dp, ) e:

* (a(Ayu, h(A)) = [ JRR) d(Pru, )
em particular:
Hg(Ayu,h(a) () = /Q IR d(Pru, v),
ou seja,
d(Prg(A)u, h(A)v) = gh d(Pyu, ).
8. Sen € Ny, g"(A) = g(A)"; em particular:

A"=/)\"dP,\,
R

sendo, portanto, operador auto-adjunto.

9. Se g(A) #0,VA € 0(A) e h : R — C for mensurdvel boreliana tal
que h(\) = g(A) 71,V € o(A), entio:

h(A) =g(A)™,
em particular:
1
(a-un = [ T ap, Vue p(a),
RA— M

onde “1/(X\ — p)” representa qualquer fun¢io mensurdvel boreliana
em R que coincida com esta funcio em o(A) (o valor em X\ = u é,
portanto, arbitrdrio).

10. Se u € Dy e g, for sucessio de funcdes borelianas tais que g,— g
n

D-p-—Aliy, |gn| < |g| p-p-—dpru, entio w € Dy, , Vn € Ny e:
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gn(A) — g(A)
fortemente em D,
11. g(A) é normal, ou seja:
*9(A)g(A)" = g(A)"g(A) (=1gI*(4)).

12. Se g for real e h : R — C mensurdvel boreliana, entio:

+h o g(A) = h(g(A)).

13. Se B € L(H) e BA C AB, entio:
Bg(A) c g(A)B.

14. Se g € B(R) e supp g for compacto, entio g(A)u € D(A),Vu € H;
em particular Pou € D(A),Vu € H, Q2 € Bor (R) limitado.

Demonstrac¢io: Comecemos por recordar que, sendo A: D(A) CH —H
auto-adjunto, entdo, atendendo ao Teorema 7.1, podemos supor que:

cA=U"'TyU,
onde:
U:H— L*(M,dp)

¢ unitrio e f : M — R mensuravel, sendo (M, ;1) espago de medida. Comece-
mos entdo por mostrar que, em tal situagdo, se:

Po = xa(4) = ®4(xa), ¥Q € Bor (R),

g : R — C mensuravel boreliana, entdo:
(85) [ o an vz v
e portanto, em particular:

/R/\dPA =U'TyU = A,

de que resultara também a injectividade da aplicagdo:
A= xa(4) (= ®alxa))

No caso particular em que g ¢ fungdo simples, ou seja, da forma:

n
9= Cixa,
=1
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(Ch,...,CeC, Yy, ..., Q, € Bor(R)), temos, de facto (atendendo também ao
Teorema 7.2 aplicado a g):

/]Rg()\) d(P)\’U,, U) = /R]Z; Cl XQ,()‘) d(P/\u7 ’U) = JZ_; CJ/]R XQ; d//*u,v =
(86) =i @) = 3 (Pou,v) =
Jj=1 j=1
= Z Cl (XQ,'(A)U‘7 U) = (@A(g)u, ’U) = (UﬁngO,fUua ’U),
=1

Yu,v € H, pelo que (85) vale para este g. Supondo agora g mensuravel boreliana
qualquer, mostremos que u € Dy sse h = Uu € D(Ty), tendo-se (85). Com
efeito, se u € D, atendendo ao Lema anterior vem:

/ 9OV d(Pru, u) < +oo:
R

considerando uma sucesso g, de fungdes simples, tal que g,(A\) — g(A\), Y\ €
n

eRe|g.(N)] < ]g(N)], VA € R,n € Ny, ter-se-4, pelo Teorema de Lebesgue:
[l aPacw— [ o d(Pra .
Mas, atendendo a (86):
[ 19O APt ) = (0T, U ) = (T ) =
= [ 1o 5 ) ),
donde, pelo Lema de Fatou, (go f)h € L*(M,du), ouseja, h = Uu € D(Tyoy);

de modo andlogo se verifica que, reciprocamente, Uu € D(Tyos) = u € Dy, €
portanto, de facto:

* Dy = DU 'TysU).

Agora, tomando u € D,,v € ‘H e atendendo a (81):

/gn dll/u,v - / gd,uu,’u
R R

S / |g’n,_g|d|,uu,v| S
R

1
< ([ lo. = ol du) Ioll—o,

pelo Teorema de Lebesgue; como, também pelo Teorema de Lebesgue e porque
h = Uu € D(Tyy), concluimos que, para k = Uv € L*(M,dp):
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[ uo ) o) Kmidstm) — [ g f(om) hiom) Km)(m),
M Y

ou seja:
Ty orh, k) — (Tyorh, k) = (U, o Uu, U k) — (U T,0;Uu, U™k
gnof o \taef gnof . gof

resulta de (86) aplicado a cada g,,, por passagem ao limite em n (sendo u arbitra-
rio em Dy e v = U™k, arbitrario em H):

| / g(/\) d(P/\u, ’U) = (UﬁlTj(/Ofqu U)>
R
de que resulta (85). Representaremos doravante por g(A) o operador definido

por qualquer dos membros de (85)

Mostremos agora que a aplicagdo A — (xa(A))oecpor (r) € sObrejectiva sobre
o conjunto das medidas projectivas sobre H. Seja entdo (Po)ocpor(r) medida
projectiva sobre H e:

A:/)\dP,\
R

(com a notagdo do Lema anterior); provemos que:
Py = XQ(A) ( = (I)A(Q)), V() € Bor (R)

Vamos demonstrar, mais geralmente, que:
(87) o4) = [ g dP, vy € BR),
R

o0 que contém, de facto, o resultado pretendido, pois para g = xq (2 € Bor (R)),
obtém-se, em particular:

XQ(A) = /RXQ()\) dP)\ = PQ.

Note-se que so obtivemos (85) para uma medida projectiva em que os Py sdo da
forma yq(A), pelo que ndo podemos aplicar directamente (85) & medida projecti-
va (Po)qacBor (r) agora fixada. Para demonstrar (87) servir-nos-emos da unicidade
do calculo operacional limitado (c¢f. Teorema 7.2); seja entéo:

U, :B(R)— L(H)
cg Uu(g) = /RQ(A) dPy.

Verifiquemos que ¥ 4 satisfaz as condi¢des do homomorfismo do Teorema 7.2 ¢
que garantem a identidade W, = &, ((87) ficara entio demonstrada, uma vez
que um dos processos de obter g(A) — através de um operador de multiplicagéo
unitariamente equivalente a A — conduz precisamente a ® 4(g), de acordo ainda
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com o Teorema 7.2). Provemos, para comegar, que ¥ 4 €, de facto, homomorfis-
mo (que toma valores em L£(7) resulta trivialmente da estimativa, utilizando o
Lema anterior:

2
2 2 2
- / (0 dp < g1 Jull?, Y € H);

sl = | ( [ sar)u

a Unica propriedade ndo trivial ¢ a relativa ao produto, ou seja:
Vu(g-h) = Walg)Va(h),
Vg, h € B(R). Ora:

(\IIA(Q)\IJA(}L) U, ’U) = (\IIA(h) Uu, \I]A(g)*v) = /]Rh(A) duu,\I/A(g)*m

pelo que nos convém estudar a medida /1,y , (4)-»; Mas, se 2 € Bor (R):
Mu,lIlA(g)*v(Q) = (PQ’LL, WA(Q)*U) = (\IIA(Q)PQ’LL,’U) = /l;g()‘) dNPQu,Lv-

Tomando entdo Q' € Bor (R):
Py () = (Po Pou,v) = (Panau, v) = (2 N Q),

ou seja, [tp,uv ¢ a restri¢do de p,, a {2, pelo que, voltando atras:
Nu,\IIA(g)*v(Q) = /]Rg()\) dNPQu,’U = /Q g()‘) d:uu,vv

0 que mostrar Ser i, v ,(g) v absolutamente continua relativamente a fi,, com
derivada de Radon-Nikodym igual a g. Assim sendo, podemos retomar o calculo
inicial:

(Va(9)¥a(h)u,v) = /Rh(A) Ay, w 4 (g)0 =

= / h(/\)Q()\) d,uu,’u = (\I/A(gh) u,v),
R
Yu,v € H, o que esclarece o comportamento de W4 relativamente ao produto.
Quanto as propriedades topologicas, provemos, por exemplo que se:

g"()\)_n'/\’ 19, (M) < [ALYA € R, n € Ny

(g9n € B(R),Vn € Ny), entdo:
U 4(gn) u—nvAu, Vu € D(A) = Dy
(a demonstracdo — andloga e mais facil — da propriedade de “continuidade for-

te” ¢ deixada como exercicio). Para u € D(A) temos, com efeito, utilizando mais
uma vez o Lema anterior:
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;
||\I/A(gn)u - Au” = H/R (gn —A)dPyu|| = (/ ‘g’rb()‘) - )‘|2 dMu) ’ T’O:
R

pelo Teorema de Lebesgue. Verificadas as propriedades que permitem identificar
¥4 com @y, fica demonstrada a sobrejectividade de A — (xa(A))oecpor(r)> CUjO
inverso, como também ficou patente, é:

(Pa)oeBor (R) '—>/R>\dPA-

As propriedades 1. a 11. do célculo operacional g — g(A) resultam agora, fa-
cilmente, de (85). Com efeito, 1. é consequéncia imediata do Teorema 7.2; 2. tem
demonstragdo semelhante a 7. do Teorema 7.2, bastando, como entdo, atender a
que 0(A) = Ress(f) € u(fH(C\ Ress(f))) = 0. Para demonstrar 3. basta notar
(cf- secgdo 6.2) que:

* (Tgoy)" = Tiey = Tios-
4., 5., 6. ¢ 7. sdo deixadas como exercicios, onde se pode utilizar o facto (a

demonstrar) de dpig(4yu,0 = g dpu (9 mensuravel boreliana, u € D,). 8. resulta
de 6. e da observagao trivial:

*u € Dy = g" € L*(R,dp,) = ¢" ' € L*(R,dp,) = u € Dy,

consequéncia de:

- 1-4 2
/R|g|2n 2dp, < (/R g duu,) |ul|" < 400,

se g" € L*(R,du,) (atendendo a desigualdade de Holder com p = n/(n — 1),
q=n).
Para demonstrar 9. basta atender a 2. e a 6., donde resulta:
h(A) o g(A) C h.g(A) =1,
ja que:
h(AN)g(A\) =1,V € o(A);
portanto:
h(A)g(A) = I)p,
(pois D(h(A)g(A)) = D, N Dy = D,). De modo analogo,
9(A)h(A) = Ip,,
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e portanto, de facto:

10. resulta de simples aplicacdo do Teorema de Lebesgue [exercicio]; 11. €
consequéncia imediata de (cf. sec¢do 6.2):

(Tyor) Tyor = Tgoy(Tyos)" = lgof*> = T|g|20f'

12. é consequéncia imediata de (85), aplicado a A e a g(A):
*ho g(A) = UﬁlT(hOg)ofU = UﬁlTho(gof)U = h(g(A)),
ja que:

* g(A) é auto-adjunto (por g ser real),
cg(A) =U'T),U.

Para demonstrar 13., notemos que generaliza 9. do Teorema 7.2; tinhamos
entdo, para g € B(R):
Bg(A) = g(A)B;

mostremos que se pode obter 13. pelos processos habituais de aproximagao, utili-
zando 10. acima; com efeito, se g for mensuravel boreliana e g,, sucessdo de fun-
¢des simples convergindo pontualmente para g e tal que |g,| < g,Vn € Ny, tem-
-se, parau € Dy:

9n(A)Bu = Bg,(A)u— Bg(A)u
(por 10. e porque B € L(H)). Entdo (utilizando também o Lema anterior):
- [ 19,0 (P B, Bu) = 1, (A) Bull* — | Bat Ayl

donde, pelo Lema de Fatou, g € L*(R,dup,) e portanto Bu € Dy, pelo que,
atendendo também a 10.:

* gn(A)Bu—> g(A) Bu,

0 que permite obter, pela unicidade do limite:
Bg(A)u = g(A)Bu.

Como D, = D(g(A)) = D(Bg(A)), a igualdade vale para todo o u neste ultimo
espaco, pelo que, de facto:

Bg(A) C g(A)B.
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14. resulta imediatamente de:
/AZd(PAg(A)u,g(A)u):/A2|9(/\)I2d(Pw,U):
R R
c
= /CVIQ(/\)IZd(Pw,U) < C?| gl llul®

(¢f 7.), onde suppg C [—C, C].0

Deste Teorema resulta, por exemplo, que faz sentido definir exp (—tA) para
qualquer A auto-adjunto; no caso em que A ¢é positivo e t > 0 reencontramos o
semi-grupo de contrac¢do introduzido na seccéo 5., como ¢ facil verificar, o que
mostra a coeréncia das notagdes utilizadas.

A familia espectral de projec¢des associada a dado operador auto-adjunto A
também se diz decomposicdo espectral de A 8% (embora certos autores reservem
estas designagdes para a familia (Py)aer = (P —c0,\])acR); Procuremos caracteri-
zar as diversas partes do espectro de A através da decomposicdo espectral. Note-
-se que a Proposigdo 6.5 fornece uma caracterizagdo do espectro através de
qualquer representacdo unitaria de A por um operador de multiplicacdo Try; te-
remos agora:

PROPOSICAO 10.4: Seja (Po)aepor (r) familia espectral de projecgies e:

-A=/AdPA;
R

entdo:
L\ €o(A)sse By e[ #0,Ve>0.
2.x€0c(A)sser€o(A)e Py =0.

3. X € op(A) sse Py # 0; nesse caso R(P(yy) é o subespago prdprio
associado a \.

Demonstracio: Atendendo ao Teorema 7.1, basta demonstrar a proposicao
para A =Ty, f : M — R mensuravel, (M, du) espago de medida nas condigdes
da Proposicdo 5.2. Atendendo ao Teorema anterior, teremos entao:

. PQ = TXQof , V() € Bor (R);
por outro lado, atendendo a referida Proposicao, tem-se:

ANgo(A) S ANE Res (f) e Fe>0:u(f (N —g, A +e)=0<
< 3I>0:xpcpie(0f =0pp—puesIIE>0:1T | of=0c
& Je>0: P]A75;A+g[ =0,

o que demonstra 1..

860u ainda resolucdo espectral (da identidade) ou representagdo espectral.
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2. é consequéncia imediata de 1. e 3., pelo que basta demonstrar 3.; temos,
para h € D(T¥):
e f.h=App—n&
< f(m) = Xou h(m) = 0, para quase todos os m € M <
= h(m) = X{)\}(f(m)) m) p.p.em M < h = P{/\}h S he R(P{)\})

h(
Entdo, obviamente, A € op(A) sse R(Ppyy) # {0}, ou seja, sse Ppyy # 0 € 0 su-
bespago proprio associado a \ ¢, nesse caso, R(Ppyy).0

10.4 Espectro essencial e discreto. Imagem P-essen-
cial; caracterizagio dos g(A) limitados e das
partes de o(g(A))

O resultado anterior sugere nova divisdo do espectro de um operador auto-

adjunto:

DEFINICAO: Seja (PQ)QGBor<R) medida projectiva e:

‘A://\dp)\;
R

chamamos espectro essencial de A ao conjunto:

* Oess(A) = {X € R: R(P_cx4|) tem dimensdo infinita, Y > 0},

e espectro discreto a:

* 0disc(A) = 0(A) \ Oess(A).

Observacao: 1) E facil verificar que agisc(A) é constituido exactamente pelos
valores isolados de o(A) que sdo valores proprios de multiplicidade finita [exerci-
cio].

Pensemos agora na caracterizagdo do espectro de uma fungdo g(A) do opera-

dor auto-adjunto A = [, A dP); convém-nos, para isso, introduzir as seguintes
defini¢des:

DEFINICOES: Seja (Pa)acsor(r) familia espectral de projecgoes ; )€
€ Bor (R) diz-se desprezavel-P se Py = 0, ou seja, se Q tiver medida (Pou, u)
nula Vu € H.

Uma fungdo boreliana g : R — C diz-se essencialmente P-limitada se exis-
tir M > 0 tal que {\ € R : |g(\)| > M} é desprezdvel-P. O infimo dos M nes-
tas condicdes diz-se supremo P-essencial de g e designa-se por ||g||, p; desig-

namos por L°°(P) o conjunto dos g naquelas condigdes.
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Sendo g : R — C fung¢do boreliana qualquer, chamamos imagem P-essen-
cial de g ao conjunto:

RP-ess(g) = {)\ eC:Ve > 0, Pg’l(B()\,s)) 75 O}

E facil verificar que g € L>°(P) sse Rp.es5(g) for limitado e, nesse caso:

g = sup [A= max |\
|| ||oo,P AGR]Le.v.\'(!/)' | AGRP-ess<9)| |

[exercicio]. Temos agora:

PROPOSICAO 10.5: Seja A = Jr A AP (Pa)acpor () familia espectral de
projeccoes) e g : R — C funcgio mensurdvel boreliana; entio g(A) é limitado
sse g € L>(P), tendo-se:

gl = llgllco, -

Além disso, nesse caso, g(A) aplica Dy, em Dy, para toda a fun¢io mensurd-
vel boreliana h : R — C.

Demonstracéo: Se g € £°°(P) tem-se:

(o) =| [ st < ([ g0 P ) ol <

< gl pllullllvll, Vu € Dy,v e H,
donde g(A) ¢ limitado e [|g(A)[| < ||gll, p; reciprocamente, se g(A) for limita-

do, tem-se, atendendo ao Teorema 10.3:

*llg" (Al = llg(A)"II < llg(DI",
Vn € Ny, pelo que, sendo

Q={reR:|gN)| > llg(All},

vem, para cada u € H:

lg(N)] 2 n( g™ (A) ul]*
f )" e = It |/ PO dP) =5 <
2n
IIQ(A)H ||9(A)||
Mas:

)] \2n
(ocam) 1+

em (2, donde, pelo Teorema de Beppo Levi, 1, (2) = 0; como u ¢ arbitrario em
‘H, vem Py = 0 e portanto:
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*llglle.r < llg(A-
Em particular, g € £L>°(P) e, atendendo ao que atras se viu:

*l19llec.p = l9(A)]-

A ultima parte da Proposi¢@o ¢ agora consequéncia imediata do Teorema 10.3—7
e da definicdo de D;.00

PROPOSICAO 10.6: Seja  (Po)acgor ®) familia espectral de projecgies,
g : R — C funcgido mensuradvel boreliana e:

-B= /R g(\) dP;

entio:
L. o(B) = Rp-.ess(9)-
2. 0c(B) = {z € Rp.ess(g) : g 1(2) é desprezivel-P}.
3. op(B) = {2 € Rp..s(g) : g 1(2) nio é desprezivel-P}.
4. 0r(B) =0.
Demonstracio: Se z ¢ Rp..s(g) entdo existe ¢ > 0 tal que

1
g—z

* Piggoy—sl<ey =0= P, 1 oy =0= € L*(P)=

lg(N)—=2

1
= ——— d P, é limitado.
r 9(A) — 2

Logo, pondo A = [; AdPy, vem (pelo Teorema 10.3):

1 1
=3 A =D = 1) = 6l4) ~ D)

=z ¢ 0(g(A)) =o(B),
ficando assim provado que o(B) C Rp.ess(g). Reciprocamente, se z € Rp.ess(g)

e P,y # 0, entdo, tomando u € R(P,1(,)) \ {0}, vem (atendendo ao Teorema
10.3):

(4) =

«u € D(B) = D,,

visto que:
2 2 2 201112
lgN)  dpu = | g dpep, o = lgNI” dp = [2[7[u]|” < 400,
R R oo g (z)

e, por outro lado:
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'(Bu,v):/Rg(A)d(Pw,v):/

97'(2)

= z/ d(Pyu,v) = z(u,v) = (zu,v), Yo € H,
R

g(AN)d(Pyu,v) = Z/ d(Pyu,v) =

g1(2)

donde:
* Bu = zu,

€ portanto z € O'p(B). Se z € Rp.ess(g) € Pg—l(2> =0, como Pg—l(B(Z’l/n)) #0,
Vn € Ny, podemos considerar uma sucessio u, (n € Ny) tal que:

*u, € ngl(B(Z_’%» ( C Dy como ¢ facil verificar),

*Juall = 1,

Vn € Nj. Ora:

| Buy — 2 /R 190N — 2 d(Prt, ) =
1

1
2 2
= [ 9 = AP ) <l = =0,

n

pelo que B — zI ndo pode ter inverso continuo; em particular, z ¢ o(B), 0 que
termina a demonstracdo de 1.. Mas, além disso, como:

uGDg,Bufzu:Oé/|g(/\)fz|2duu:0
R

e estamos a supor que g(\) # z p.p.-liy, concluimos que u = 0, ou seja, que
B — zI é injectivo, donde z ¢ op(B); se fosse z € op(B), ter-se-ia Z € op(B*),
atendendo a Proposi¢ao 6.3-2. Ora:

. B* :/g()\)dP,\,
R

atendendo ao Teorema 10.3-3, donde, pelo mesmo raciocinio, poderiamos con-
cluir que B* — ZI seria injectivo o que contradiria o facto de Z € op(B*). Entdo
z ¢ or(B), pelo que, necessariamente, z € o¢(B). E facil agora concluir a de-
monstragdo de 2., 3., 4., atendendo a que o¢(B), op(B) e or(B) constituem
partigdo de o(B) e ao que vimos no decorrer da demonstragdo de 1..

Exercicios

150) a) Mostre que H = F & G, F, G subespacos fechados do espaco de Hilbert
"H sse existir uma aplicagio linear continua P em H tal que P? = P (P diz-
-se projec¢do), F' = R(P),G = ker P.

b) Mostre que a soma directa em a) € ortogonal sse P for auto-adjunto.
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151) Demonstre a Proposi¢ao 10.1.
152) Demonstre a Proposi¢ao 10.2.

153) Mostre que, na definicdo de medida projectiva, pode substituir a propriedade
5. pela conjungdo de 4. e:

5. Se, para cada n€ Ny, Q, €Bor(R) ¢ ; C---CQ, C Q1 C -+,

entdo, pondo Q = |J 2, tem-se:
neNy

Pou =1limPo u , Yu € 'H.

154) Seja A € L(H) auto-adjunto (H espaco de Hilbert), Py = xa(A),VQ €
€ Bor (R),u € H e, para cada Q2 € Bor (R):

/’LU(Q) = (PQU?U);

mostre que fi,, = fy, onde pu, ¢ a medida espectral introduzida na seccdo
5.2.

155) Certos autores chamam familia espectral ou resolucdo espectral da identida-
de num espago de Hilbert H a toda a familia (P ), g de projec¢des ortogo-
nais em H tal que:

1) Py < P,se A < i (P é crescente),
[ w
(i) Pyu = 1ir§1 Pou=Pwu,YuecH,\A€R (P é fortemente continua a
H—At
direita),

(i) P_ou =0 = Alim Pwu, Pijou=u= /\lim Py, Yu € H.
——00 —+00

a) Mostre que (i) é equivalente a:
(1)' P)\-Pu = -Pmin{)\,p,} 3 V/\J we [_007 +OO]

b) Mostre que, dada uma medida projectiva (Po)ocpor(ry €m H, a familia
(P\)ser onde Py = P_. ), VA € R & familia espectral, com a definigao
dada acima.

¢) Mostre que a aplicagdo (FPn)acpor(r) = (P))\cr definida na alinea ante-
rior ¢ bijeccdo do conjunto das medidas projectivas sobre o conjunto das
Sfamilias espectrais em H, reformulando, em termos de familias espectrais, o
Teorema 10.3 [Sugestio: Pode utilizar propriedades das medidas de Lebesgue-Stieltjes — cf:
[Rul], 6 ¢ 8].

156) Seja (Pn)acpor(r) medida projectiva em H (espago de Hilbert), g: R — C
continua e, por definigao:
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b
/ g(N) dP, = / 90N Xta (V) dPy
a R

(onde a,b € R,a < D).
a) Sendo a= A <Ay <. <AL =08 € NN (G=1,. ke,
n € Ny), tais que:

n n
max [N = Aj[—0,

mostre que:
-1 b
J=1 a
Yu € 'H.

b) Mostre que u € D, sse u € H e existir em H:
b
li (r AdP),
Jim (tim [ o) ar
sendo, nesse caso, este limite igual a [, g(\) dPyu.

¢) Mostre que u € Dy sse u € 'H e, para cada v € 'H, existir:
e Lv= / g(A) d(Pyu, v),
R

sendo L € L(H).

157) Mostre que se g for mensuravel boreliana em R e A auto-adjunto em H, en-
tao:

d,u,(](A)u,v = gd,UJu,vv Vu € Dga veH
[Sugestdo: Comece por verificar que f1p,,,(€) = (2N Q),VQ, Q' € Bor (R)].

158) Demonstre os pontos 4., 5., 6. ¢ 7. do Teorema 10.3 [Sugestio: Para os pontos 6. ¢
7. pode utilizar o exercicio anterior].

159) Demonstre o ponto 10. do Teorema 10.3.
160) Mostre que se B € L(H), (Pa)ocpor(r) for medida projectiva e:

-A:/AM&
R

entao:

* BA C ABsse BPy = PoB, VQ) € Bor (R).
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161) Se F' for subespago fechado do espago de Hilbert H e A = fR A dP) opera-
dor auto-adjunto em H, mostre que F' reduz A sse:

* PpPy = PoPr, V) € Bor (R),
onde Pr ¢ a projec¢do ortogonal sobre F'.

162) a) Demonstre o seguinte Critério de Weyl: “Se A for auto-adjunto no espago
de Hilbert H, X € oess(A) sse A € R e existir uma sucessdo u, em H tal que:

o lupll = 1,Vn € Ny,
* (up, v) —0,Yv € H (ou seja, u,, converge fracamente para zero)
n

e Au, — Auy, — 0.”

b) Mostre que se B for operador compacto e auto-adjunto em H, entdo:
Oess(A 4+ B) = 0ess(A),
ou seja, 0 espectro essencial ¢ invariante por perturbagdo compacta.
163) Mostre que o espectro essencial de um operador auto-adjunto ¢ fechado.

164) Seja A operador auto-adjunto em H (espago de Hilbert) e (FPo)ocpor(r) @
familia espectral de projeccdes associada a A; mostre que:

a) Se [a,b] C R,0 ¢ [a, b]:
1 Aul|* > min {Jaf*, [b]*} [[ull*, Vu € R(Pl,)
[Sugestdo: Pode utilizar a representagdo de A como operador de multiplicagdo].

b) se A € L(H) e A for compacto conclua de a) que R(Py, ;) tem dimensdo

finita.

¢) Mostre que se A for compacto, entdo o¢(A) \ {0} = 0 e op(A) é constitu-
ido por no maximo uma infinidade numeravel de valores proprios sem ponto
de acumulagido diferente de O [Sugestdo: Pode utilizar o facto de A € o¢(A) =
= Pp_1/nat+1/n # 0,Vn € Ny, Py, = 0 e aalinea b)].

d) Mostre que se A for compacto e (\,,),e; familia dos valores proprios de A
diferentes de zero (I = Ny, Pou{1,...,k}, com k € Ny), entéo:

u = Pu+ ZP{,\"}u, Yu € H,

nel

onde os Py, yu sdo vectores proprios de A correspondentes aos valores pro-
prios \, € APgyu = 0. Mostre que, além disso:

Au=Y " M\Ppyu, Vu € H.

nel
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e) Mostre que se H tiver dimensio infinita e A for injectivo, entdo o conjunto
I da alinea anterior ¢ igual a N;.

165) Seja A operador auto-adjunto em H (espago de Hilbert); mostre que oess(A) €
o complementar do maior aberto {2 C R tal que para todo o g € C.(R) com
suporte K C Q, g(A) é compacto.

166) Sendo P medida projectiva mostre que g € L(P) sse Rp.ess(g) for limitado,
tendo-se:

I9lle.p = sup [A[= max [A],Vge L¥(P).
AERP_ess (!]) )\GRP-ess(g)

167) a) Seja A operador auto-adjunto positivo, ou seja, (Au,u) > 0,Vu € D(A).
Mostre que se g for fungdo boreliana complexa em R tal que g(\) = \/X,
VA € [0, 400], entdo g(A) ¢ auto-adjunto positivo e:

g(A) =A
(9(A) diz-se raiz quadrada positiva de A e representa-se por \/Z ou A?; esta

nogao pode ser definida para uma classe bastante mais vasta de operadores —
cf. [K],V=§3-11 e exercicio 123, supra Cap. 6).

b) Seja B auto-adjunto positivo tal que B?> = A; mostre que:

B=+V4

[Sugestdo: Comece por verificar que BA = AB, donde se pode deduzir B\/Z = \/ZB,
comegando por verificar que B comuta com (A +4)~!, utilizando a Proposi¢do 1.7. Em seguida
mostre que:

(B~ VA)B(B~VA)+ (B~ VAVAB - /A)=0
em D(A); conclua que B = \/Z utilizando mais uma vez a Proposi¢do 1.7].

¢) Seja A fechado com dominio denso num espaco de Hilbert H; mostre que
existe um operador auto-adjunto positivo |A| tal que D(]A|) = D(A) e uma
isometria parcial U : (ker A)t — R(A) (ou seja, U é bijecgdo e ||Uul =
= ||lu||, Yu € D(U)), tais que:

« A="U|A|
(decomposi¢do polar de A) [Sugestio: Tomar |A| = \/A*A].

d) Mostre que |A| e U ficam univocamente determinados pela condi¢do su-
plementar ker |A| = ker A.

¢) Examine o caso em que A ¢ auto-adjunto.
168) Demonstre o seguinte Teorema de Bochner: “Uma fungdo continua
g:R—C

¢é transformada de Fourier de uma medida boreliana positiva i em R, ou
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seja:
g(t) = / e " du(s), vt €R,
R
sse g for de tipo positivo, ou seja:

[ [ att= e wGdras, ve e C®)”

[Sugestao: Comece por verificar que g € de tipo positivo sse para quaisquer ¢1,...,t; € R, 21,
...y 2z € Csetiver:
s
glti —t)) 2% > 0;
—~

L)

em seguida construa um espago vectorial a partir do conjunto das fungdes u : R — C iguais a
zero fora de um conjunto finito com as operagdes habituais e defina, para u, v nesse espago:

* (u,v) = Z g(t — s) u(t) v(s).

s,teR

Mostre que pode obter um espago de Hilbert por passagem ao quociente com o espago dos u tais
que (u,u) = 0 e posterior completagdo. Finalmente mostre que, nesse espago de Hilbert, existe
um grupo unitario (U (¢)):er definido nas (classes de) fungdes v acima descritas por:

(U@)u)(s) = ult = s),
e aplique o Teorema de Stone — 8.5 — e o Teorema 10.3].

169) Demonstre o seguinte Principio de Krylov-Weinstein: “Seja A auto-adjunto
em H (espago de Hilbert) e, para cada u € D(A) tal que ||u|]| =1, oy, =
= (Au, u), 8, = ||Aul||; entdo existe X € o(A) tal que:

1 1,
oy — ( Z—a?,)?g/\gaﬁ(ﬁﬁ—a?)z

u

[Sugestéo: Exprima o, ¢ (3, através da representagéo espectral de A e mostre que se obtém uma
contradigdo supondo que:

P

” Pre ” oy 1
lon— (B3 —0i) 2 0n+(Bi—0i)?]

—0].
170) Sejam A, A, (n € Ny) operadores auto-adjuntos em H (espago de Hilbert);
mostre que:

a) Se, paratodo o A € C\ R, (4, — AI)"'— (A — \I)~! em L(H), entdo:
9(An) —g(A)

em L(H), Vg € C(R).
b) Se, para todo o A € C\R,u € H, (4, — AI) 'u—> (A — XI)"'u em H,

entao:

9(An) u— g(A)u
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em E(H), Vg € C(R), g limitada [Sugestio: Comece por demonstrar b) para g € C(R)
e, em seguida, se g € C'(R), g limitada, pense na sucessdo de fungdes:

gm = 967:7]'



Capitulo 11

Elementos de Teoria da multiplicidade

e complementos de analise espectral

Na secgdo 5.3 estabelecia-se a validade de uma representagao unitaria canoni-
ca para qualquer operador normal limitado, como operador de multiplicagdo por
uma fungfo de tipo muito particular: o espago L? era isométrico a uma soma di-
recta hilbertiana de espagos L? relativos a medidas (espectrais) sobre C, sendo a
isometria construida de modo canonico, pois tomava-se para espaco de medida
uma unido disjunta de “copias” de partes de C; por outro lado, a fun¢do definido-
ra do operador era simplesmente a fun¢do identidade em cada “copia”. O que
pode variar, dados dois operadores normais, sdo assim as correspondentes medi-

das, ou familias de medidas espectrais na representacdo hilbertiana de espacos
13 L2 ((C) ”.

Processo idéntico permite-nos representar qualquer operador auto-adjunto,
agora ndo necessariamente limitado.

DEFINICAO: Seja H espaco de Hilbert e A = fR AdP) ((PQ)QGBOF(R) medida
projectiva em 'H), diz-se que A tem vector ciclico u € 'H se os vectores Pou
(Q € Bor (R)) gerarem um subespago denso em 'H.

E facil verificar que u é vector ciclico para A sse os g(A)u com g € B(R)
(respectivamente com g € C.(R)) constituirem subespago denso [exercicio]. Se-
guindo a construgdo da secgdo 5.2, é facil concluir que se A tiver vector ciclico u
existe um operador unitdrio unico:

U:H— L*(R,du,)
tal que:
Uu=1,

cve D(A)sse Uv € LA(R, dpy) e \Uv € L*(R, dp,),
< (UAU'9)(A\) = Ag(N) , pp—pru, ¥g € D(T3);

com efeito, a existir tal U, ter-se-a:

285
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Ug(A)u=Ug(AU " (Uu) = Ug(A)U (1) = g, Vg € B(R)

(pelo Teorema 10.3), o que determina U, visto que, por hipdtese, os g(A) u com
g € B(R), constituem subespaco denso de . Para provar a existéncia de U, no-
temos que se g(A)u = h(A)u(g,h € B(R)), tem-se (atendendo ao Lema que
precede o Teorema 10.3 ou ao ponto 7. deste mesmo Teorema):

*llg = Pll g2y = lg(A) u = h(A) ull = 0 = g = h p.p.—p,
pelo que podemos definir U, no espago dos g(A) u (g € B(R)), por:
*Ug(A)u=yg,

sem ambiguidade, como operador com valores em L?(R, dy,); sendo B(R) den-
soem L*(R, du,) e:

NUg(A) wll 2,y = N9l 22,y = NlgCA) wll;

¢ facil concluir que podemos estender U a H como operador unitario sobre
L*(R,dyu,), satisfazendo as condigdes acima consideradas. Com efeito, tem-se,
para a inversa U ! dessa extensdo:

. Uflg = g(A,)’LL7 Vg c LQ(]R;dMu)u

ja que g — g(A)u é isométrica, pelo Teorema 10.3-7, e coincide com U~! em
B(R), parte densa de L*(R, djs,); logo:

g € D(T3) & g,Ag € L*(R,dp,) < u € Dy1 D5, = D(Ag(A)) &
< u € D(g(A)),g(A)ue D(A) & g€ L*(R,du,),U"'g € D(A),
donde concluimos que g € D(T%) sse U~'g € D(A),Vg € L*(R, dpu,) e:
- (UAU ' g)(N) = (UAg(A) u)(A) = (URg)(A) u)(N) = Ag(\) p-p—pta,
Vg € D(T5). Finalmente, ¢ 6bvio que Uu = U1(A)u = 1.

No caso em que A ndo tem vector ciclico, se u € H \ {0}, sendo F' o subes-
pago constituido pelos g(A) u com g € L*(R, dpu,), ¢ facil concluir que F reduz
A (cf. exercicio 27, Cap. 1); com efeito, atendendo ao exercicio 161 (Cap. 10)
basta verificar que PpPy = PoPr,VQ € Bor (R), o que resulta facilmente da
defini¢do de F, ja que, se v € H, existira g € L*(R, du, ), w € F* tais que:

cv=g(A)u+uw,

donde:
* Pov = Pag(A) u+ Pow = xa(A)g(A) u + Pow =
= (M J(A)u+ Pow
GLQ(Rﬂd/Lu)
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o (h(A)u, Pow) = (Poh(A = h) (A =0,Vh € L*(R, dpu,),

(h(A)u, Pow) = (Pah(A)u,w) = ((xa-h)(A)u,w) = 0,Yh € L*(R, dp,)
el

pelo que Pow € F*, donde, facilmente:

PpPov = Pag(A)u = PoPro.

Portanto Ay = A paynr = A/p.p(4) € auto-adjunto em F' com vector ciclico u,
como ¢ facil deduzir da definicdo de F. Além disso, F- também reduz A (cf’
exercicio 27, Cap. 1) e portanto A;p(4)np € também auto-adjunto — agora em
F*; podemos assim “iterar o processo”, o que se formaliza facilmente utilizando
o Lema de Zorn, como na secc¢do 5.3. Concluimos que existe uma decomposi¢io
ortogonal de H, (Ha)acs, tal que cada H, reduz A, sendo cada A, =
= A/payn, = A/p,pea) (P projeccdo ortogonal sobre H,,) auto-adjunto em
‘Ha, com vector ciclico u,; se H for separavel podemos tomar 7 = Ny ou finito.
Existe assim, para cada o € J, um operador unitario:

Us : Ho — L*(R, dpus)

(o = fhu, ), tal que:
U AU = T5;

pondo:
o U . H = @H(y - @LQ(R,d/LQ)7
aceJ acJ
V= Z Vo (Uava)aejy
acJ

¢ facil concluir que U ¢é unitario e:

cv="> v, € D(A) sse (Uata)acs, AUata)acs € P L*(R, dpta),
(88) aceJ acJ

cUAv = (NUn¥a)acs , Yo = Z va € D(A)
acJ

(cf- os exercicios).

O operador A fica assim caracterizado pela familia (14 )acy que se diz fami-
lia de medidas espectrais associada a A; é facil agora concluir, tal como na Pro-
posicdo 6.6, que:

(89) (A) = supp ((pta)acy) = | supp pa-
aeJ

Esta nova representacdo para os operadores auto-adjuntos permite tecer uma
série de consideragdes baseadas na analise da familia (i )ac 7. No caso em que
se pode escolher #7 = 1, diz-se que A tem espectro simples ou que ¢ livre de
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multiplicidade. No caso da dimensao finita e reportando-nos as consideracdes
feitas no inicio do Capitulo 5, pode concluir-se que A tem espectro simples sse
todos os valores proprios tiverem multiplicidade igual a 1 [exercicio]l. Em qual-
quer caso, a simplicidade do espectro ¢ equivalente a existéncia de vector ciclico
para A, como ¢ facil concluir. Estendendo a analise do caso da dimenséo finita
pode desenvolver-se uma teoria geral da multiplicidade do espectro em qualquer
dimensdo, que permite caracterizar completamente os operadores auto-adjuntos a
menos de equivaléncia unitaria, utilizando a nogdo de medidas equivalentes
sobre os borelianos de R (duas tais medidas dizem-se equivalentes se determina-
rem os mesmos conjuntos desprezaveis); ver os exercicios e as referéncias de
[Y]-XI-8. e [RS1]-VII-2.

A familia (p4)acy também pode ser utilizada para estabelecer uma nova divi-
sdo do espectro de A, através da decomposi¢do de Lebesgue das medidas i, (cf.
[Rul]-6.9, [Ro]), relativamente a medida de Lebesgue em R. Cada u, ¢ da
forma:

* Pa = fge + 11
onde (i, € absolutamente continua relativamente a medida de Lebesgue, ou seja:
s dug, = go du,

com g, € LY(R), e u& ¢é singular, ou seja, estd concentrada num conjunto
A € Bor(R) de medida de Lebesgue nula®’. Além disso, u¢ pode ainda ser de-
composta na soma de duas medidas mutuamente singulares pg;,, e 11358, onde pi

¢ uma medida pontualmente concentrada, definida por:

¢ Ng(Q) = Z Ha(T),

€PN

onde P, = {x € R: u,({x}) # 0}, parte finita ou numeravel de R, visto p, ser
finita (bastava alids ser regular). P, diz-se conjunto dos pontos de concentragdo
de 11, €, obviamente, P, C supp pS'. Por definicdo:

:uging = /L? - ,Ung
donde, finalmente:
Mo = ,Ugc + :u;ling + uga

sendo as trés medidas mutuamente singulares, py. absolutamente continua em
relagdo a medida de Lebesgue (parte absolutamente continua de ), ji, pon-
tualmente concentrada (ou seja, concentrada no seu proprio conjunto de pontos
de concentragdo — diz-se parte pontual pura de ji,), pg,, continua singular (ou
seja, singular em relagdo a medida de Lebesgue e com conjunto de pontos de

87Tem-se, portanto, (2 N A) = u2(Q),¥Q € Bor (R).
880u seja, existem conjuntos disjuntos €2, Q' € Bor (R) tais que 1
.

«

r o
sing esta concentrada em (2 e iy em
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concentragdo vazio — diz-se parte continua singular de p,). Sendo 21, s,
Q3 € Bor (R) conjuntos mutuamente disjuntos, Qs,)s desprezdiveis, onde se
concentrem respectivamente fi5., Ping © Hps ¢ facil concluir (e deixado como

exercicio) que o operador:

* LR, dpa) — L*(R, dpiye) & L*(R, dpiing) & L*(R, dpiy)

*hi— (h'XQH h'X927 h-XQz)
é unitdrio e que, através dele, o operador T5 em L*(R, du,) fica unitariamente
equivalente ao operador na soma directa que actua como 75 sobre cada parcela
(de facto, é facil concluir que, por exemplo, {h.xq, : h € L*(R,du,)} reduz

T5). Podemos entdo decompor ‘H na soma directa ortogonal de trés subespacos
que reduzem A:

*H =Ha® 7_(sing @ Hp7

onde:
*Hae = P UL (LR, dp,)),
acJ
(90) Hsing = 63 U, (LA (R, dpihy,)),
*Hp, = P UL (R, dug)),
aeJ

(onde consideramos L*(R, dpug.), etc. como subespagos de L?*(R,dp,) de ma-
neira 6bvia®?) e definir o espectro absolutamente continuo o,.(A) de A e o es-
pectro continuo singular ogns(A) de A respectivamente por:

* 0ac(A) = o (A p(ayna.)s
* sing(A) = 0 (A/D(4) 1)

dado que definimos a nog¢do de espectro pontual como sendo o conjunto dos
valores proprios, ndo atribuiremos qualquer designacdo ao conjunto, em geral
distinto, (A p(a)n,). Alguns autores designam por espectro continuo a unido
Tac(A) U 0sing (A); reservamos essa designagio para o conjunto, em geral distinto
(ver os exercicios) o(A) \ (cp(A) Uor(A)), ou, no caso que nos ocupa, em que
A ¢é auto-adjunto, o(A) \ op(A). Note-se também que 0s conjuntos Ty, Tsing €
op ndo sdo necessariamente disjuntos dois a dois.

Podemos dar uma caracterizacdo intrinseca de Hac, Hiing € Hp:
PROPOSICAO 11.1: Com as notagées introduzidas neste capitulo, tem-se:

1. Hye = {u € H : p,, é absolutamente continua relativamente a medida
de Lebesgue}.

89identificamos (a classe de) h € L?(R, dug,) com (a classe de) h.xq, € L*(R, dpa), etc.
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2. Hing = {u € H : p, é continua e singular relativamente a medida de
Lebesgue}.

3. Hy ={u € H : p, é pontualmente concentrada} e tem uma base hil-
bertiana constituida por vectores préprios de A.

Demonstracao: 1. Por (90), u € H, sse:
Usu = (Uyu)xa, ,, Va € J,

/|Uau|29a dr = Z /|Uau|2 dpg, < 400;
acJ

acJ

por outro lado, atendendo a (88), V2 € Bor (R):

o 1y (02 Z/|Uu| d,ua—Z/ |Uu| Jodx +

acedJ aeJ

/ |U U’| dﬂ’smg / |U(¥u| d:u
aGJ QNQ; aceJ

Portanto, se u € Hye, no calculo de p,, (£2) so intervém a primeira parcela, ja que
Q1 NQy = Q; N Q3 = (b; reciprocamente, se u,, for absolutamente continua, vem
1 (1) = pu(Q2) = 0, ja que Q9,3 sdo desprezaveis para a medida de Lebes-
gue, donde 1, (R) = 11,,(€21) e portanto:

S WUatt = Ua)xon Py = S 1 Uattl ) — 2%Z/|Uu|><mdua

acedJ acJ aeJ

+ Z"(Uau)XQIHLZ(MO) = pu(R) = 20, (1) + pu (1) = 0 =
aceJ
= Uyu = (Ugu)xa, , Vo € J = u € Hy..

2. e a primeira parte de 3. demonstram-se de modo analogo. Quanto a segunda
parte de 3., notemos que:

“Hp, = P UL (R, dud));
aeJ

ora cada L*(R, dyus) & isométrico a [*(P,) que tem por base hilbertiana:
* ((0zyz)zeP, )oeP,
(64, = 0 de Kronecker), constituida por vectores proprios do operador:
* (Yu)zep, = (TYs)zep,,

unitariamente equivalente a T na referida isometria. A conclusdo segue imedia-
tamente desta observagdo (deixa-se para os exercicios a justificacdo pormenori-
zada de cada passo).[]



11. Elem. de T. da multiplicidade e comp. de an. espectral 2901

PROPOSICAO 11.2: Com as notacées anteriores tem-se:
*0(A) = 04c(A) U oying(A) U o, (A).

Demonstracao: Basta atender a que, por (89):

* 7ac(A) = supp (()acr) = | supp 1.,

aceJ
* Oing(A) = supp ((ilng)ac) = | supp 1&g
aceJ
U(A/D(A)QHP) = U supp :up = U 7)0/7
acJ aeJ

donde:
0(A) = 0ac(A) U osing(A) U U(A/D(A)QHP)Q

resta somente provar que:

op(A) = o(Apaym,) = Po-
aeJ

E 6bvio que op(A) C o(Ap(aym,) j& que os valores proprios de A s6 podem
estar em o (A /D( A)me) que ¢ fechado (com efeito H,e € Hsing ndo podem conter
vectores proprios de A pois as medidas espectrais correspondentes a vectores
proprios tém os valores proprios associados por pontos de concentra¢do — cf-
Proposi¢ao 10.4-3). Reciprocamente, se A € P, (para certo o € J), vem:

1Ppytall’ = pa({A}) # 0 = X € op(A),

ou seja:

U Pa cor(d) = | Pa cop(4).0
aceJ aceJ

Finalmente relacionemos esta nova divisdo do espectro com a introduzida na
ultima secgdo do capitulo anterior:

PROPOSICAO 11.3: Com as notacdes anteriores, A € Oess(A) sse satisfizer a
uma das seguintes condigies:

1.\ e O'ag(A) @) asing(A);
2. X é ponto de acumulagio de op(A);
3. A é valor proprio de A com multiplicidade infinita.

Demonstragdo: Por definigdo, A € oess(A) sse Py_. \4 # 0,Ve > 0; aten-
dendo ao que se viu na sec¢o anterior, oess(A) é constituido pelos valores pro-
prios de multiplicidade infinita e pelos pontos de acumulagdo do espectro. Ora
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um ponto de acumulagdo de o(A) que o ndo seja de op(A) tem que estar em
oac(A)U asing(A), atendendo a proposicao anterior. Resta provar que:

Uac(A) U Using(A) C O—CSS(A);

ora se A ¢ gess(A), A é, em particular, valor proprio de A, pelo que ndo pode es-
tar em oac(A) U osing(A), como vimos no decorrer da demonstragdo da proposi-
¢éo anterior.ld

Para terminar, convém notar que o estudo de 0es(A) € Osing(A) tem
importancia fundamental na teoria do scattering que consiste no estudo do com-
portamento para ¢t — £0o dos operadores:

W(t) — eitBefitA7

em que A, B sdo operadores auto-adjuntos no mesmo espago de Hilbert. Tipica-
mente B ¢é perturbagdo de A; em Mecénica Quantica, em geral, A € o operador-
-energia de um sistema /ivre (ndo sujeito a potencial) e B o que corresponde ao
sistema perturbado por um potencial. Procura-se, por exemplo, saber em que
condigdes um sistema sujeito ao potencial se comporta no infinito (temporal)
como sistema “livre”.

Exercicios

171) Seja A = fR AdP) auto-adjunto em H; mostre que u € H ¢é vector ciclico
para A sse os g(A)u com g € B(R) (respectivamente g € C.(R)) constitui-
rem um subespago denso de H.

172) Seja (Hy)aes familia de espagos de Hilbert e, para cada o € 7, A, auto-ad-
junto em H,,; pondo:

* D(A) = {(ta)acs € P Hao : ua € D(An),Va € J,

aceJ
(Aaua)aej S @H(y}v
aceJ

* A((ta)aeg) = (Aata)acs » Y(ta)acs € D(A),

mostre que A é auto-adjunto em @ H,,.

aceJ
173) Seja (Hy)aes decomposicdo ortogonal do espago de Hilbert H e A auto-ad-
junto em H tal que cada H, reduz A, P, projeccdo ortogonal sobre
Ha, Vo € J. Mostre que:
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a)

*D(A) = {>  ta : s € D(A) N Ho,Yar € T, (tta)acs,
aceJ
(Aqta)aecs sdo familias de quadrado somavel}

. A(Z ua) = Z Au,, , Yu € D(A), onde u, = Pyu,Va € J.
aceJ acJ

b) A é essencialmente auto-adjunto no subespago de D(A) constituido pelas

k
somas finitas | u,;, onde u,;, € D(A) NHy,,j=1,...,k € Ny,
& . .
174) Demonstre a relacdo (89).
175) Mostre que, em dimensdo finita, um operador auto-adjunto tem espectro sim-

ples sse os respectivos valores proprios tiverem todos multiplicidade igual a
1.

176) Sejam i, v medidas borelianas positivas finitas em R e considere os operado-
res A e B iguais a Tj respectivamente em L*(R, dp) e L*(R, dv); mostre que
A e B sdo unitariamente equivalentes sse p e v forem equivalentes (no
sentido de lhes corresponderem os mesmos conjuntos desprezaveis).

177) Seja 1 medida boreliana positiva com decomposi¢do de Lebesgue:
* b= Hac + Hsing T Hp;

sejam A, B,C € Bor (R) conjuntos mutuamente disjuntos, B, C' Lebesgue-
-desprezaveis, onde se concentrem respectivamente e, fising € fbp. Mostre
que:

a) E unitario o operador:

U: L*(R,dp) — L*(R, dpac) © L*(R, dptsing) L*(R, dpp)
h — (h'XAu h'X137 hXC)

b) UTXU71(97 h, k) = (/ng /Xh7//\\k) , Vg e LZ(Ra d:uac)a h e L2(]R7 d:uSng)’
k € L*(R, dyy), nos respectivos dominios de T5.

178) Mostre que o operador id/dx em L?(R) com dominio {u € L?(R):u ¢
absolutamente continua, v’ € L*(R)} € livre de multiplicidade; determine os
respectivos espectro, espectro pontual, continuo, absolutamente continuo,
continuo singular, essencial e discreto.

179) Identifique as diversas subdivisdes do espectro para o operador A em C &
@ L2([0,1]) dado por (), g) — (\/2,Zg).

180) D¢ exemplo de operador auto-adjunto com espectro pontual igual a R (cf a
parte final da demonstra¢ao da Proposi¢ao 11.1).
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