Vanével

Complexa

Ieoria Elementar e
Exercicios Resolvidos

Mana Adelaide Carreira
Maria Suzana Metello de Napoles




ISBN: 978-972-8394-27-1



VARIAVEL COMPLEXA

TroriA ELEMENTAR E EXERcCiCIOS RESOLVIDOS

Maria Adelaide Carreira

Maria Suzana Metello de Napoles

UNIVERSIDADE DE LISBOA

Faculdade de Ciéncias
Departamento de Matematica
2016






INDICE GERAL

Prefacio L. . ..o IX
Prefacio @ 27 ediCA0............ocooiiii XI
1 NUMEros ComPleX0S...........ccoooiiiiiiiiiiiiiiee e 1
A. Generalidades sobre nimeros complexos 1
B. Sucessdes de nimeros complexos 18
C. Séries de niimeros complexos 24
Exercicios resolvidos 29
2 | Fungoes Holomorfas .................ooooiiiiiiiiii e 51
A. Generalidades. Algumas funcdes elementares 51
B. Limites e continuidade 63
C. Funcgdes holomorfas 69
Exercicios Resolvidos 79
3 | Integracio de Funcoes Complexas...................cooooiiiiiiiiiiiiiiiiiieei e 107
A. Curvas no plano complexo. Integral de linha 107
B. Teorema de Cauchy 121
Exercicios resolvidos 129
4 | Consequéncias do Teorema de Cauchy .........................ooooiiiii 147
A. Férmulas integrais de Cauchy 147
B. Teoremas fundamentais 153
Exercicios resolvidos 156



5 | Representacio em Série das Fungoes Holomorfas.................................ooooi 171

A. Sucessoes e séries de fungdes. Série de poténcias 171
B. Teorema de Taylor. Func¢des analiticas 188
C. Singularidades. Teorema de Laurent 198
Exercicios resolvidos 215
6 L RESIAUOS ... 247
A. Calculo de residuos 247
B. Teorema dos residuos de Cauchy 251
C. Aplicacoes 254
Exercicios resolvidos 268
7 | Fungdes HarmoOmiCas ..............oooooiiiiiiiiiiiii e 297
A. Principio do médulo maximo e do médulo minimo 297
B. Fungdes harmonicas 305
C. Problemas de Dirichlet no disco. Integral de Poisson 310
Exercicios resolvidos 318
8 L Aplicacao Conforme ..ot 331
A. Teoria bdsica das aplicagdes conformes 331
B. Algumas aplica¢des conformes elementares 340
Exercicios resolvidos 353
9 | Alguns Desenvolvimentos Complementares sobre Fungoes Analiticas...................... 371
A. Principio do argumento 371
B. Prolongamento analitico 384
C. Residuo no ponto infinito 390

Vi



10| Exercicios COmMPIEMENtares...................cooouiiiiiiiiiiiiiiii e 401

Apéndice 1: Estruturas Algébricas e Topoldgicas 449
Apéndice 2: Sucessdes de Nimeros Reais 453
Apéndice 3: Séries Numéricas Reais 457
Apéndice 4: Limite e Continuidade de Fungdes Definidas num Aberto de IR”? 461
Apéndice 5: Fungdes diferencidveis num Aberto de IR” 463
Apéndice 6: Sucessdes e Séries de Funcoes 467
Bibliografia 473
Indice Remissivo 475

Vil






PREFACIO 1

A Andlise Complexa ¢ reconhecida como sendo parte essencial na formacdo de matemdti-
cos, fisicos e engenheiros, bem como componente fundamental em outros ramos das ciéncias
puras e aplicadas, pelo que existe uma vasta bibliografia sobre o assunto.

Este livro destina-se a uma primeira abordagem da Varidvel Complexa, em lingua portugue-
sa; apresenta a teoria elementar com uma exposigio simples, embora rigorosa, cobrindo os assun-
tos que normalmente fazem parte dos programas que abordam este tema. Alguns tépicos sdo
deliberadamente tratados em situagdes simples, mas que tém vasta aplicagiio prética, remetendo-
-se, nesses casos, o leitor que deseja aprofundar estas questdes para a bibliografia adequada. O
desenvolvimento tedrico € sempre acompanhado de exemplos, alguns dos quais, sendo cléssicos,
constam em grande nimero de manuais, mas que, pela forma como esclarecem vérias questdes,
considerdmos imprescindiveis.

A pritica docente, de ji muitos anos, tem-nos mostrado que a repeti¢ao de principios bdsicos
¢ indispensdvel 4 aquisicdo de conhecimentos. Assim, incluimos ao longo do livro um considera-
vel nimero de exercicios resolvidos que seguem em cada capitulo o desenvolvimento teérico,
tendo sido escolhidos com o objectivo de ilustrarem as questdes menos simples, além de promove-
rem algum treino na manipulagfio dos vérios conceitos. O dltimo capitulo — destinado a auxiliar o
leitor a ajuizar sobre os conhecimentos adquiridos ao longo da leitura do livro — consta de uma
série suplementar de exercicios abrangendo temas tratados anteriormente e que, embora nio resol-
vidos exaustivamente, vém acompanhados de tépicos auxiliares de resolugiio e/ou das respectivas
solugtes.

Atendendo a que nem todos os leitores tém a mesma formagio matemética, sdo incluidos no
final do livro alguns apéndices contendo, de forma muito resumida, alguns resultados que facili-
tam uma melhor compreensio do texto.

De 1978 a 1883 lecciondmos em conjunto este tema na Faculdade de Ciéncias de Lisboa, sob
a orientacdo do Professor Doutor Alfredo Pereira Gomes. Datam pois desse perfodo as nossas
primeiras notas sobre Varidvel Complexa, que constituiram o embrido deste livro. Para o Profes-
sor Pereira Gomes, que sempre nos prestou o seu apoio, colaborando na elabora¢io de exercicios
para testes e exames, e mantendo-se disponivel para esclarecer vdrias questdes, facultando-nos
inclusivamente notas pessoais, vai a nossa primeira palavra de agradecimento. A ele devemos em
parte este livro.

Queremos também, agradecer, muito em especial, ao Professor Doutor Luis Sanchez a sua
completa disponibilidade para ler o manuscrito, num curto espago de tempo. As suas observaces
e comentdrios, fruto de uma leitura muito cuidada dos (Gpicos tedricos, permitiram que corrigisse-
mos algumas situagdes e alterdssemos a forma de apresentagio de outras, melhorando assim a
qualidade do texto.

Aos Professor Doutor Gongalo Pinto, Dr. Anténio Monteiro e Dra. Virginia Miranda agrade-
cemos, reconhecidamente, a colaboragao que nos prestaram ao longo do desenvolvimento do tra-
balho no apoio a revisdo ¢ composi¢io do texto, nas sugestdes que permitiram alterar algumas
situagOes de falta de clareza na exposigio e na verificagiio de mimerosas resolugdes de exercicios.



Estamos muito gratas ao Professor Doutor Dinis Pestana pelo estimulo que deu a este livro,
ao estabelecer os primeiros contactos com a Editora McGraw-Hill. Agradecemos a esta Editora a
aceitagdo do nosso projecto, e a forma atenta e disponivel com que acompanhou o desenvolvimen-
to do nosso trabalho.

A Filipa Carvalho e 4 Isabel Metello de Ndpoles que, sobretudo numa primeira fase, passa-
ram vdrias horas diante do computador a compor o texto e a corrigir gralhas, o nosso muito obri-
gado.

A edigdo de um manual deste tipo presta-se a apresentar ainda virias incorrecgdes, apesar do
grande esfor¢o que fizemos na revisio das provas. Assumimos naturalmente a responsabilidade
pelas deficiéncias que este livro possa ter e agradecemos desde jd as observagbes que nos venham
a ser feitas.

Esperamos que este texto, que pretende ser de ficil leitura, ao ajudar o leitor a familiarizar-
se com a Varidvel Complexa, lhe desenvolva o gosto pelo estudo deste tema e o estimule a aprofunda-
-lo. Se assim for, leremos atingido o nosso objectivo.

Lishoa, Janeiro de 1998

As Autoras



PREFACIO A 2? EDICAO

O titulo “Varidvel Complexa: Teoria Elementar e Exercicios Resolvidos” foi publicado em
1998 pela Editora McGraw Hill de Portugal.

A partir de 2002, com o encerramento desta editora o titulo continuou a ser distribuido pela
Editora McGraw Hill/Interamericana de Espanha, situacdo que se manteve até Setembro de
2008, em que a obra foi considerada “out of print”.

Durante esse periodo “Varidvel Complexa: Teoria Elementar e Exercicios Resolvidos” fez
parte da bibliografia adotada em vdrias escolas superiores €, nos tltimos anos, tem-nos sido
solicitado por alunos de escolas onde continua a ser recomendado.

Ficamos pois muito gratas aos Editores da Cole¢ao “Textos de Matemadtica” do Departamen-
to de Matematica da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa por incluirem nesta

colecdo este livro, tornando-o assim acessivel a qualquer leitor que se interesse pelo tema.

Nesta 2* edi¢do manteve-se no essencial o texto anterior, incluindo a paginag¢ao, corrigindo-
-se apenas algumas gralhas.

Maria Adelaide Carreira
Maria Suzana Metello de Népoles
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Capitulo

NUMEROS COMPLEXOS

A. Generalidades sobre nimeros complexos

E bem sabido que o quadrado de um qualquer nimero real ou é um niimero positivo ou é
nulo. Assim, niio € possivel resolver no conjunto R dos niimeros reais a equagio x*>=-1.Esta
situacdo conduziu a que se procurasse proceder & construgio de um nove conjunto de mimeros,
o conjunto dos nimeros complexos, que englobasse o conjuntoe dos nimeros reais, e onde fosse
possivel determinar solugdes para a equagdo anterior e outras semelhantes. Embora estas questoes
tenham sido abordadas desde o século xvi, a construgéio dos nimeros complexos sé foi formaliza-
da muito mais tarde, nos finais do século xv.

O matemaltico suico Leonhard Euler introduziu, por volta de 1779, a notagio i para designar
as solugdes da equagio xt=-1, que admitiu serem da formax=++J-1 =+i e x=—J" [=—1i

Este simbolo i € muitas vezes designado por unidade imagindria e permite definir «nimero complexos.

— Defini¢do A.d. —ee-

Chama-se nimero complexo a toda a expressio da forma x + iy na qual x e y sdo nimeros
reais.

Ao nimero real x chama-se parte real do mimero complexo z = x + iy e escreve-se Re{z) = x;
ao nimero real y chama-se parte imagindria do nimero complexo z e escreve-se Im(z) = y.

Os niimeros complexos cuja parte real € nula sdo designados por imagindrios puros.
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!

Designa-se por € o conjunto dos niimeros complexos, isto €,

C= {z= x+ ix xeRayeR}.

Observagio:
Da definigiio anterior decormre que dois nlimeros complexos sfo iguais se e s6 se 18m a mesma parte real e a mesma
parte imagindria.

- Definicdao A.2. -~ I

Sejam z =x + iyew = u + iv niimeros complexos.
(1) Chama-se soma de z e w ao niimero complexo z + w = (x + u) + iy + v).

(ii) Chama-se produte de z por w ao nimero complexo zw = (xu — yv)+i(xv + yu).

Observagio:
De um ponio de vista pritico, as operagdes definidas em A.2. regem-se por regras semelhantes is da adiciio e
multiplica¢io de polindmios de coeficientes reais, desde que se adopte a convengio = .

Teorema A. 1

O conjunto @, munido com as operagdes «+» ¢ «», constitui um corpo, em que
(i) O elemento neutro € o nimero complexo w = 0 + 0.

(i1) O simétrico de z = x + iy é o nlimero —z = —x — iy.

(iii) O elemento identidade ¢ o nimero complexo z = 1 + i0.

(iv) Oinversode z = x 4+ iy # 0 + {0 € o nimero complexo 2! definido por

fle o =Y
2 4y e

Demonsiracdo:
A demonstragiio decorre facilmente das propricdades dos nimeros reais. (Para recordar a
definicdo de corpo ver Apéndice 1).

i
i
]
et

T T T O I TR O B DR T
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Tem agora sentido definir a diferenga, z — w, e 0 quociente, z/w (w = 0}, de dois niimeros

complexos zewporz-w=z+(-w)ez/w=zg- w_l, respectivamente,

Exemplo AL
Sejamz=5-iSew=-3+id:

z2+w=(5=-3N+i-5+4)=2-i
pw=(—15+20)+i(20+15)=5+i35

-1 . 3 .4 ] 7 .1
wm o =5-i8)| ——w———-f—5—F |=———i—.
¢ ][ R L L 5 5

O corpo €, assim construido, é, de facto, a extensiio procurada do corpo R. Com
efeito, considere-se o subcorpo de €, Cg ={z: z=x+i0, xeR} ¢ a aplicagio bijectiva
SR — Cgp definida por f(x)=x+0i. Facilmente se verifica que a aplicacio f satisfaz

as propriedades:

L f(x; + x2)= flx)+ f(x2);
2. flxr- %)= xp- xp+ 0i= flx;) - fx2).

sendo, portanto, um isomorfismo entre o corpo R e o corpo Cp (ver Apéndice 1). Faz, entiio,
sentido a identificagdo de IR com T, substituindo-se cada mimero complexo x + 0i € Ty pelo
nimero real x. E usual representar cada nimero complexo da forma 0 + iy apenas por iy e, em
particular, designar apenas por i 0 niimero complexo () + 1. Com esta escrita abreviada, o nimero
complexo x + iy pode ler-se como a soma dos nimeros complexos x + 0i e 0 + iy; por sua vez,
o niimero complexo iy nio é mais que o produto de y por 0 + il. Assim, € pode identificar-se
com IR + /IR,

Observagio:
Atendendo & validade da propriedade comutativa da multiplicagio em @€, tem-se iy = i, pelo que se usam indis-

tintamente as formas x 4+ iv ou X + vi.
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E agora possivel resolver em @ a equagio x> = 1, irresoliivel em R. Identificando — 1 com
=1+ 0i, tem-se

22 :-—lﬁ{xﬂy}? _—,—1@(;:2 wy2)+2x}‘f=—l+ﬂf

W oy?=-1 {.r:ﬂ [x:()
e = v
2xy=0 y=1 y=-1

logo, os niimeros complexos z; =0 + 1i e z; = x + iy sdo as solugdes, em C, da equagio.

Defmig&‘ﬂ A'3‘ S ——

Chama-se médulo do niimero complexo z = 0— 14, ao nimero real ndo negativo

= Definicdo A.4. ~— —

Chama-se conjugado de um niimero complexo z = x + yi ao niimero complexo I = x— yi.

Observagio:

O conjugado de um ndmero real € ele prdprio e o conjugado de um imagindrio puro € o seu simétrico.

Sdo vdlidas as seguintes propriedades:

T T T L T S L T e

: Teorema A.2.

Paraw, z € © tem-se:

(i) z+ w=zZ+w.

(i) (se AeR, Az =A%)

1
2]
i
&)
=l

com w # 0.

(iii)

= |~’

. S—
Il

Z e

(v) 2= 4%,
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™ 2= [

wi) 27l = % quando z # 0.

|z

(vil) z= 7, sezéum nimero real.

(viii) 2= z.
(ix) Re(z)= “=% elIm(z)= =%
Demonstracio:

As demonstragdes das propriedades enunciadas decorrem imediatamente das defini¢Oes
correspondentes. A titulo de exemplo demonstra-se a propriedade (iv).

Tem-se z-Z =(x+iy)(x—iy) = x> +y° =12

Sdo ainda vdlidas as propriedades seguintes, que envolvem os mdadulos dos nimeros com-

plexos:

| Teorema A.3.
Para z, we © tem-se:

M Jz-wl= 2wl
(ii) ‘ilz M, comw=z0.
wl o |w]

(iii) ‘Rc(z}i lzle |I.m(z]£ .
(iv) |e+w|< |z]+|w| (desigualdade triangular).

V) Je—w|> |z~ |w].

Demonstracao:
(i) Imediata pela definigdo do médulo de um nimero complexo e da operagio multiplica-
cdo.

i
W]

mJWmmﬂﬂ=ﬁﬂ=Hm@

Z)_
W
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(i) Sejaz=x+ iy

Tem-se [Re(z)|=|x|= \{x_l <yxt+y’ =ld e [im(z) =¥ =Jy_2£-.ixz +y? =l

(iv) Pelo teorema A.2.(i, iv),

e+ w2 = (4 w)- (25 w) = (z+ w)- (2 +79) =

=z-I4+w-Id+z-wWH+w-w=

=|z|2 +w-E+z-W+|w|2,

Atendendo ao teorema A2, (ii, viii, i), tem-se WI +zw =wI + Wi = 2Re(wz).

Entio, pelos teoremas A.3. (iii) ¢ A.2. (ii, v), obtém-se

|z + W|2 = |2:f2 +2Re(w-7)+ |w|2 <

<+ 2w 2] wl? =l + 2wl 2]+ pwl? = (el + i),
concluindo-se que |z +w| < |[z]+|w].
(v) Fazendo |z|=|w + (z = w) e [w|=|z+ (w - 2)|, obtém-se, pelo teorema A.3. (iv),
|zl < [wl+[z—w| [of = w[ <[z - w| e [w|<]z]+|w—z] (2] w]) < [ - w]

0 que equivile a |z - w| = ||z| — |W|| . !

O corpo IR com a relagdo de ordem usual «< » € um corpo ordenado (ver Apéndice 1). No
entanto, 0 mesmo nio se passa no corpo €, apesar de este ser uma extensio de IR, isto &, nido
€ possivel ordenar © de modo a estender a ordenagio usual de IR, Para o verificar tomem-se, por
exemplo, os nimeros complexos i e 0; tem-se i 0 . Sei>0,entdo j.i>j-0<-1>0 esei<0
entdo i-1>i-0 —1>0;ndo se respeita em qualquer dos casos a ordem usual em IR. Os niime-
ros complexos i e 0 ndo sdo, pois, compariveis neste sentido.
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Considerando (IR, +, -) como corpo de escalares, é possivel definir no grupo (T, +) uma
estrutura de espaco vectorial (ver Apéndice 1). Este espago vectorial é isomorfo ao espago vectorial
]Rz, mediante o isomorfismo f 1112—}{'2, definido por f(x,y) = x + iy. Este isomorfismo, além
de permitir a identificagfio do par (x,y) com o ntiimero complexo z = x + {y, permite uma represen-
tagio geomélrica para o espago vectorial €.

Quando a cada nlimerc complexo z = x + iy se associa 0 ponto P = (x,y) € le, € usual
designar-se o plano cartesiano (x O y) por plano complexo (ou plano de Argand). O eixo das
abcissas (Ox) é, entdo, designado por «eixo real» e o eixo das ordenadas (Oy) por «eixo imagind-
rio». O ponto P chama-se por vezes o «afixo» do nimero complexo z.

Nesta representagdo geométrica torna-se adequado identificar o niimero complexo z = x + iy

. —
com o segmento orientado OF.

Im(z) 1
(xy)= z

b P=(xy) e *z=xtiy

Q X 0 Re (z)

Exemplo A.2.

a) Seja A= {z=.r+r‘y: |z—2|—2}.
Atendendo a que |z-2|=2 & (x- 2]1 +¥" =4, o subconjunto A representa a circunferéncia de centro
z=2emio 2,

b) Seja B = {:=x+:}': ]:—I|=iz+r'|}.

Como |z-1[ =z +4] = .J(x - |;|2 + = sz +(y+ 1,'|2 > y==ux,0subconjunto B representa a bissectriz

dos quadrantes pares,

Sem perda de generalidade, admita-se que z e w sdo nimeros complexos identificados com
pontos do primeiro quadrante. As operagdes de adigio e subtrac¢@o podem ser interpretadas
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geometricamente por

Y e W Ly
T ! W
W, Ir{ A
f(‘l - \\
A"
i K
Z WwW—Zz Z
> =
0 X 0 X

Identificando cada nidmero complexo z = x + iy com o veclor (x,y) de ]R.z, o médulo de z
definido em A_3. coincide com a norma euclidiana definida em R*:

2 2
2l =+ x* +¥° = -

Como se sabe, quando os vectores de IR, so interpretados como segmentos orientados num
plano, a norma euclidiana de um vector representa o comprimento do respectivo segmento orientado.

Deste modo, o espago vectorial € pode considerar-se como um espago normado.

Utilizando coordenadas polares, as relagdes x = p cosf e y = p senf conduzem a uma nova
representagao para um nimero complexo z :

Definicao A.5.

Diz-se que um nimero complexo z = x + iy # 0 estd representado na forma polar ou
trigonométrica quando € dado na forma z = p(cos 0 +i sen 0), (ou abreviadamente z = p cis@ ),
onde p=|z|= Jxi+ ;;’2 . e 8, designado por argumento de z (abreviadamente 8= arg z), € qual-

. X
quer nimero real tal que cosf == e senf = X,

P

Observagio:

Se z = 0. tlem-se p = (), enquanio arg (z) & indefinido.

No texto que se segue, o nimero complexo z serd referido, quer através da sua representagao

polar ou trigonométrica, z= p(cos@ +isenf), quer através da sua representagido em termos da
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parte real e da parte imagindria, z = x + iy, que serd designada por representacio algébrica ou
forma algébrica de z.
Geomeltricamente, € fécil relacionar as duas representages de z

¥ a
- z=x+Iiv=pcos B+ ipsen

p=ld =+ 15

I
[
I
I
I
|
|
|
|

w

Devido a periodicidade das fungdes seno e co-seno, ndo existe um argumento unica-
mente determinado para representar um nimero complexo ndo nulo. Com efeito,
z= plcosO + isend )= pleos(@ + 2kx )+ isen( + 2kx )], com k € Z. (Z € o conjunto dos nimeros
inteiros).

Deste modo, arg z designa, indiferentemente, qualquer dos possiveis valores do argumento
de z; o argumento de z € designado por argumento positivo minimo se pertencer ao intervalo
[0, 27 e por argumento principal se pertencer ao intervalo 1-7, 7).

Exemple A.3.
Considerando o argumento principal, tem-se:

—i=0=1li= lcus[-f] +£Isen[—£]
2 2

~-1-i= ﬁcas[—%ﬂ] +fﬁwﬂ[—%”)r

Considerando o argumento positivo minimo, vem:

—-i=0-1li= Icos[3—x) + Ifscn(s—n-]
2 2

—l-i= ﬁcus[%z} +fﬁsen[ n:] .

5
4
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Exemplo A4,
A circunferéncia de centro na origem e raio a, a > (0, pode ser caracterizada, usando argumentos positivos

minimos, por {z: z = alcosd + isend), com O e [ﬂ,2:r|} .

A circunferéncia de centro zg e raio a, @ > 0, pode ser caracterizada, usando argumentos positivos minimos,
por {z: z =1y +a(cosd +isend), com @ € [U‘,Z?I[} .

¥
z = a (cos@ + isend)
a
0
Vo
. a (costh fsend)
a
SO W N
o x

Sejam z) = pjcosB; +ipsend) e z; = Py cosBy +ipssend, .
Da igualdade entre os mimeros complexos z; e z;, resulta que pjcos(6))=pycos(0;) e
P sen(6) )= p; sen(6,). Entdo

PM=P2

asa e {arg(zl}=arg(zz}+2kz,keﬂ_

A adigiio e subtracgio entre z; e zp nio tém formas trigonométricas simples. As relagdes
entre modulo da soma (resp. diferenga) e a soma (resp. diferenga) dos modulos que importa fixar

s40:
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o + 22| =|a1|+|za|  sse arg(z)) =arg(zy) +2kw, kel

|z] - zzl = ||z| | - }zgﬁ sse arg(zy)=arg(z,)+(2k+ ), kel.

No entanto, no caso do produto e do quociente de dois nimeros complexos, as suas represen-
tagdes trigonométricas ndo apresentam dificuldades significativas.

Para o produto tem-se

7122 =p1{c0\sﬁll +isenf), )'Pg(ﬂﬂ@-ﬂz +isen@; ) =
=p1 P2 [(cos 8, cosfy —sen{?,senﬂzj]+ i{(sen®; cosB; +cosB;send, }] =

=0 ,I‘JQICOS(BI +92]+fsen(ﬂl +82 )]

e assim:

|21 22| =1 P2
arg(z) - zp) =[arg(z)) +arg(zy)|+ 2kx, kel

¥ A
L)

™8+ 6
Z[GZ

Demonstra-se facilmente por indugio que se z= p(cosd +i senf) entio

7" = p"[cos(n@ ) +isen(nd)], nelN (férmula de De Moivre).
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X
Pelo teorema A.1., tem-se, para %0, z 1 5 2—1‘ 2}’ 3 . Logo,
x“+y x“+y

1= pcc;sﬂ —i psc; o l[cns (—0)+isen (—ﬂ}]
P p P

- 1
p

arg[z_l) =—arg(z)

Se z; # 0, tem-se entdo

-:—1: pifcosd, +£sen9|}-é[cus(—&?zjﬂ'sen(_ﬂzﬂ:
= E—I[C°5(91 ~6)+isen(6) -6,
2

¢ assim,

Z

1{_ P~
—=— P2 20
21 P2

arg[zz—;] = [arg(z. )—arg(z, ]] +2knm, k€.

Para o conjugado z de um nimero complexo z, obtém-se

Z=x—iy=p(cos@ —isenB) = p[cos(—0 ) +isen(-0 )],

e assim

arg(z)=—arg(z)+2kn, kel 6

{EI =ld=p )

]l
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O teorema seguinte permite calcular as rafzes de um nimero complexo.

e ma L Rres e e s s e

e

| Teorema A.4.

Dado o niimero complexo w = r (cosf +isenf) # 0, a equagdo z" =w, n€IN, tem n solu-
¢oes distintas, que sdo da forma

= M{m{g+ &J +isen[£+‘2—kﬂj] , kel.
noon non

Demonstracdo:

Seja z= p[cos@ +isen| uma solugio da equagio z" =w.
Atendendo 4 formula de De Moivre e i igualdade de nimeros complexos na forma
trigonométrica, tem-se

M=we p [ms(mp)+ isen{mp)] = r[cosB +isenf] <>
Pu =r p:w}-
= = g 2k
ng=0+2%n, k€L |(¢=—F——, kel.

Obtém-se, assim, as solugdes

2 = p(cos()+isen(p)) = ib’?[co{% + Zan‘] + Isen(g + Zk_:rrﬂ , keZ.

i M

Atendendo a periodicidade do seno e do co-seno, apenas n destas solugbes (correspondendo
por exemplo a k=10,1,2,...,n-1) sio distintas.

P P
Observagao:
As r raizes z; t8m o mesmo médulo e os argumentos de duas raizes consecutivas diferem de 27/n | geometrica.

mente, correspondem aos vértices de um poligono regular com a lados, inscrito numa circunferéncia de
centro z =0 e de raio igual a Iztl .
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Exemplo A.5.
As solugdes da equaciio ou, de outra forma, as oito raizes de indice oito do nimero complexo | sdo, pelo

teorema A,
3= ﬁff{[ms[%Jﬁsen (HTI].‘}, com k=0,1,2,....,7.

Passando & representagdo algébrica, obtém-se

2 V2
=L z =%(1+ i =14 za=7(— 1+ i),
2 . . 2 .
24 =-1; z5:£[_l_ ‘)-' zg =—i, z.?:£(1._ l).
2 2
Geometricamente,
ya"‘\
Z2
I3
. e %41
Z N .
rdj\\\ % X
s 7
s

Sendo o espago vectorial © um espago normado, é facil introduzir uma métrica em C:

—— Definicdo A.6.

A aplicagdo d: ©xC — [0,4=¢[ em que para quaisquer g, w pertencentes a © se poe

d(zw) = |z w|=|z—w| define uma métrica em C ( proveniente da norma considerada em ).

~ Definicdo A.7.

Chama-se vizinhanca de raio r de um ponto ¢c€®@, re 0, + o[, ao subconjunto de ©

definido por D(c; r)={z: d(z,c)=|z—¢|< r}, (Geometricamente, esta vizinhanga identifica-

se com o disco aberto de centro ¢ e raio r.)
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Chama-se vizinhanga de raio r de o, r€ 0, + o[ , ao subconjunto de € definido por

D(eo,r) = {z : |z|>%}.

(Geometricamente, esta vizinhanga identifica-se com o exterior da circunferéncia de centro
O eraio —.)
r

As vizinhangas D(c; r) definem em € uma topologia, que € a topologia associada a métrica d.

O conjunto €, munido desta topologia, € um espago métrico (ver Apéndice 1).

Tem, pois, sentido definir em @ as nogdes topoldgicas seguintes:

Definicao A.S.

Seja S um subconjunto de C.

)

(i1)

(iii)

(iv)

)

Um ponto zg € € é ponto de acumulagiio ou ponto limite de S, se, para todo o r> 0,
(D(zg;r] \ {zu})r‘\S:t@ .

O conjunto de todos os pontos de acumulaciio designa-se por conjunto derivado de §
€ representa-se por S

Um ponto z € © € ponto interior de S, se existir » > 0 tal que D(zg:r)C S.

O conjunto de todos os pontos interiores designa-se por interior de S e representa-se
por int(S).

Um ponto zg € © é ponto exterior de §, se existir r > 0 tal que D(zo;r]r“. S= .

O conjunto de todos os pontos exteriores designa-se por exterior de § e representa-se
por ext(S). Note-se que ext(S) = int(C\ 5).

Um ponto z; € © € ponto fronteiro de S se nfo ¢ ponto interior nem ponto exterior de

S, isto €, se qualquer vizinhanga de z; contiver pontos de S e pontos do comple-
mentar de S.

O conjunto de todos os pontos fronteiros de § designa-se por fronteira de 5 e represen-
ta-se por fr(S) ou d5s.

Um ponto z; € © € ponto aderente a §, se D(z.};r)r\ S# &, paratodoo r=0.
O conjunto de todos os pontos aderentes de S designa-se por fecho ou aderéncia
e representa-se por § . Tem-se entdo § = int(S) L fr(S).
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-~ Defini¢do A.9.
Seja S um subconjunto de C.
(i) S & um conjunto aberto se § = int(5).
(ii) §¢éum conjunto fechado se § = S (ou, de forma equivalente, se ©\ § é um conjunto aberto).

Exemplo A.6.

a) O conjunto € e o conjunto & sdo simultancamente abertos e fechados, e sdo os linicos nestas condigbes.

b) O subconjunto de ©, 3 ={z:Rc(z):>ﬂ. lm{z:):bﬂ}é um conjunto aberto, pois para Z€{] tem-sc
D(z:r)c @, sempre que 0< r<min{Re(z), Im(z)}.

¢) Osubconjunto §=[ze ©:-2 = Re(z) £ 3} é um conjunto fechado, e ©\ .5 ¢ um conjunto aberto.

d) O subconjunto S={ ze ©: 1= |z|<2) ndo ¢ um conjunto aberto, porque ndo existe um r > 0 tal que
0<re min{ Re(z), Im(z]}; mas, também ndo ¢ fechado porque ndo existe um »> 0tal que D(2; rjc CL S,

- Definicao A.10.
Seja S um subconjunto de €.
(1) O conjunto § ¢ limitado, se existir r > 0 tal que S D(0;r).
(ii)) O conjunto S diz-se compacto, se for um conjunto limitado e fechado.
(iii) O conjunto § diz-se conexo quando niio € possivel escrever 5= (5 M A) U (5 " B), em que
A e B sio subconjuntos de @, ndo vazios, disjuntos, ambos abertos ou ambos fechados.
(iv) O conjunto § diz-se uma regiao ou um dominio, se € um conjunto aberto e conexo.
=
Exemplo A.7.
Sa0 exemplos de regides ou dominios os seguintes subconjuntos de C;

a) Qualquer disco aberto D(zy;r) com r > 0.

¥4

ek thin

a

Yy

b) A coroa circular {z€ ©: r<|z—c|<scomceCers>0}

Y
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c) Osemiplano e @: Re(z)>0

D'

|
[

o

d) A «faixa» {z€@: 0<Im(z) <1}

x

Sdo exemplos de subconjuntos de € nio conexos:
e {zeC: Re(z)21 v Re(z)<-1}

¥

N {zeC:|gd<1 v |z-2<1}

ST
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B. Sucessoes de niimeros complexos

Como € habitual, IN designa o conjunto dos niimeros naturais ¢ INg = IN U {0}.

—— Definicdo B.1. .
Chama-se sucessio de niimeros complexos ou sucessdo em € a toda a aplicacio f do
conjunto IN, ou de qualquer parte infinita de Ny, em @,
Chamam-se termos da sucessio f, aos elementos do contradominio de f, e z,, = f (n) € 0 termo

geral da sucessdo.

Representa-se a sucessio f por {zn )HE ou, mais simplesmente, por (z,,).

N

Exemplo B.1. .

,

A aplicagiio f:IN — € dada por f(n)= l +(=1)"i define a sucessio
. n

. 1 1 i 75, ] kS
a=1-4i = E+ i, = 5—1, = E+ iy oy 2y = ;+ (-1"%, ...

— Definigdo B.2.
A sucessdo de nimeros complexos é¢ uma subsucessao da sucessdo (z,,), se W, = Z,,,

sendo a aplicagio k — n(k) uma aplicago injectiva de INj em INj,.

Exemplo B.2.
1 1 1
A sucess@io wy= 1=, wa= —= [ wy= —= i, wy= i i, ... ¢ uma subsucessdo da sucessio do

3 5

exemplo B.1., z, = 1 + (=1)"i , correspondendo & aplicagio k— 2k -1 de Nem IN, ... Com efeito, tem-se
n

W)= 2, W = I3, W= Zgeey Wi = Zppo e
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—— Defini¢do B.3.

A sucessao (z,,) de nimeros complexos tem por limite um nimero complexo z (ou con-

verge para z, ou tende para z), e escreve-se lim z,= z ou z,—> z, s¢ a sucessao de nimeros

reais u, =|z, —z convergir para zero, isto €,

== Defini¢ao B.4.

limz, =z sse ¥6>03pelN:nelN, n2p=u, =|z, —2<38.

Uma sucessio (z,,) de nimeros complexos tem limite infinito, lim z, = e ou z,, — =, quan-

do ‘z"‘ —» + oo, isto £,

1
¥§>0,3peN:ineIN:n2z p= |g|> 3

Observagio:
Atendendo & defini¢fio de vizinhanga de um ponto em C e de = (ver definigio A.7.), a sucessdo (z, } converge para
zeC oupara z=ee,se, para toda a vizinhanga D(z:d), existe uma ordem p €N a partir da qual os termos da

sucessio (z,) estiio nessa vizinhanga.

Exemplo B.3.
A sucessio z, = Ll el , converge para & = | + i. Com efeito,
n
M_{Hf}i:LlA_,g_
n i H
Exemplo B.4.

Atendendo & representagiio trigonométrica dos nimeros complexos, a sucesso 7, =(1+ c']” i 210, € dada por:
T Al af  nm nm
Iy = |¥Z|cos—+isen— || = (42| |cos— +iscn .
" [”F[ 4 4 H (2) [ 4 4 ]
Observe-se que, apesar das sucessdes reais de termo geral x, = :::-:asfdE ey, = scn% ndo terem limite, se tem

2, = (14 i)' — o (uma vez que |z,|= [J;_T]" 5 toa),

Geometricamente, os afixos dos termos da sucesslo situam-se sobre uma espiral.
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# ki

I e i /’11

I . ,/ |
_+_ el & .
F | /"d ZU x

\ #

] /r"

%

v

Teorema B.1.
E condigdo necesséria e suficiente para que lim z,, = z, ze €, que

lim [Rc(zn }]: Re(z) e lim[Im[zn]}= Im(z).

Demonstragdo:

Comece-se por verificar que a condigfo € suficiente:

Sejam z, = x,, +iy, e z=a+ib. Suponha-se que x, — a, o que significaque x, —a—0
€ v, = b, oque significaque y,-b—0,

Como

len— 4= y(n— @) + (- b

resulta que |z, — 2/ — 0.

Verifique-se agora que a condi¢io é necessdria.
Sabendo que

|,t',1 - a|= J(x" - a]z < J[.rn — a]2 + [y" - b]z = |zn - zl.

w = B= JOn =) € (5= @+ (u - ) = Jew— 4

e atendendo a que |z, — z| — 0, conclui-se que |x, — 4| =0 e |y, — b| — 0. Consequentemente,

%, —a ey, — b, como se pretendia.
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O teorema B.l. permite demonstrar facilmente em @ alguns dos resultados jd conhecidos

para as sucessdes de nimeros reais, nomeadamente as propriedades operatorias dos limites das

sucessoes (ver Apéndice 2).

Exemplo B.5.
Estudem-se quanto & convergéneia as seguinies sucessdes:
a) z = 2n— i
o n+ 3
Tem-se:
Zn—i 2n—1i n- 3 n® - 3+ i(=6n— n) 2n°=-3 =T T
- -= -+ - = 5 = ] +i—y = Xt ¥,
n+ 3 n+ 3 n- 3 n"+ 9 e+ 9 n+ 9
Como
2nt - Tn
X, = -2 & vy, -0,
" n+ 9 Y n+ 9

L 524 i0= 2,istoé, lim z, = 2.
n+ 3i

conclui-se que z, =

b) 7, = —on 1)

"2_

L= 22" ] + i(-1)" ¢ divergente, porque a sucessio das partes imagindrias y, = (~1)" € divergente.
n—

t-n-.u.-n £ e

. Teorema B.2.

Seja (zn) uma sucessdo tal que arg z, =6, |z,|=p, . Se 8, =6 e p, — p, entdo a suces-

$80 (zn) ¢ convergente ¢ o seu limite é z = p(cos@ + isen@).

Demonstragdo:
Como as fungbes reais seno ¢ co-seno sio continuas e 8, — 0, tem-se

senB, —senf e cosB, — cosl.



22 NUMEROS COMPLEXOS

Como 2, =pﬂ{msﬂn +isenB, )=x, +iy,, em que x,=p,cosf, > pcosh e

Yp = ppsend, — psenf conclui-se, pelo teorema B.1, que

lim z, = pcos@ +ipsend = p(cosh +isend).

— Definigdo B.5.

Uma sucessao (z,) de nimeros complexos diz-se uma sucessiao de Cauchy se

v6>0,3 peN:mne N,m>nzp=|z,-2,| <6

Teorema B.3.
Seja (z,,) uma sucessio de nimeros complexos. Se z,, = x, + iy, asucessdo (z,) € de Cauchy
se e 80 se as sucessoes (x,) e (y,) de nimeros reais sdo sucessoes de Cauchy.

Demonstragao:

Suponha-se que (z,,) ¢ uma sucessio de Cauchy.
Tem-se

e = X G = %) + O = ¥ ) = = 2m

1

e analogamente
Y = Y| < [2n = 2| -
Como (zn) € uma sucessio de Cauchy,

V86>0,3 peN:mne N,m n2p= |z, —z,| <8



Sucessdes de nUmeros complexos 23

Entio, também se tem, a partir da mesma ordem p
[t —xml<é e |y, —yml{6
e assim as sucessoes (x,,) e (y,,) sio de Cauchy.

Reciprocamente, se (x,) e (y,) sao sucessoes de Cauchy, para todo o nimero real positivo d
existe uma ordem p tal que, para m, n = p se tem

o= tnl < e D=yl <
n m ﬁ n mn ﬂ

Entio também se tem, a partir da mesma ordem p,

[52 52
|:’-'n -—zm|=,j(x,, -xm)z +(3;n _-"m}z < ?+?=5+

e a sucessdo (z,,) € uma sucessao de Cauchy. |

Demonstra-se facilmente a extensio do principio de Cauchy-Bolzano as sucessbes complexas:

Teorema B.4.
Uma sucessdo de nimeros complexos é convergente se e s6 se € uma sucessdo de Cauchy.

Demonstragdo:
Seja (z,,) uma sucessio de niimeros complexos, z, = x,, + iy, . O tcorema B.1., o Principio '
de Cauchy-Bolzano para sucessdes de nimeros reais, e o teorema B.3., justificam as seguintes

equivaléncias:
(2, ) convergente <> (x,) e (v,) convergentes
& (x,) e (y,) de Cauchy &

¢ (z,) de Cauchy. J
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C. Séries de niimeros complexos

— Definigio C.1. e

Seja zg, 21,22, .5 Zy, ... uma sucessdo em €. Chama-se série de mimeros complexos a ex-

E

pressdo zg + 2y + 2o +...+2, +..., representada abreviadamente por Zzn (ou z Z, quando nao
n=0

resultar qualquer ambiguidade pela ndo indicagio de indices no somatorio).

Os ndmeros complexos zy, 2y, 22, Z3, ... chamam-se termos da série, e z, [n elNg)é o
termo geral da série.

Chama-se soma parcial de ordem n, e representa-se por S, , a soma dos termos da série até
ao termo de ordem n.

Observagao:
As somas parciais constituem uma sucessiio (§,) de nimeros complexos, caracterizada por 5, = z,

e 5,!_,_1—.5" =Znel s VHENU,

I DEﬁﬂ-iFa"ﬂ Chz‘ F—
A série Zz,, diz-se convergente se a sucessiio (5,) das suas somas parciais € convergente.
Ao limite § da sucessdo das somas parciais chama-se soma da série, e escreve-se § = E Iy -

Uma série ndo convergente diz-se divergente.

Exemplo C.1.
o 2 . =2 .
Considere-se a sucessio g ¢ o respectiva série 237 cuja natureza se pretende analisar.
n=1

A sucessiio das somas parciais (5,) €

5.2

3

21 2 1 1
S,= st oof 1y
2342 [3 2]
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1 1
5 —2:‘[]+ +... 1)—2:‘ 3y {ver Apéndice 3)
n = STy e -1 ‘ -
3 3 3u |-l
Entio
1 1
——
lim 5, =1lim 2if 23— |=iee,
]__
3
© 2 < 2i
endo concluir-se que a série — éconvergente e asuasomad § = . lem-se assim, i= ¥ —.
q 7 g n
n=I n=|
Exemplo C.2.

Analise-se a natureza da série

+oo
i a ] - - 1 .
Z{—I] i=—f+i=-i+i—i+...
n=I
(0 termo geral da sucessio das somas parciais é

{ 0 se n épar
8, = , .
—i se  n & impar.

ey
Nio existe limite de §,, pelo que a série Z(-IJ" € divergente.

n=l

Os leoremas que se seguem estabelecem condi¢des que garantem a convergéncia ou a diver-

géncia de uma série de nimeros complexos:

S GG R S G E e R e @ S S

Teorema C.1.

A série 3.2, com z, = X, + iy, € convergente ¢ tem soma S se ¢ s6 se as séries de nime-

ros reais Zx” e Z ¥, sdo convergentes, com as somas Re(S) ¢ Im(S) respectivamente.

Demonstracio:
Tem-se

Sp=z0+ 2+ 2+t 7y =(xg+ivg )+ (¥ + iv)+ (xa+ iy )+ oot (x4 iyy)=

= (xg+x+ X+t X )+ Mg+ T2+t ¥, )= X+ iY,
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Pelo teorema B.1., lim §,, = § € @, se e 56 se lim X, = Re(S) e lim ¥, = Im(S).

Como Z x, =limX, e E.‘Fn =limY, o resultado pretendido € imediato.

Exemplo C.3.

Fe=sy .
A natureza da série 2-32-:7 iver exemplo C.1.) pode ser analisada i luz do teorema C.1. Com efeito,
n=l

s
A série Ex,, ¢é a série nula, logo € convergente e lem soma X = 0.
n=I|

+on ey
. 2 . . I
A série Zv" = Z‘T € uma série geométrica real de razio r = 3 logo € convergente e tem soma

2
3

Y= 1 = 1 ({ver Apéndice 3).

I S —
3
A série complexa dada €, entio, convergente ¢ a sua soma é.5 =0+ 17 = i, como se tinha concluido anteriormente.

Exemplo C.4.

oo
Par aplicagio do teorema C. 1., também € possivel concluir a divergéneia das séries Z[—l}"i (verexemplo C.2.)

=1

oo
e Z!u‘.

n=|

e e fou
Para a primeira série, tem-se x, = Re(z,)=0 ¢ y, =Imiz,)=1(-1)". Entio, EA‘,, =0 e Ey,, = E{—l)“,
n=] a=1 n=l
que ¢ uma scéric real divergente (ver Apéndice 3). O teorema C. 1., garante entiio a divergéncia da série.
+oo el 4o
Igualmente, a séric Zrir' ¢ divergente, uma vez que ZIm('.-:"} = EH € divergente.

n=] =l n=|
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=

e

Teorema C.2. (Condigio necessdria de convergéncia)

Se a série z::n é convergente, entdo lim z,, = 0.

Demonstragdo:

Sendo a série 2 Z, convergente com soma S e tendo em conta que z, = 5, — §,,_), tlem-se
lim z, = lim (S, - S,,_1) =S -8 =0. ‘ i

Exemplo C.5.

o0 Jou
A divergéncia das séries E (-1)"i e Z ni dos exemplos anteriores, pode facilmente concluir-se pelo teorema
=l n=|

* a . . . P . 2
anterior se atendermos a que, em ambos os casos, lim z,, # () (com efeito, néio existe lim (~1)"ie lim ni == ).

—— Defini¢iio C.3. ==

Asérie ¥z, diz-se absolutamente convergente se Y |z,,| se é uma série convergente em Ry .

| Teorema C.3.

Se E Z, €uma série absolutamente convergente, entdo 2 z, € uma série convergente.

Demonstragdo:

Sejam (T,) e (5,) as sucessdes das somas parciais de E|EHJ e 2 Z, , respectivamente.

Como Z|z,,! € uma série convergente, existe lim 7, = T, e (T,) € uma sucessdo de

Cauchy (teorema B.4.). Entiio, dado £ > 0, existe um p € IN tal que

T = Tl =[|zns1| #|2as2| + -+ |2 <€ para m, n=p.

Ora,

[Sm = Sal = [2n1 + 2ns2+o-Fm| < lepar| +2as2lt Hzm| (desigualdade riangular)

= |!zn+l| + |er+1|+"'|zm1| <E.
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Assim, para £ > 0, existe p € IN tal que ‘S,,, —S,,I{E para m, n Z p, ou seja, (S,,) € uma
sucessdo de Cauchy em €. Entdo, pelo teorema B.4., (§,) é uma sucessdo convergente, e

assim a série Y, z, € convergente.
n= |

Exemplo C.6.

o J! - Heo
Dada a série E T tem-se que E ~{ = ZLZ & uma série convergente (ver Apéndice 3). Entdo, a série
a=1N =1 a=1"

L |

5 ¢ absolutamente convergente.
n=|

No exemplo seguinte, ilustra-se o facto de a condigio reciproca do teorema C.3. nio ser
verdadeira.

Exemple C.7.

Seja E{—l}" . ;

=]

V2
E— & uma série divergente (ver Apéndice 3). A série dada

n=l

A série dos médulos E

n=l

I+ i
-Vt — =
(1=

nio €, pois, absolutamente convergente. Contudo, trata-se de uma série convergente. Com efeito,

Syt g{(—rr (—:r}

=1 a=l

:!

Como

n=l

sio convergentes (ver Apéndice 3 - Critério de Leibniz), a série dada é convergente, de acordo com
o teorema C. 1.
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E

1.

3.

- Exercicios resolvidos

Calcule os ndmeros reais x e y tais que
3x+2iy+ix=5y=-T7+5i.

Resolugdo:
Se (3x—5y)+i(2y+x)=-7+5i, tem-se, pela igualdade de mimeros complexos,

Ix-5y=-7 Ix=5y=-7 o y=2
x+2y=35 =3x—-6y=-15 r=1.

Oz niimeros reais que satisfazem a igualdade sfiox=1le y=12.
Determine dois nimeros complexos cuja soma seja 4 e cujo produto seja 8.

Resolucdo:
Pretende-se encontrar a, b & €, tais que

a+bh=4 b=4-a
= 2
ab =38 4a-a =8,
Resolvendo a equagio 4a - a® = 8 obtém-se os seguintes valores para a:
a=2% J4-8=2+2i.

Consequentemente, b=4—-(2+2)=2%2i .

Os niimeros que satisfazem as condigdes pedidas sio 2+ 2ie 2 - 20

Resolva a equagdo 2 +2 =162 =16 =0,

Resolugao:
Comece-se por factorizar o polindémio 2zt -1677 -6

2"+ =162 =16 ='z‘*(r_3 + 1)—16(:3 +1}={f’ +1)(z* - 16).
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4.

Tendo em conta a lei do anulamento do produto,

*-16=0 9(32-4}[22+4]=0ﬁ{z—2](z +20z-2i)z+2i)=0ez=42 v z=142i

1 3
z3+1={]={z+l)(z2rz+1}=ﬂﬁz+1:Uvz2-z+l=ﬂﬁz=-lv z= Ei %i’,
143,
As solugtes da equagdo sfio, pois, z = +2, 1 = £2i, 1= -1, ==t

Calcule:

(3+4i)(2+1)

Vla+20(3-40)

Resolugio:
a) Tendo em conta que |a+ib|= |a+i‘£-7| {ver teorema A.2.(v)) e que se z e w sdo tais que Rez=*Imwe

Imz=2%Rew, entiio |z]=|w| entio

|3+ 42+ D)|_ B+ 42+ _,
[(1+ 2003 4i)| 1+ 23— 4
b) | z+ i|= |2+ i|= 2+ _
[t—iz| ™ Jiz=1 e+
Verifique que:
— 2
) T+3i=z-3i b) (2+i) =3-4i ¢) I(ZZ+5](-J§—;’H=J§|23+5|,
Resolugdo:

a) T+3i= 1+3i= z1-3i.

b) (2+i) =d—-1+4i=3-4i.
o |2z + 52 i) | =z + 5} V2 - =[Gz 2 FT =z + 33 .
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6. Prove que se z ¢ € é tal que |z| = 2, entiio

- 477+ 3

Resolucdo:
Como z* - 427+ 3= {22 - lxzz - 3) ¢lz=2, tem-se

|
I .__ig ;¢|[z?-1]{32—3]|2 3ol - |- 32 3.

](:2 - le:1 - 3)
Atendendo ao teorema A.3. (i) (iv), e tendo em conta que |z|= 2, tem-se |:z2 - l_‘ |:,2 - 3|2 6= 14— 3= 3.

7. Dados z,, z, # 0 em C, prove que Re (52;) =|z|-|z| se e s6 se arg(z,) - arg(z;) = 2k comk
€ Z.

Resolugdo:

Fazendo arg ()= 0,, arg (:2) =67 vem

Re(zZ)=Re {[z.l (cos@) +isenB, )|z [cos (=8, )+ isen (-0,)] }=
=Re {|:|| ~|z;j [cos (6, -6;)+ isen (8, -0,)] }:
= 'Z||'|22IGOS {:19| - 33].

Entio Re (52:)=| 2| 2| se ¢ 56 s¢ cos (6 —6;) =10 — 0, = 2kn comke Z

8. Mostre que para qualquer nimero complexo z se tem |2] <[Rez] +|Imz| < V2|4 .

Dé exemplos de nimeros complexos para os quais se verifique cada uma das igualdades

(2l =|Rez|+[Imz| ; [Req +[Imz = V2[d)).

Resolugdo:

Tem-se |z =|x+iy|< |x|+ i =|a| |y = |Rez| +|Im ] .

Os ndmeros reais e os imagindrios puros siio exemplos de nimeros complexos z que verificam a igualdade
|zl =[Re 2| +[lmz].
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Tendo em conta que x* + y* =2 x| o] =( || —|_}~|}2 2 0, resulta que 2|x|[3] £ x* +)* e consequentemente
( 14+ l}i]?' =x2 40+ 2 s Yty =2(.1f2 + 3-2}.

o que implica |Rez|+ [Imz= [« + |)‘!‘_:-U|2[J:z +y? =J§|z!.

O niimero z = 1 + i verifica a igualdade [Rez+ [Imz = 2|7]-

9. Prove que, para quaisquer z ¢ w em @,

= zw? ~ 2= wf = (1| ) (1 w?).

Resolugao:

=z, W=I-Wegzm= |z|2, Yz, we L, e assim

ra|

Pelo teorema A2, sabe-se que z+ w= I+ w.

= 2w = o= w” = (1=2w)1-2w)- (2~ w)z - w) = (1~ 2w){1 - ZW )~ (- w)(Z - W)=
(1-zw)1-2w)—(z-w)Z-W)= 1- tw—Tw+ Zww — (22— 2w —wI+ww)=

1+ 2w — 22— wiw = (1- i) - Z(1 - wiw) = (1 - ww )1 - 2) = (1= |nf*) (1= 7).

bl

<,

—-IwW

10. Sejam z e w em C tais que |z/ <1 e |w|< 1. Mostre que

Resolugdo:

‘1‘:' _w‘«: le|z— wi< I- fwje|z— wi- I- Iw|< 0.
- Iw

Pelo exercicio 9 tem-se |l— 7w = |z— w|* = [l— |z|2]{l— |w|2} , logo

=]+ o=l

(1) (1-T)

|1 =2w|+|z=w] °

f1- 2wl |zl = e lo-wl-ll-2ui=

Como [2< 1 e |w]< 1, tem-se (1— |z|2}> Oe (1— lw|2}> 0 ¢ consequentemente |z — wi— |L— Zwj< 0.
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11. Mostre que para qualquer nimero complexo z # (), se tem Re[l) > (0 seesose Rez>0.

z

Resolugdo:
Sez=x+ iy tem-se

Rc{ ]_]=Re[ xz tyz]z :,x 7>0e& x>0 Rez>0.
X+ iy X+ y X+

12. Escreva na forma trigonométrica os seguintes nimeros complexos:

1-i 1 1)?
—= COs—— [sen—
3 1 3 b) | cos3 2
Resolugdo:
1 1 -
a)Sendoz=1—i tem-se |z]=[1l-i=+2 ¢ O=arez &al que senf =——— ¢ cosf = —— . Entiio pode tomar-
i
-5€ H=T e, na forma polar, obtém-se
‘/—( Tn . TEJ
z=a2| cOs—+ 1 sen—
4 4 )
. . e 1 T
Seja w= 1+ +/3i, tem-se |w|= 2, e y=arg w é tal que senu = TR e cosi= 3 , por exemplo p= 3

Entio, 1+ 43i=2 [cas%+ isen%] .

Finalmente, |i|:£ € arg (i]:a:gz—argw:T—E-E:E.Assim,
W 2 W 4 3 12

1-i N2 17 . 7
" ﬁ!' = T[CDSEE + iSEﬂTiE] .

2= cosl L |- isenf L | = cos| —L |+ icenl — L 1
b) O complexo ¢—cos[2] mcn(zJ—cos[ 2]+m:n[ 2} tem médulo 1 e argumento (—E]

Pela férmula de De Maivre,
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2= [m{%) - igcr{%]]z = [[:DS( —-;—] + is:n[-—%]]z = (cos(~1) + isen(~1)).
13. Calcule [3( c:-:ur;%rr +isen %I]][A[ cos ig + isen ?ﬂ

Resolugio:
27 2 an | Am w = 1 3 .
[S[r:os?ﬁsr:n?] 4[cos?+:sen—g-]]zlz[ms?hscn‘?]:lz{—zﬂ? =-6+61.E|.

14. Prove que:

a) (~1+i) =-8(1+i) b) (1+3i] m—-z““[—nﬁf)

Resolugdo:
o1 e o2 ) )
= gﬁ[_% ~ aﬁ] =~8(L+i).

2

b) (1 + ﬁf}' o

= 10
2 [ms£ + isen E] =2 '“(ms 107 + isen ION]
3 3 3 3
210 [cos[-— E]+ iscn[— 4—”]] =27 m(msz—ﬂ-  isen -:m-] =
3 3 3 3

2 10 [- 1, E;‘]z 2 ”(- 1+ V3i).

2 2

15. Resolva as equagdes seguintes:

a) 2-2=0 b)t+i=1
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Resolugdo:
Atendendo ao teorema A4

a) 7% =2 =2(cos0 +isen) .

Ij =§J"2_[cusu+52kﬁ+isenﬂ+szkw) L k=10,.., 4

% =5.,f'2 1cosuTn i-iseni';i) LEk=0,..., 4

As raizes dispdem-se segundo os vértices dum pentigono regular inserito na circunferéncia de centro na origem

e raio Y2 em que um dos vértices é z5 = Y2 .

b) £ =1—i:ﬁ[ws%+f5m%}

?—E+ 2kn E-:l--f-+ 2k

q:% cos—4 4—+:’scni4- yhk=0,..,3

As raizes dispoem-se segundo os vértices de um quadrado inscrito na circunfréncia de centro na origem e raio

7
%‘E , sendo um deles o ponto z5 =32 cusl—:+r's=n':—:] .

16. Verifique que (z”)= ()", ¥ne Ny, Vze C.

Resolugdo:
Se |d= p e argz= @, tem-se (atendendo & férmula de De Moivre),

[z”] = p"(cosnB +isennf) = p" (cosnB - isenn@) = p" [{cnccn (~8)+isenn [—9)]] =

p" (cos(-8) +isen(-0))" = [p(cos[—e) +isen (—H)]] " < [plcos —isend)]" = (z)".

17. Prove que sen(36)=3sen6 — 4sen’d e cos(36)= 4 cos’ 8 —3cosh .

Resolugdo:
Sabe-se que (cos@+ isenf)” = cosnB + isenn®, n € M (consequéncia imediata da férmula de De Moivre). Entéio
(cos@+ isend) = cos30+ isen36 .
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Mas, pela férmula do bindmio de Newton,

(cosf + isend)’ = cos’ @+ 3cos’ @ (isenB)+ Icosd (isen@) + (isend)’ =

= (.;055 f- 3m58$en19} + 1‘(3 cos’ @ senfl —sen” @ },

Entio cos’ 6 —3cosf sen’@ = cos36 ¢ 3cos’ Hsend —sen’ @ = sen3@ .
Atendendo a que sen’f+ cosc@=1 , obtém-se

c05(36) = cos™ 6 — 3cos6 (1 - cos” 8) = cos’ 6 - 3cos @+ 3cos’ 6 = dcos’ B 3cosO

sen(30) = 3(] - sen:"ﬂ) senf — sen’0 = 3sen - 3sen’@ — sen’ = 3senf — 4sen’ .

18. a) Verifique que i** =0 =1, ¥ 1=l =j ¥ 222 #M3_3__ ke Z

b) Tendo em conta a alinea anterior, caleule i" | para cada valor inteiro de n.

Resolugao:

dk
p T, = 4k , 4k ,
a) (¥ = [cus — +isen —J = cos[-——) + isen[—] = cos (2k) + isen (2km)= 1.
2 2 2 2
R B

l—4i+ 2= rl-i'l' 1 i= i-i=-1.

PR32 o

b) Sendo n um nimero inteiro e efectuando a sua divisio por 4, tem-se
3k jeZ n=4k+j com 0= =<3,

Entiio, pela alinea a) i" = ¥*/ =i/ efl, i, -1, ik

19. a) Sejam k € Nye z um nimero complexo qualquer. Mostre que existem niimeros naturais
Cor Cps o € RIS QUecg=lecy =ke (1+2)'= o+ ez+..+ gz*, ¥2€ € (férmula do

Binomino de Newton em C).
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L

2 .

b) Mostre que se k & miltiplo de 4 entio Y, (~1)'c;41 =0
J=0

Resolugdo:

a) A prova ¢ feita utilizando o principio de indugio:

Como (l+z}ﬂ =1 tem-se ¢y = 1 pelo que, para k = 0, a igualdade é verdadeira.
Supondo que (l+ z)“' =¢pt+ Iit..t azf com ep=l, ¢;=k e ¢ €N mostre-se que

(14 2" Y= dp+ dyz+.+ dy* + dy 2 comdy= 1edy= k+ 1 ¢ dy eN. Tem-se

1
(1+2)* 1= {cg+.:-,z+...+qz*}(l +2)=cotezt.. tert togrrad +oradt =

= Oy +l:q +q_~,] z+[:r3 -H.'|:|z2 +...-I-[:ck + 0 |}z‘r +qzk+ I.

Basta entio tomar

dy = ¢

di= o+ 6
dﬁ'. = fﬂ‘l‘ 'Ck_l
dk-l-l = Cp.

Tendo-se entio dy = ¢y = led,= k+ | e d; € N, como se pretendia.
b) Faga-se na alinea a) z = i ¢ k = dp com p € IN. Obtém-se
{l'l' I‘)"p =y i € I"-Cz =3 i+ .. +l’."p_3 JAP_3 + C4F_2 ‘:"'P—Q +':4p—l !-4p—l +E'4P jdp .
Atendendo ao exercicio 18 tem-se que:

i#P=1, P ang, #P Py, 7o

{1+i‘}dp = {'n‘I'Cli:—E'z —C3f+..."C4F-3 l'r-i:‘qp__z 'l‘{."'p,_[ I'-+C4P .

Entio

Im(1+i)* =Im [(ﬁ]dp[:cus (pm)+isen (pn]]] =0=0 =3+ €5 = =Cqp3 + Cqpoy-
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20. Mostre que:
l_ zn"‘ 1
a) 1+ z+.+ "= ———sez# L
1-z
b) Verifique que, se w # 1 é uma n-ésima raiz da unidade, entdo 14w+ ...+ w'"~ I-o.
Resolugdo:

21.

a)SejaS=1+z+ .. +7" Tem-se S =2+ 2 + .. + 2"+ ™!, logo
§5-z5=1-""'a501-2)=1-""".

+1
Comoz# lresultaque S=1+z+..+ "= ! : Z .
-z

Por analogia com IR, chama-se progressio geométrica de razio r # 0 i sucessio de termo geral o, caracterizada
poru,, =ru, (ne Ny.

b) Pela alinca a) e sendow 2 1, 1+ w+ ...+ wl= : .
- W

Como w é uma n-ésima raiz da unidade, tem-se w" = 1 e consequentemente 14w+ ... +w""' =0.

Represente graficamente os seguintes subconjuntos de © e verifique que sdo conjuntos fecha-
dos. Indique se sdo ou ndo limitados e se s3o ou niio conexos.

a) Q={z€ C: zZ =16}. b) Q={z€ C: z+ z=4}.
¢) Q={ze C: 7=z+6i}. d) 2={z€ C: |Rez/+|Imz=1}.
Resolugdo:

a) ;7= 16 |d’ = 16 == 4. (ver teorema A.2)
Entio £2 = {: eEC :|z| = 4}= C (0, 4) {circunferéncia de centro na origem e raio 4).

Yo

e
>

O conjunte £2 ¢ compacto (limitado e fechado) e conexo.
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b)z+ = 4= 2Rez= 4= Rez= 2.
2= {ze € Rez= 2}= {z= x+ iy: x= 2}. Trata-se de uma recta paralela ao eixo imagindrio.

W

O conjunto € fechado e conexo, mas ndo & um conjunto limitado.

OI=z+ biesi-z= 6ice-2ilmz= Gieslnz= - 3.

2= {z€ € Imz=-3}={z=x+ iy: y=- 3} . Trata-se de uma recta paralela ao eixo real.

oy

-

Tal como na alinea b), o conjunto € fechado, nio limitado ¢ conexo.

@) Q= {z€ € [Regl+ Imzl=1}= {z= x+ ix: [d+]|= 1}={ 2= x+ix: p{=1-|df} =
= [z= x+ iy [y=1-|s} se y2 O]v [y=—(1-|]) seyc:(.‘l“ :

I

¥

AN
0 / Ju

O conjunto € o quadrado de vértices zp=-1, 27 = — i, z3=1 ¢ z3=i.E pois um conjunto compacto

{fechado e limitado) e conexo.
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22. Descreva a fronteira dos seguintes subconjuntos de C e diga se siio abertos ou fechados.
a) A={zeC: |z-4|2[}.

Fi

b) B= {ze €\ {0} Re[l)s %}

o C= {zE €: Re(z2)> 0}.

d) D= {z,, € C: z, _C DAGR) U l], n=1, 2,...}.

n

Resolugdo:
a) A condigio |z - 4| = |z| equivale a d(z, 4)= d(z, 0)e representa o lugar geométrico dos pontos do plano
igualmente distantes de z= 4 ede z= 0, isto & a mediatriz do segmento de recta que une estes dois pontos.

Assim, o conjunto dado é o semiplano correspondente:

A fronteira deste conjunto éarectax=2: fra={ z=x+iy: x=2}. Dadoque frAc A, A é fechado.

1 1 1 1 X B ¥ 1
b) Re—< —=Re S— = - < e
z 2 [-“"i}‘] 2 ‘ 24yt o yzj 2

x 1 2, 2 2 2
o5 -ty helx-10)+yz L
.Iz-l-y 2 * ¥ * (x ] ¥

Tem-se frB= {z= x+ iy (x- l]2+ ¥y = l}c B, logo B é fechado.
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€) Re{zz):- Gake[{x +£;.r)2]:-0=bx"— P> 0 (x=y)x+y)> 0

S(y>ray<—x)v (y<xay> - x).
Tem-se firl = {z: T+ dyiv= xv y:—x} < CA\C, logo o conjunto C € aberto.

¥ A

d) D é o conjunto de termos da sucessio (z,).

Analise-se a sucessiio quanto i existéncia de limite:

- Se n € par, Zn=—(l+f£n-]}"’ﬂ+f}-

= —(144).

—Senéimpﬁ.r.z,.E-w
H

(1+ 1)

Entiio, frD= {z"E C:z, = (- 1)"%“} u {l+ i, — 1- i}, concluindo-se que o conjunto D nio

& aberto nem fechado.
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23. Represente geometricamente os seguintes subconjuntos de € e indique quais sio dominios
do plano complexo.

a) A1={zE T |z—£|=|z+:‘|}.

b) Ag={ze T Iz—i|<|z+:i}.

c) A ={z€ C: z=|ge’® lﬁiﬂfirz}.
3 "4 70T,

d) Ay={zeC:Rez<1lelm(z—1)=0}.

e) A5={ze C: Im[(z—;ﬂ}s u}.

f) A5={ZE<I.'.: |z|2>z+f}.

Resolugio:
a) A ={z€ C: |z-i|= [z+if} ={z € €: d(z.i)= d(z.- i)} ={z=x+ iy y=0}.

Geometricamente A € a mediatriz do segmento que une os pontos [ e —i, isto &, o eixo real.

y A

O conjunto A, é fechado, logo ndo pode ser aberto (porque @ # A; < © ). Niio €, pois, um dominio,

b) Ay ={z€ Clz— f<|z+ i} ={z€ @ d(zi)<d(z- i)} ={z= x+ iy y >0}. Comparar com 0 conjunto A

Todos os pontos de A, sdo pontos interiores, pelo que A, ¢ aberto. Como A, € um conjunto conexo, &

um dominio de €.
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£

€) Ay = {zE C:z= |deie, %xs 6= %x}.

Como () £ |z|< 4o , Ay € 0 conjunto dos nimeros complexos com argumento entre %n‘ e %n .

1 . -
Os pontos das semi-rectas de argumento i %x séio 05 pontos fronteiros de A, e pertencem a Aj; entio Ay

nio € um conjunto aberto, logo nio € um dominio.

1

d)Ay= {ze C Rez<le Im(z- 1) 20} ={z=x+imx<la yz0}.
O conjunto Ay € aberto, pois ndo contém nenhum ponto fronteiro. Porém, A4 ndo € conexo, pois admite uma
parti¢iio em dois subconjuntos abertos A e B

A= {z=x+ iy x< 1a y:»{]} e B= {z= x+ fmx< la y{(]}.

Assim Ay ndo & um dominio.

= W
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¢ A= {zE C: lm[(z;—‘_ﬂ}s 0}= {z= X+ iy hn[f*'i{%—]'-}-]sﬂ}z

= {z= x+ i Irn|:r %H y-;. ']sn}: {z: x+ iy - %SO}={1= X+ Iy:xz{l},

O conjunto A5 é fechado, pois contém a sua fronteira (a recta x = 0) ; ndo €, pois, um dominio,

] &={ZE Clf> 2 E}=[zE C: |z|2:>2Rez]=

={z= x+ iy aleyis 21}:[2: x+ iy (x- 1P+ %> 1]

O conjunto Ag € um conjunto aberto, pois ndo contém nenhum ponto da sua fronteira, que ¢ a circunferéncia
(x=- l:r2 +y2= 1; é também um conjunto conexo, pelo que ¢ um dominio.
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24, Classifique quanto 4 natureza (convergente ou divergente) as seguintes sucessoes de nimeros

complexos:
1 n+i(n+1)
a) 7, =(-1)" +i—. €) z,=———.
)z = (1) n ) o 2n+2
i 2" on
b) zu-u+;, f)z"—m+:2—n.
¢) z, LS g) 2, =¥n +ing",(q <1).
n n+ 1
d) z, =i". h) z, = Ya+ isenl, (a> 0).
n
Resolugdo:

a) Como Re(z,)= (- 1)" ¢é uma sucessio divergente, a sucessio () € divergente. (Apesar de
lim Im(z, )= lim 1o0)
"
1
b} Como lim Re{;,,]: lim n =+ oo, a sucessdo [z,,] € divergente. Note-se que |z,,]= n? +— = +w=,logo
n-

z, = o= (ver definicio B.4.).

¢) Sendo lim Re(z,,}: lim L. 0 e lim Im(z,,}= lim 1= 1, a sucessio {z,,) ¢ convergente
n n+

e lim z, = lim Re(z, )+ ilim Im{z,)= 0+ i=i.

d) Atendendo a que a sucessdo z, = " tem por subsucessBes 2y = 1, Zgp = 0, Zgpe 2= = 1L Zgpe 3=

com k €N, cujos limites sdo todos distintos, conclui-se que a sucessio {z,,) é divergente , pois existem

subsucessoes com limites diferentes.

n+ 1 _ l
2n+ 2 2

e) Porque lim Re (z, )= lim h’: 5 =;— e lim Im(z,)= lim

v & SUcessio (;_,,} & convergente
1

. 1 .
elimgzg,= =4+ —j.
2 2

n
A série numérica real — & convergente como se e verificar aplicando o critério da razao. Entio,
| rg
n:
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2" o - . i
a sucessio Rel:z,,}= - tem limite zero, Utilizando argumento anilogo, verifica-se que
mn!

4

lim ]m{z"]= Iimz—"= 0.

A sucessdo (z,,} converge entio para (.

g) Tem-se que lim Re(z, )= lim §fn = 1 (ver Apéndice 2) .
Como a série numérica real Y, ng" & absolutamente convergente para |g| < 1 (critério da raiz ou da razdo),
entio lim Im(z,)= lim ng"= 0.

Conclui-se assim que a sucessiio (z,) converge para 1.

h) Neste caso, lim Re(z,)= lim 4a = 1, lim Im(z,)= lim sen L. eno= 0.
n

Entiio lim z, = 1 e asucessio (z,) é convergente.

25. Determine os valores de ze € para os quais existem os seguintes limites:

n mn
a) Eimi-u. b) lim (E) . ¢) lim z".
n J‘I! n n ]
Resolugio:

Sejap=lzl e 6=arg z Entio, z" = p" (cos (n6)+ isen (n#)) , para qualquern e IN .

] R

2

n!

n!

. L
a) Como == p—l [cus. (n@)+ isen (Jrﬂ)] e atendendo a w, =0 < [w“j — 0 estude-se a sucessiio
n!l  n!

L
—Se p =0, é imediato que lim == 0.
.

]
Se p = 0, considere-se a série real de termos positivos E% . O critério da raziio garante que, para

R

qualquer p > 0, a série Zil ¢ convergente, logo lim p_' =0, Vp> 0.
f: n nl

-
; existe e € igual a zero, para qualquer z € €

i

Conclui-se assim que lim
non
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Y "
b) Tem-se (:) =z P—"[cos (n@)+ isen (nd)].
n n

"
mn

n
A série Eiﬂ para 2 = () é convergente (pelo critério da raiz). Entio lim( P ] =10 para qualquer p = 0.
" n
n
Logo, lim [E] =0 para qualguer z & &
n

¢) Tem-se 2" = p" [cos (n0) + isen (n6)].
—Sep<l, limp"=0.logo m 2" = 0,

—Sez=1, lim "= lim1"= 1.
—Sep=1lez=#Il,tem-se Re(z") = cos(n@) e Im(7") = sen(nf), & 2 2km, k e E. Como estas sucessdes nio tém
limite, a sucessiio (z") € divergente.

—S8ep>1, lim p" =+4e= e asucessio de termo geral w, = 7" é divergente, tendo-se lim 2" = e,

26. Mostre que, se z X, e E ¥n $d0 séries absolutamente convergentes, entio a série z (x, +iv,)

é absolutamente convergente.

Resoalugdo:

Por hipdtese, as séries zixnl . Eb‘,.,! sao convergentes. Consequentemente, as respectivas sucessies de somas
parciais 530 sucessdes de Cauchy. Fica assim assegurado que, qualquer que seja 6 > 0, existe p tal que, para

n, mz p, se lem:

()
E +|z,,|f:§ e [Ymer|+ - +|y,,|<;‘
Entdio, a partir da mesma ordem p, sempre que a1, m 2 p, também se tem:
|xm+l “;.-'r'mr1|+ +IX,|+f}Jn| 5 |xm+l|+|'1'|}"m+l|+ e Ixnl'['lfl‘l-}'n'ﬂ

6 4
< |t # o | ] + - +|y,,|v:E|—=5

o que prova a convergéncia da série Z]xﬂ + r'yn|
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27. Estude quanto a convergéncia simples e absoluta as seguintes séries de niimeros complexos:

a) f[ il ) b) Eﬁ(_!)n'

o=l (n—1)!
c) EI-H. d) ’i“ [Losn-—+:sem:£].
n=0 2" n=0 2 2

Resolugdo:

+
a) A série Z [(:: - II] r] ¢ absolutamente convergente se as séries

o

Tre(a)= Tt ¢ SimGa)- $

=l w=1 =l

(n —!}"

forem absolutamente convergente, (ver exercicio 26).

oo R 1]
Aplicando o critério da razfio, conclui-se imediatamente que a série Z Re{z,,] Z, & {absolutamente)
=

n=l

j(n=1!

convergente,

a conclusdo € a mesma,

Aplicando 0 mesmo critério a série E Im(z,)= E
n=l n= l

1}!'

]
Entio a série E [( —I;J ¢ absolutamente convergente,

] | ,‘; S!" 191 ol 3 )
b) A série dos modulos de Z E E—— = 3 2 —5. Como z_z € uma série de Dirichlet convergente,
n=l 1 =l

=] 2“
}Fr
a série E ¢ absolutamentie convergente.
¢) Tem-se
E 1 f (<) = 1
Re (g, ¢ Im(z, )= ¥ —
i
.0I=i}2 =0 n=02
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Hoo +oa "
1 11 14
Como E— ¢ uma série geométrica de raziio — U— < IJ . logo absolutamente convergente, a série !
2!]' 2 2 n
n=1{} n=0
€ absolutamente convergente (ver exercicio 26).
T T _ T T
d) Como a sucessdo z, =cos (u-z-] + isen [HE} ¢ divergente, a série E[cosug + isenn ~2—] ¢ divergenle (ver
n=()

teorema C.2.)

28. Estude a natureza da série z nz" . O que pode concluir sobre lim nz" 7

Resolugdo:

—Se 2 1, lim ald" = +e= =lim n" = == ; a série ¢ divergente. (Ver teorema C.2.),
—Se |zl < 1, considere-se a série dos madulos, 2 n|z|" ; pelo eritério da razdo, verifica-se facilmente que se trata
de uma séric convergente.

Entdo, quando |z)< 1, a série E nz" & absolutamente convergente, pelo que limnz" =0 (ver teorema C.2.).

29. Sejam (z,,) ¢ (w, ) sucessdes de nimeros complexos tais que as séries ¥ [z,[* e 3 |w,[
sdo convergentes. Mostre que, para todo o inteiro p = 2, a série z (2, —w,)" € conver-

gente,

Resolugdo:

Como |.z:,.,|2 ey lw,|* sio séries convergentes, também Z[

2 2 .
+|w,,| ) & uma série convergente. Por

n
outro lado, o facto de as duas séries dadas serem convergentes garante que lim|z,| = lim|w, | = 0 e entdo, a partir de

certa ordem, ter-se-i |z,|+ |w,| <1. Consequentemente, a partir dessa mesma ordem,
2
(zal +[wal)” < (Jea + |wal) para p2 2.

on = wal” < (Jeal + wal) < (Jeal+ poal)” < 2{eaf* + ).
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de onde se conclui, pelo critério de comparagiio, que, para p =2, Z|3n - w"|"J converge, o que implica que

Z[zn - Wy }P é absolulamente convergente, sempre com p21.

30. Seja (z,) uma sucessdo de termos complexos tal que Vne IN, Re(zn};z 0 Mostre que, se

as séries Y, Z, € E z,” sfio convergentes, entdo a série z |z |2 ¢ convergente.
n= 0 nz 0 n=0
Resolugio:
Pretende-se mostrar que E |.z,.|2 = Z(xs + y,f ) & uma série convergente.
Considerem-se as sucessdes de nimeros reais (x,)= Re(z,) e (y,)= Im(z,). Sendo 32, convergente, tem-se
limz, =0, logo limx, =1limy, = 0. Entdo, a partir de certa ordem, verifica-se que 0 = xf < x,, . Logo, utilizando

o critério de comparagio, conclui-se a convergéncia de Exﬁ a partir da convergéncia de zxn . Por outro lado, se

2 2 2 .
z [2"}= E [(X.. = }'n]+ fl-tn:f,,l é convergente, E(xf - _}3] também converge. Consequentemente,
=]

2 yﬁ ¢ convergente, pois zy,;f = _Z{_Pi)= —E{[xf - y,f)—.r:f:] . Conclui-se entdo que E (x;‘: + _]P,:":) =

= E |z,||2 é convergente,
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Capitulo

FUNCOES HOLOMORFAS

A. Generalidades. Algumas funcoes elementares

- Definigdo A.1.

Chama-se fun¢iio complexa de varidvel complexa a toda a correspondéncia f definida num
subconjunto €2 de € e com valores em €, f: £2c € — &, que associa a cada ponto 7 € 2, um
e um s6 ponto w= f(z)eC.

Ao conjunto £2chama-sc dominio de f, ¢ a f(£2)={f(z) : z € £2} chama-se contradominio
de f.

Seja f:2cC—Ce .Q*={[_x,y]| E]R2:I+.I'yEﬂ}.

Definam-se wQ2*CR’ >R e v2*CR> - R por u(x,y) =Re f(x+iy) ¢
v(x,y)=Im f(x+iy): tem-se f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y) (abreviadamente, f= u + iv).
A funcio fidentifica-se assim com uma func¢io vectorial, definida em 2* e com valores em

R?. (Sempre que dai nio resultar qualquer ambiguidade, dir-se-4 que u e v estdo definidas em £2.)
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Exemplo A.1.
a) Seja [: © — € definida por f(z) = 2.

Pondo z = x + iy, tem-se f(x+iy)=(x+ iv)’ = x% - % + 22 | logo F(x+iy)=ulx,v)+iv(x,¥), com
u(xy)=x"=y" e v(xy)=2xy. Asfungdes u e v tém como dominio R

A fungdo f transforma um ponto P de coordenadas (x, y), identificado com o nimero complexo z=x + iy,
no ponto P de coordenadas (i, v) em que u= e —_vz e v=2xy.

Analise-se a imagem por meio de f da circunferéncia de centro O e raio r no plano (xJy): se o ponto P
de coordenadas (x, ) estii sobre a circunferéneia em questio, 0 ndmero complexo = x + iy associadoa Péal
que |g= r e consequentemente o ponto P’ de coordenadas (. v), idemtificado com o nimero complexo
w=u + iv, € tal que |w| = A imagem da circunferéncia de centro @ e raio r no plano (xOy) € assim a
circunferéncia de centro O ¢ raio r2 no plano (1 0" v). Observe-se que, enquanto o ponto P percorre uma vez

no sentido directo a circunferéncia de centro O e raio r, 0 ponto P' percorre duas vezes no sentido directo a

circunferéncia de centro O e raio r°.

b) Seja f: ©\ {0} — C definida pUr‘f{z}=%.

. . X , ¥ . .
Pondo z = x + iy, tem-se Xtiy)s 5——=-I——=, logo x+iv)=ulx,y)+iv[x.y), com
¥ Sflx+iy) xzi—yz x3+,\'3 f ) = ul(x.y) +iv(x.y)
¥

x
ulx,v) = m e vixy) = 3 As fungoes w e v iém dominio ]Rz'k (0,03}, logo f tem dominio ©Y O},

Se z=r(cosO+isend).r> 0, entio 7 ol [cus (-0)+isen (—9}] . Entdio, enquanto um ponto P, identifi-
cado com o nimero complexo z, percorre uma vez no sentido directo, isto €, no sentido contrério ao dos

ponteiros do relogio, a circunferéncia de equagiio [z = r, a sua imagem por fpercorre uma vez a circunferéncia

=] 5 5
de cquagio |H'| =7, mas no sentido inverso.

As fungdes reais de varidvel real sio um caso particular das fungdes complexas de varidvel

complexa, atendendo ao isomorfismo de IR com Cp={x + i0 : x € R} (ver Capitulo 1.A).

As definigoes de igualdade, soma, subtracgdo, produto, divisdo, composigido e inversdo

de fungoes complexas de varidvel complexa sfio idénticas as vulgarmente utilizadas para funcGes

reais de varidvel real.

Apresenta-se em seguida o estudo de algumas fungdes elementares.
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~ Definigio A.2. v

Chama-se funcio exponencial i funcio f: ©— @ definida por
flx+ iy)= e* [cos (y)+isen (y)]

Sendo z = x+iy, é habitual escrever-se f(x+iy)=e".

Da definicdo anterior destaca-se a identidade e” =cos y+iseny, Yy€ R, conhecida por

identidade de Euler, que permite escrever os nimeros complexos ndo nulos na forma
z =x+f'y=]z|~(cos£+isen9)=[z|—e‘ﬂ, com 0= arg z.

Tendo presente o exemplo A.4. do Capftulo 1, a circunferéncia de centro na origem e raio

a (a > (1) é o subconjunto de € caracterizado por

{z: z=ae' com EE[D,Z:E[}={z: z=ae'? com 0€[2kn,2(k+1)x [,keﬂ}.

Teorema A.1.
Sao validas em @ as seguintes propriedades da fung¢io exponencial:

(i) e*#0.

Z+

(ii) e*™™ =e.e".

(i) e° = (?_)

(iv) |ef]|=eRe2

(v) arg[ez) =Imz+2%n ke .

(vi) A fungio exponencial é periédica de periodo 2mi .

(vii) e =1¢> z=2kmi, k€ L.

Demonstracao:
(i) Como e® =e*cosy+ie'seny=0, ¢* # 0, Vx€ R, endoexiste yE IR que verifique

simultaneamente as condigdes cosy=0eseny=0 .resulta que ¢° # 0 para qualquer z € C.
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(ii) Sejam z= x+ iy e w= u+ iv;tem-se

p z+w _ e{’H“ i y+v) _ et {COS(_}" +v)+isen(y + v}] =
= ¢**[(cos ycosv —sen ysenv ) + i (sen ycosv + cos ysenv )] =

= e™"*(cosv + isenv) (cosy + iseny )= e* (cosy + isen y )e" (cosv + isenv)=

w

Xy _eu-l-r'v =e¢l.e

=e
(iii) e® =™ ¥ =e" [cos(~y)+isen (—y)|=e* cosy—ie*seny= (ez)

(iv) Como |z-w|= |g|-|w|, ¥z, we€ C, tem-se
‘ezl=\e”‘-"]=|ex -e‘y|=|e“|e"-"|=ex[cosy+fsen ¥ = exa.jcosz y+sen’y =¥ =N,

(v) arg[ez)=arg(e“£y}=arg[e’r (cosy+isen y))= y+2kn=Im(z)+2kn, kel.

(vi) Atendendo a que as funcgbes seno e co-seno sdo fungdes periddicas de periodo 27, vem

e 2 = IO 2T) _ X (y+ 27) + isen (y+ 27)]=

=¢" (cosy+iseny)= e’.

(vii) ' =1 < |(?z =1 e arg (€)= 2km, ke T

o e "= e Im(z) = 2kn, ke T [por (iv) e (v)]
& Re(2)=0e Im(z)= 2km, ke Z
e z=2km ke T.

i
H
|
e e s = ]

Observagiio:
Se z & um nimero real (z = x + i0) a fungiio definida anteriormente coincide com a fungio exponencial real, o que
Jjustifica a notagdo utilizada. Com efeito:

"0 = ¥ [cos (0)+isen (0)]=e*, YxeRR
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Exemplo A.3.
Determine-se a imagem pela fungio f(z) = £° dos seguintes subconjuntos de ©:

A={z=x+inx=208y<2n} e B={z=x+iy x=227<y<4n}

Tem-se
f{.ﬂi]:lw:w:ez (cosy+iseny), 05 _'|.I<2:Ir|={ur:w—.-f:{cas_y-l-iscny},Zﬂ = y <dx) = f(B)

Geometricamente, a imagem comum dos conjuntos A e B € a circunferéncia de centro na origem e raio ez. Nio
¢ de estranhar que f(A) = f (8), uma vez que :

2+ 2kri

B={z42m:z€ A} e e = ¢&* (ver teorema AL, (vi)) .

v

(]
E]
o0

ol X
|
|
! ol
7 A \
4 1-9
| ‘ TR 2 3
! . o' u
|- |
|
2n e
o 2 x

Devido a sua periodicidade, a fungao exponencial f(z) nio € injectiva em €. Nido admite
assim, em @, fung@o inversa, ao contrdrio do que acontece com a sua restricdo a IR. No entanto

¢ possivel definir restri¢bes injectivas da fungiio exponencial a diversos subconjuntos de C.
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Teorema A.2.

Seja A, ={z=x+iy: xe R, r<y<r+2r},onderéumaconstante real. Entdo f:4, - C

tal que f(z)= e° éinjectivaem A, e f(A,)=C\{0}.

Demonstragdo:
Para se verificar que f(z)= ¢° € injectiva em A,, tomem-se z), 23 € A, tais que

f [z|]= b (22). Daqui resultam, sucessivamente, as igualdades seguintes: e = ; 972 =1;
7y — 2 = 2kmi (k€ Z); (ver teorema A.1. (vii)). Como a «largura» da «faixa» A, é igual a 27
e 71. 2 € A . lem-se z) — 7p = 2kmi apenas quando k=0, isto &, quando z; = z5.

Verifique-se que f(A,)=C\ {0}:

Pelo teorema A.1.(i) tem-se ¢* #0 Wz e @, logo f(A,)c G\ {o}.

Por outro lado, dado qualquer nimero we @\ {0}, tome-se z= x+ iy € €, com
x=log|wle R™ e y=argw+2km, keZ tal que ye[r, r+2a[; tem-se que z€ A,
e f(z)=f(log [w|+iy]=eloglw[ (cos y +iseny) =|w| (cosy+iscny]= w.

Consequentemente €\ {0} < f(A,).

=== Defini¢gao A.3. -~
Seja A, ={z=x+iy: xeR,rsy<r+2m}, com r constante real. A fungio inversa da

restricdo da fungdo exponencial ao subconjunto A,, chama-se logaritmo relativo ao intervalo
[r. r + 2] e designa-se por log, ; tem-se:

log, z=log |z| +iarg (z) com arg(z)e [r,r+ 2a]

Uma vez que para cada intervalo [r,r + 27| se define uma fungido logaritmo, log,, esta fun-
¢do ¢ habiwalmente designada por ramo do logaritmo correspondente ao intervalo |r,r+ 27| .

O ramo do logaritmo correspondente a tomar r=-m denomina-se ramo principal; por co-
modidade, em vez de log_, serd simplesmente designado por «log».
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Observagio:
Se 7€ um niimero real positivo (z = x + i0), o ramo principal do logaritmo coincide com a funglio logaritmo real,

o que justifica a notagio utilizada, Com efeito,
logix+ i) =logx+iarg{x+i0)=logr+i=logx, ¥x eR*.

A partir do ramo principal do logaritmo pode obter-se qualquer outro ramo, através da ex-
pressdo log,z = log z + 2k, em que k € um inteiro tal que 2km +arg (z) € [r,r + 27| -

Exemplo A4,

Calcule-se log, i com r=-m,r=0¢ r=1l7/4.
Tem-se:

log i =log |if +iarg(i)=log 1 +in/2 =in/2,comarg (i) € [-m, af

logyi =log |i| +iarg(d=1log 1 +in/2 =in/2, com arg (/) € [0, 2a

- . . } 11z 197
log 1 i=log |i| +iarg(D=log1+9w/2 =i9n/2, com arg (i) € T,T .
4
Note-se que logy g i =logi + 2knmi, com k = 2, pois %=4n+ge[li£~i?[ e logi=loggi, visto que
ry

% e[-ma[n][0.2a].

Exemplo A.S5.

a) Determine-se a imagem pelo ramo principal do logaritmo da circunferéncia com centro na origem e raio
aila = 0).
O conjunto de pontos desta circunferéneia é A= {z:z= aé, oel-mal().
Como w = log z = log a + if, tem-se que a imagem de A pelo ramo principal do logaritmo
élog(A)={w:w=u+ivcomu=logaevel-mmal]
Geometricamente (se a > 1),

VA

log iy -

¥

(o]
N4

(Compare-se com o exemplo A3

W

=N

o log a n

=
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b) Seja o uma constante real ¢ determine-se a imagem pelo ramo principal do logaritmo do conjunto
B={z: z=ae'™, a>0}. Tem-se

log (B)={w:w=u+iv com u=loga ¢ v=a}.

Geometricamente,
¥ b v M
log
—.. o
e — a o
0 x 0 U

oy

Teorema A.3.
Para qualquer ramo da fun¢iio logaritmo, sdio validas as seguintes propriedades, para aloum ke 72

(i) Vzwe@\{0}og, (z-w)=log, (z)+log, (w)+2kmi, keZ.
(i) Yzowe @\ {0}og, (z/w)=1log, (z)-log, (w)+ 2kmi, keZ.
(iii) YneZ* VzeC x{o}mg,[z“ )= nlog,(z)+ 2kni, ke Z.

(iv) log(e)=z, Vze A, ={z=x+iy: x€R, r<y< r+2m}.

(v) Yze C\([0}9%F =2

Demonstracdo:
(i) log,z+log,w = log|z + iarg z + log|w|+ iarg w =
(com argz,argw € [r,r+2x[)
= (log|z| +log|w|)+i (argz +argw)=
= log(|z|-|wl)+i (argz +argw)=
(atendendo i correspondente propriedade dos logaritmos reais)
= log (!z.* w[)+ i [arg (z-w)+ 2kn|=
(com ke Ztalquearg (z-w)€ [r,r+2m[)
=log, (z-w) + 2kmi , ke Z.
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(ii) A demonstracdo € andloga & anterior.

(iii) E uma consequéncia imediata de (i).

(iv) e (v) decorrem do facto de, para cada constante real r, a restricio da fungdo exponencial
a A, ={z=x+iy: xe R, r< y<r+2r} eafungio log, serem funcdes inversas uma

da outra,

- Definigdao A.4.
No conjunto €, as fungdes seno e co-seno sio definidas por:

P .

ef - e e+ e

senzg= "'—'—'2_— e COsSz= —2'—'--
i

Observagiio:
Da identidade de Euler deduz-se facilmente que, para veIR,

Enys —————— & Cosy=

pelo que as fungdes seno e co-seno definidas em @€ surgem como extensdes das fungbes seno e co-seno reais.

Analogamente ao gue se passa em IR, definem-se também em @, & custa das fun¢des seno
e co-seno, as fungdes tangente, co-tangente, secante ¢ co-secante.

Teorema A.4.

Sido verdadeiras em € as igualdades seguintes:
(i)  sen? z+ cos? z=1

(ii) sen(z+w)=senz-cosw+cosz -senw.

(i) cos(z+w)=cosz-cosw—sen z-sen w.
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Demonstragao:

(i) scnzz +cos" z=

2 e e ,-2]2 e+ ¢ :
+

2i 2
. e . Cia
6;2: —2te i2z 6;22 +2 4o 122
= + =1
-4 4
(ii) sen z-cosw +cosz-sen w ol e + fre T Mo
il z- . = - . . - =
2i 2 2 2i
E{'l:z-i- w) _ e i{z+ w)
= - =sen (z+w).
2i
(efz+f— IZ)_(eIW+€—Iw] (EIZ_E‘-‘IZ)_(EIW_E— ?W)
(ili) cosz-cosw—senz-senw= -
4 —4
ei(z’+w} + e il:z+w)
= =cos(z+w).

2 1
|
|

Exemplo A.6.
Calcule-se¢ sen i
- a4 2
) ) el ot |‘! _Il
Pela definigiio A.4., tem-se sen i= =

i . Note-se que |[seni|= =1 ap passo que, como

2 Ze
¢ bem sabido, a fungfio seno real tem sempre valores cujo médulo € nio superior a 1.

~— Definigio A.5. =

No conjunto C as fun¢des seno hiperbélico (senh ou sh) e co-seno hiperbélico (cosh ou ch)
sa0 definidas por

e —e
senh z =---—5.- e coshz =

Estas fungdes sio as extensdes a @€ das fungdes hiperbolicas em IR e verificam propriedades
idénticas.
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Exemplo A.7.
Calcule-se senh i.

- . . -
Pela definigo anterior, tem-se senh1 = TE =isenl

As fungdes inversas das fungdes trigonométricas e das fungdes hiperbdlicas defi-

ei'w _ e—fw

nem-se a custa da fungdo logaritmo. Assim, se z=senw, tem-se z= 2
I

, logo
Fw

e —e™™ _2iz=0, isto &, €™ —2ize™ -1=0.

. o 1
Resolvendo esta equaciio em ordem a ¢ obtém-se que ¢™ =iz +(I - zz)I , de onde se

] , logo

I
w=sen 'z =—ilog, [iz+[1 —zz)i}.

b=

deduz que jw= log,[iz +(1 - zzj

Note-se que w= sen”'z nio é uma fungdo univocamente determinada.

Analogamente se deduz que

|_ . -
- - +z
cos 'z:—;‘ log, ]:z+f(1—zz)1, g Iz=%logr;—’
-z

1 1
Senh_l:: = log, {z + (z2 + I)I:| , cosh™! z=log, [z + (22 - l)ij| .

Exemple A8,

Caleule-se sen”i .

Tem-se sen 'i=—i 1:::-,53,,[:‘2 3 {] - :'2]*] =—i lug,[—l = \Ej . Tomando, por exemplo, o ramo do logaritmo corres-

pondente ao intervalo [0,23 [ , lem-s¢ sen li= {—:‘ Ing(—l +2 },'ﬁ' —i Iog‘—l - JEI} .
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- Definigo A.6.

Para cada ramo do logaritmo, log,, e para cada o € C, define-se em €\ {0} a fungao

P o ol
poténcia, z — z%, pondo z% = "%,

Exemplo A.9.
Considerando o ramo principal do logaritmo, calcule-se ',

flﬂgiE El'[i'lﬂ)E e”

Tem-sei' = e T (ver exemplo A.4.).

e —

. Teorema A.5.
Fixado um ramo do logaritmo, log,., para quaisquer nimeros complexos ¢ e ff tem-se:

L P R (1)}

Demonstragdo:

zcr+ﬁ=e{a+ﬂ’jlugrz=ealogrz +Elugrz=ealagrz_ e,ﬂlug,zz zo:_z,ﬂ (ver teorema A. 1. (ii)).

L it

T o o A W B S 23 S el

v Definicio A.7. e

Para cada ramo do logaritmo, log,, ¢ para cada & € €\ {0}, define-se em © a fungdo
exponencial de base & z — &%, pondo % = ¢ ¢ %8+,

Exemplo A.1I0,

Para & e [3 pertencentes a ©\ [0}, tem-se em geral (em ©) que (- ﬁfa& o ,ﬂ;, Estudem-se os valores de z para
0s quais a igualdade é verificada. Tem-se

I{a'ﬁfzeﬂuﬂf {u'ﬁjze:ftofg,a+ﬁop,.ﬁ‘+ 2Umi}_ e;m,a,e;lag,ﬁ, G;..Mi= ot B:, g:.!km"

de onde se conclui que a igualdade (o B)° = ™ f se verifica apenas quando ¢***™=1, isto é, quando z € Z (pelo
teorema AL L{vii)).
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B. Limites e continuidade

Defini¢do B.1.
Considere-se a fungiio f: QC € — Ceseja gz €.

Diz-se que o limite de f, quando z tende para zq, € L € Ce escreve-se lim f(z)= L se para
-1

qualquer &> 0 existe £> 0 tal que |f(z)— L] <8 sempre quez€ Qe |z—z| <€, isto §,
V6>0 e>0:ze Qe li-z|<e = |f(z)-L]<6.

Esta formulacgdo, sendo idéntica a que € utilizada no caso das fungdes reais de uma varidvel
real, permite observar que as propriedades conhecidas do limite (unicidade e propriedades opera-

térias) se mantém verdadeiras para o caso das fungdes complexas (ver Apéndice 4).

Observagao:
L.SezzeR ¢ lim f(z)=L ,Le @, pela definigio anterior tem-se L =f(zg).
=iy
2. A fungio f tem limite L € © quando z tende para z;; se e s6 s¢, para toda a sucessdo (z,) . z, € €, convergente
para zg, a sucessiio (f (z,)) converge para L.

Exemplo B.1.

Use-se a defini¢io de limite para concluir gque I'trri (z2 - 4) = 0.
A
2 . . 2 =
A fungio f(z)= z”— 4 estd definida em @, entio lm} {z - 4} = 0, se e 56 sc, para todo o nimero § ndo
=+

negativo, existe um £>0 tal que |z-2|<¢ =.|{52 -4) —U|<5. Como z— 2 podemos supor que |z] <3e

assim

(zz _4)_0|=|z—2”z+2|£|z—2| (4 +2)<|z-2|-5<5¢

Basta entio considerar 0<g< 1({*)tal que 56<&,istoé, ¢= min{% .1} .

(*) Toma-se € <1 para que os elementos do conjunto {z: |z - 2| <€} sejam tais que |z] < 3.
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Exemplo B.2.
Estude-se a existéncia de ]il‘[:_] i.ﬂ‘lme-seque f(z)= z tem por deminio £2=C\ {0}, ezy=0 & fri2)
=0 Z Z

Considere-se que z — 0 ao longo do eixo real, isto é, z=x:

. Lox
im Z=1lim ~=lm 1=1.
=0z =0 x x=0

.y =X

Considere-se que z — 0 ao longo do eixo imagindrio, isto &, z=1iy:

O facto de se terem obtide valores diferentes permite concluir, tendo em conta a unicidade do limite, que ndo

. .z
existe lim —.

=0 7
Exemplo B.3.
2
Re(z
Calcule-se lim [—-U—]
=3} I

2
Ponha-se f(z) = [R’:#]— . Uma vez que [Re(z)|<

7|, tem-se que

_|[Re@| _ [Reef’ _ 1 _
Lﬂ:z}_| : | K |z|_|z|'

Quando z—= 0, também |z|— 0 e, pela desigualdade anterior, Iirrt|j |£(z)| =0 . Mas, para uma fungfio qual-
=

2
R
quer, tem-se que lim |_ﬂ:zH =0 equivale aque lim f(z)=0 e assim lim [EA =0
0 ) =0 z

Exemplo B.4.
2
Calcule-se  lim z —4 .
ra2 7—2

-4
estd definidaem 2= € \{2} ¢ 2 & fr{2. Tem-se

A fungio f(z)= z

2_ —
lim £ 4'=lir|:| (“-2)[1 2)
=2 z=2 =2 -2

= lim (z+2)=4,
=2
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[ i
i Teorema B.1.
Seja fuma func¢io definida num subconjunto £2 de C.

Ponha-se f(z)= f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y), e seja zy = x¢ + iyp um ponto de £ Entio,

lim f(z)=A+iB,sees6se  lim wu(x.y)=A e  lim  v(xy)=B.
=5 (x.)-(x0.0) (x)(x0.50)

Demonstragdo:
Comece-se por provar que, se

lim f(z)=A+iB,entaio  lim w(x,y)=Ae¢  lim v(xy)=8B.
Iy (X-I}—’{In-}h} (I-PH-‘QJ’O} ( }

Seja 6> 0. Por hipdtese, existe um £>0 tal que

Gc:lz—[xﬂ +i}'u]<:£ implica |f (z)—(A+iB)|<é.

Seja 1]=§ ; para qualquer z= x+ iy talque |x—xp|<7n e |[y—yg|<n, tem-se

|;—z{]| = ||{):+i_};)—(xn +1'yn)| :I(x-—xn)i-i{y—yo]l =

S|x—xn|+|y—yﬂ|{n+n=§+§=£

ou seja, |f(z)-(A+iB) <§. Mas esta tltima desigualdade ¢ equivalente a
I[u (x.)=A]+ v (x,y)- B]< 8 de onde resulta que [u(x,y)~A[<8 e |[v(x.y)-B|<8.Fica

assim provado que lim u(x,y)=4 e lim v(x,y)=8B.

(x.3)=(x0.%) (xy)=(x0.%)

Reciprocamente, prove-se que, se

lim u(x,y)=A e lim v(x,y)=B, entio lim f(z)=A+iB.
(x.¥)=(x0.30) (xy)=(x0.70) ( =1
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A hipétese garante que, para qualquer § >0, existem £>0 e £'>0 tais que

8 : é
|[{x,y]-—{xﬂ,ygm{€=>Iu [x,y)—Al(E e "[:x,y}-(.xﬂ,}’ﬂl‘{g =>|v(x.y}—3‘<:5.
Seja € =min (£',£") e z tal que lz —zg| < € ; tem-se entio

|£(2)- (A+iB)=[u (x,y]+fv{x,y}]-(A+53)|=j[u[x,y]—A]H[u{x,y)—B]g

<fu(x) - 4|+ (x3) - Bs S+ 2=

Fica assim demonstrado que lim f(z)=A+iB.
I—Ip

Exemplo B.5.
Estude-se o seguinte limite: l,‘.r,yl}i-[&n.uj .1'2\2 + :{x2 + ¥ }]
Tem-se
z 2 2 2
X ¥y =0 e vixy 4y |=0
(oM 4 )= Ky o mogy U= i }( =0,

logo, lim  flx+ iy)= 0.
(x.y)=+0.0) { ?)

—= Definigdo B.2.
Seja f: 2cC— Cezgyell.
A fungdo f € continua em z; quando existe em © o seu limite quando z tende para zg,
tendo-se neste caso lim f(z)=f(zp).
=

A fungdo fdiz-se continua em £2 quando é continua em todos os pontos de £2.

Observagiio:
1.Sefécontinuaemzy, lim f(z)= f(zp). Assim, 1'121 f(z,)= flz0) para qualquer sucessdo (z, ) dendmeros
=4Iy = oo

complexos convergente para z,.
2. Uma fungiio € continua em todos oz pontos isolados do seu dominio.

3. A continuidade de f num ponto z, € equivalente a que se tenha f(z)= f(zp)+€(z) com lim £ (z)= 0.
245
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Teorema B.2.

Seja f uma funcio definida num subconjunto £2de @, f(z)= f(x+iy)=u(x,y) +iv(x.y). Seja
ainda zg = x +iyy um ponto de £2. Entiio, fé continua em z; se e s6 se u(x,¥) e v(x,y) sdo
fungdes continuas em (xp. yg).

Demonstragao:
Este teorema € uma consequéncia imediata do teorema B.1.

Exemplo B.6.
Verifique-se que a funcio f(z)= 7 ¢é continua em C.
Tem-se f(z)=f(x +iy)=w (x, ¥) +iv(x, ¥) com uix, y)=xe vz, y)==y. Como u e v sio contfnuas em IEE,

f € continua em € (pelo teorema B.2.).

Exemplo B.7.
zz

. a7 s z#0
Seja 1€ — C definida por f(z)= |z I

0 se z=0.

Verifique-se que fnfio € continua em z = 0. Fazendo z=x+iy, lem-se

¥t - }'2 . 2xy
frrin={ 2oyt Ry o 00
0 e (x,))=(0,0).
Entdo f=uwu+iv com
2_.2 -
T -y
) # (00 =7 s (ny)#00)
ulx, y) = X }'2 i e vxy)=q4+y
0 s (xy)=(0.0) 0 se  (x,%)=(0,0)

Facilmente se verifica que a fungfio i (x.y) niio é continua em (0,0). Com efeito, tomando y = mx (ver Apéndice 4)
¢ calculando o limite de « (x,y) quando (x,y) tende para (0,0) ao longo dessas rectas e obtém-se

: -}-?‘ [ S X S P

lim T = lirn b 55 =
(a¥=00 x° 4y a—=0 x"+m x l4+m
y=mx

Entiio, pelo teorema B.2., fndo € continuaem z=0 .
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Exemplo B.8.

Verifique-se que a fungiio exponencial, f(z) = ¢* , ¢ continua em C.

Como f(z) =f(x+ iy) = u (x)) + iv () comu (x,y) =" cosy e v(x,y)=e"seny ¢ w ¢ v sdo fungdes continuas
em IR, a fungio exponencial € continua em €.

Exemplo B.9.
Analise-se quanto & continuidade, qualquer ramo do logaritmo, log .

Como fiz)=log (z)=log |d +iarz(z), comargiz) e [r, r+ 2n] , tem-se que f(x+iy)=u(x,y}+iv(x,y) com
u(xyy=log (x2 + }Iz}uz ev(xy)= arg (x + iv). A fungio u é continua em le‘nI (0,00}, Verifique-se que a fungio
v & descontinua nos pontos (x,y) tais que arg (x+iy)=r . Com efeito, nos pontos (x,y) tais que arg (x +iy)
tende para r por valores maiores que r o limite de v(x,y) € igual a r+27, enguanto que nos pontos (x,y) tais que
arg (x +iy) tende para rpor valores menores que r o limite de v(x,y) éigual a r. A fungio f(z)= log,(z)

¢ pois continua em & \{z iz :,c.m"r com @ = (}}. Em particular, o ramo principal do logaritmo & continuo em
T\ Ry-

Demonstram-se sem dificuldade as propriedades das fungdes definidas e continuas em
subconjuntos de @, andlogas as propriedades das fun¢des reais, definidas e continuas em
subconjuntos de IR,

E de salientar que os resultados que dependem da estrutura ordenada de IR niio se transferem
directamente para €. O resultado seguinte evidencia uma adaptagio a € de um resultado bem
conhecido para fungdes reais defimdas em R (ver Apéndice 4 -Teorema de Weierstrass):

T

Teorema B.3.

Se 2 ¢ um subconjunto compacto de © ¢ f: 2 C— € ¢ uma fungio continua
em {2, tem-se:

(i) | f ‘ ¢ limitada em £2, isto ¢, existe M € R" tal que | f (z) < M, para qualquer z € £2.

(ii) |f| tem mdximo € minimo em £2, isto €, existemn ) € 73 € £2 tais que |f[z| l=min Ifl e

|f (z2)| = max [£].

Demonstracdo:
Estas propriedades decorrem naturalmente do Teorema de Weierstrass para fungdes reais

(note-se que | f | se identifica com uma fungdo definida num subconjunto de R* e com
valores em IR ).

(Usa-se por vezes a designacdo "f limitada em (2" para significar que | f| ¢ limitada em £2.)]
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C. Funcoes holomorfas

—= Definicio C.1. e
Seja f:2c © — Ce {2aberto.

(i) A funciio f diz-se derivdavel em z; €£2 se existe, e ¢ finito, lim M . Este
2=y i=Ip
limite € a derivada de f no ponto z; que € representada por f'(z,).
(i) A fungdo f diz-se holomorfa em £2 se € derivdvel em todos os pontos de £. Designa-se

por H (£2) o conjunto das fungdes holomorfas em £2. Uma fungiio diz-se inteira se
€ holomorfa em C.

(iii) Seja A um subconjunto qualquer de €. A fungio f diz-se holomorfa em A se é holomorfa
em algum subconjunto aberto de © que contenha A.

Observagiio:

Em vez de «f € derivivel em zy», diz-se frequentemente « fé diferencidivel em z;». Este aparente abuso ¢ também
utilizado no caso das fungdes reais de varidvel real. Na realidade, em ambos os casos os conceitos de fungio
diferencidvel num ponto ¢ fungio derivivel num ponto coincidem. Com efeito (ver Apéndice 1), se E ¢ F sio

espagos normados quaisquer, FAC E = F e a e int A, a fungio f diz-se diferencidvel em a se existe uma
aplicagfo linear continua §:E — F tal que fla+ k)= fla)=E5(h)+ (k) em que @:A — F & uma aplicagio

tal que:

h
Y8 0,3e>0:h €A e [h]< E=>l|a|—‘:ilc:3, isto &, [ec(hl|= o) -
Se sc tomar £= F= Ce se f¢é derivivel em z, tomando & : € — Cdefinida por & (k) = hf’(zy) e atendendo
& nogiio de f'(2g), temos imediatamente que f ¢ diferencidvel em Zy

Reciprocamente, supondo que f é diferencidvel em z,, tem-se f(zg + )= f(zg)=& (R)+ & (h), em que

lim@
h

= 0. Tendo em conta que neste caso /i € um escalar (o mesmo acontecendo obviamente para as fungies
h—=0

reais de varidvel real), tem-se & (k)= h& (1) e assim

Sz + h)-f(z0) _ HEQ), ex(h)
h h h

Logo, !}in}J ﬂ:zﬂ:—-‘:—)ﬂzéfl} e f ¢ derivivel em z;; a sua derivada é  f(z5) =& (1).
= | T
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O seguinte teorema € de demonstragio imediata:

Teorema C.1.
Seja f:f2c € = C ezge intL2. Se fé diferencidvel em z;, entdo f € continua em zq.

Demonstracio:
Baslta atender a que, para z# Zp, s¢ pode escrever

@)= fle)= L) o)

e, assim

[f(z)_f(z{])]= [ (Z[})-D =0

lim

=3

Considerando definidas em H(£2) a soma e produto usuais de fungdes, (f+g}(z)=f(2)+g(z2).

(fg) (z)= f (z)-g(z), facilmente se verifica que H(£2) é um anel comutativo e com identidade
(ver Apéndice 1); tém-se assim as regras de derivag@io da soma e do produto de fungdes.

E facil provar que, se as fungdes fe g sio holomorfas em £2 e g ndio se anula em £2, 0 cociente
f7g € uma fung¢io holomorfa em £2, tendo-se

v

Sl f2)eE)-fz)g ()
U & (e ) ‘

Tem-se ainda que a composta de fungdes holomorfas é holomorfa: mais precisamente, se
fe H€D), [ (2)c £ ege H(S,entioh=g > fe H(2 ) etem-se k' (2)=¢ [£ ()] f' (). Vze 2
Se fe H() for invertivel, a sua inversa, 1 ¢ holomorfa em £2'= f(£2) e tem-se

' 1

Nwy=z —— w ).
(f )(j f'[f_](w]]v e(£2')
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O resultado seguinte relaciona a diferenciabilidade de f no ponto zj = x +iyy com

a diferenciabilidade de fno ponto (xg,)p) no sentido de R’

\ Teorema C.2.
Sejam € um subconjunto aberto de €, f1Q2—=C (f= u+ iv)e zpeQ.
A funcdo f € diferencidvel em zp se e 56 se f¢€ diferencidvel em (xy,yn) no sentido de ]Rz,

e u e v satisfazem em (xp,y) as chamadas condigdes de Cauchy-Riemann:

d v o v
Eu(xﬂ-}’ﬂ)=g(xud'u) E(xus}’u)= - (xcr}’o)‘

Tem-se entio

' (z0)=f" (x0 +fyn)=%(ﬁm}'ﬂ)ﬂ'g(ﬂﬂnsm):% (xa‘yo}-f%(xo.yu)-

Demonstragao:
Suponha-se que f € diferencidvel em z =xg+iyg e prove-se que f é diferencidvel em
{xp.¥p) no sentido de R’ euev satisfazem em (xp,¥y) as condigdes de Cauchy-Riemann. Seja

entdo z € £2 daforma z=x+1iyp;tem-se

f(2)- f(zo) . (x.y0)+ v (x.50) —u (x0,50) = v (x0.¥0)
Z=Ip X=xp

(x.30)-u(xo30) , (5.30) v (x0.30)

X=Xp X=Xy -

Passando ao limite quando z tende para z; e atendendo a que f ¢ diferencidvel em z;, obtém-se

L Rt

f'(zU)= lim ﬂ_‘fﬂz lim f_(x,}‘(})—ﬂ[.rg,yﬁ) .V[x'}‘n)—v(xﬂ,}rn] "

=z I—Ip X=3Xp X=Xy X—Xp

A oV
= E(Jnv)’n)*‘*g(’fot:ﬂn)-
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Sejazefldaformaz=x+iy. e zy = xg +i)y. Tem-se

f(&) = fz0) _ u(x0.y)—u(x0.30) v (x0.3) = (¥0.%0) _

z- 29 i(y=o) i(y-y)
v (x0.3)-v(x0.30) u(x0.3)=u(x0.%)
Y=o Y=Y ’

e, passando ao limite quando z— zg, obtém-se,

e u
f (Zo}=5{xusi’0}‘fj§(lo-m).
Assim,
1 aﬂ'
%(In-}'{])”%(mv}’u)— (xﬁ "’0)—‘ ay (Xn )‘0)

v u
E(Iﬂ‘yﬂ):%(ﬁ Yo), a(ﬂn?yn%-g(xﬂ.yﬂ}_

Reciprocamente, suponha-se que f ¢ diferencidvel em (xg,vy) no sentido de le, sendo

verificadas as condigdes de Cauchy-Riemann em (xg,yg) € prove-se que f ¢ diferencidvel em

zp = Xp +iyg. Sejaentio h=h +ih, = (hl,hi); tem-se
% (s0-0) Selxounn)
{ w(xg + hy.yo + hz)jl [ u(x,:,,y.:,):| *o-Jo y 00 [ :l ]\ Wy (hl,hz)}
- = +
v(xﬂ +hy,yp + ."12] v(m-)’ﬂ) % ( Xo. },0) % (.x.g yg} Iy Wwa (hl,hz}

em que [lwy (g, iy ) wa (g 1y )| = of{hy 12 )) -
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Mas, sendo verificadas as condigfes de Cauchy-Riemann em (xq,vg),

¥

= (x0-Y0) %(I{}JU) {h]] % (x030) - i(x“’y”) [hl]=

—(xu,yo) %(ﬂfﬂd’ﬁ) "2 g(xnsyn) %{Iu,)’u] 2

El 4t

Edks

u v
E{X{h}f‘o}m - E(Iw}’u)"h

M dt
E(xnd‘n} hy + E(Iw}‘n]hz

du o .
] E(xud‘o)* lg(xnsfu)] (hy + ihy)
obtém-se finalmente

f{zg +h)_hf(zu) [ u{xn +hy, yg +h2)1_[ 7 (xo,yn)]

V{I{] +h?_,}‘|j +-l&2] V(I{},}’[;]

Il

[ %(xﬁ,yﬂ)ﬁg— (xﬂ..yg)] (y +ihy) .

Pode-se entio concluir que a fungdo f ¢ derivdvel em z, no sentido de fun¢io de varidvel

v
complexa, tendo-se f” (zg) = % (x0.¥0)+i = (x0.70).

TR LI e 5 o 1 TR

Observagio:

A segunda parte deste teorema ¢ frequentemente enunciada fazendo apelo 4 continuidade das derivadas parciais

Mo v o

PRl Ix _&; ¢ &s condighes de Cauchy-Riemann em (xp,%,) . Ora a continuidade das derivadas

parciais arrasta a diferenciabilidade de fencarada como fungdo de R (ver Apéndice 5).

As condigdes de Cauchy-Riemann nio constituem uma condigiio suficiente de diferenciabilidade

conforme se verifica com o exemplo seguinte.
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Exemplo C.1.
A fungio f ©C—+C definida por

3
E
se z#0

fla=1d"

0 &2 z=0

niio € diferencidvel em z = (), embora satisfaga as condigbes de CauchyRi-r:mann em (0,0).

Com efeito, nfio existe o limite gquando z tende para zero de

Wl

FA
I —
_fw-fo |47 _ F
1)-L0=/O K _
z=0 z 2.|z|
uma vez que, por exemplo, _Iimof(?.}?* jina .‘{zl
Yy y==x
No entanto,
o v u PR
E({I.l}}- E(ﬂ.ﬂ]-le E{&,U}—G— = (0.0).
No exemplo que segue, utilizam-se as condigdes de Cauchy-Riemann para provar a nio
diferenciabilidade.
Exemplo C.2.

a) A fungiio f: © — Cdefinida por f(z)= I niio é holomorfaem €. Com efeito, tem-se neste caso f = u + fv
com u(xy)=x e i'{.‘r,y}l-—-— v.
f?f o

! . . .
Como a =1# — =-1, as condigies de Cauchy-Riemann ndo se verificam em ponto algum de ©, logo f nio

¢ holomorfa em nenhum subconjunto de €.
b) Uma fungio arbitriria f : € — IR, nio constante, ndo é holomorfa em nenhum subconjunto de €. Com efeito.

e
-Z 0.
g o

|

f=u+il ¢ %:%:ﬂ ou

Em seguida estudam-se, quanto a holomorfia, algumas fungdes elementares:
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1. Funcgiio exponencial
Seja f: € — € definida por f(z)=e".
Tem-se f(z)=e¢" =e"(cosy+iseny),com u(x,y)=e" cosy e v(x,y)=e"seny, fun-
cdes diferencidveis em "
E imediato que as condi¢oes de Cauchy-Riemann sio verificadas:

; du X dv
= e*cosy= — —=—¢"seny=—-—

ay dy dx

Pl

Entéo, f € holomorta em C (f € inteira) e tem-se, para qualquer z em ©:
N TR L | _
f (Z)= E (.T,J’)-l'lg {x,y] =g Dosy-i-re"'scn J’=€'r{COS}'+; sen }’}‘—‘ et

2, Funcao logaritmica
Para qualquer ramo do logaritmo, log,, tem-se, por aplica¢io da regra de derivacio da
fungao inversa,
ilogrgz 21 _ 1.1 (ver defini¢io A.3.)
dz d « e z

dw
para ¥z € C\{z:z=pe”com p=0 } (ver exemplo B.9.).

3. Fungdes trigonométricas
Atendendo a que, em T,

cen eIZ _e-:z . e!’z + e—lZ
=——— g C0§7=———,
2i 2
resulta imediatamente que
d i +ie” d ie“—ie” " et-e %
—Seng=-—————=C0SZ €& —CO0SZ= == =—sen z

dz 21 daz 2 2i
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Para as restantes fungoes trigonométricas, basta aplicar as regras de derivagio.
Para as funcoes trigonométricas inversas deduz-se que

-1 | d -1
—5En =— ¢& —CO0Ss i= *
dz 03 dz

(1-2*)

o
—
I
]
(]
o
Tl

dependendo estas expressdes do valor escolhido para a raiz.

4. Fungbes hiperbaélicas

Analogamente, atendendo a que , em C,

e—e’
shz=

2 ?
obtém-se

Z i d I_p %
-dshz—e—-—l_—e——=chz e Lchz=2"F% =shz
dz dz
Para as fungdes hiperbdlicas inversas deduz-se que
d | 1 9 % d 1 2 A\F
—sh " z=1o z+(z'+l e —ch " z= log|z+lz" =1
gt mog s | e (-1
5. Fungiio poténcia

Para um ramo fixo do logaritmo, log,, a fun¢io f(z) =z, com b € @, € holomorfa no
dominio do ramo do logaritmo considerado e tem-se

d p_

d z b g b -
L4 _‘_[Eh]ng,” )= _E,JJlua,_z' = _z.b — bzb I,
dz dz 4 Z

<
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6. Funcio exponencial geral
Para qualquer ramo do logaritmo, a fungdo f (z)=¢ , com & € C\ {0} ¢ holomorfa em C,
tendo-se

d . _d zlog, o _ zlog,a _ z
= —d—z(e ]—(lng,(x]e =(log, &) o

Seja £2 um subconjunto aberto de €. Se f€ constante em £2, entiio J'é holomorfa em £ e
f(2)=0, Vzell.

Analisa-se, em seguida, a validade da condicéo reciproca.

Teorema C.3.
Seja £2um dominiode Ce f: £2— € uma funcio holomorfaem 2. Se f'(7)=0, ¥zeQ,

entfo f é constante em £2.

Demonstracao:
Seja f holomorfaem Qetalque f'(z)=0, Vze Q. Se f=u+iv,tem-se

Fr@)=Ff(x+iv)=—(xy)+i—(x,y)=0,

S4bs

logo,

(xy)=0 e %[x,y)={]_

¥

Pelas condigdes de Cauchy-Riemann, tem-se também % (x,¥)=0 e {—;u— (x,y)=0,logo
_}l

u € v sdo constantes em £2 (ver Apéndice 5) e assim f é constante em £2.

Teorema C.4.
Seja £2 um subconjunto aberto de Ce f: 2 — C.Se f= w+ iv é holomorfaem Qe i e vsio

de classe C* em %, entio 1 ¢ v sd0 funcdes harménicas (isto €, sdo solugdes da equagio de

{_}2 2.
Laplace Aw = _-._w+r}'_w= 0).

S
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Demonstracdo:
Se fé holomorfa em £2, pelo teorema C.2. tem-se em {2 que

o
e —=-

t;}'

Pl
¥y

&
oy

Derivando a primeira igualdade em ordem a x, a segunda em ordem a y e somando, obtém-se,
tendo em conta o teorema de Schwarz (ver Apéndice 5),

P P

aztyr?
e u € harmodnica em £2,

Analogamente, derivando a primeira igualdade em ordem a y, a segunda em ordem a x e
somando, obtém-se
Aty 9%y
FXAFthY

¢ v é harmdnica em £2,

szamrrs

e R R e

Exemplo C.3.
A fungiio u:R> 5 R definida por u(x,y)=x" -y € uma fungio de classe €’ nio harménica em RZ.

. R . - . a . e .
O teorema anterior permite concluir que ndo existe v:IR® — R tal que f=u + iv seja inteira,

Observagio

Pde-se naturalmente a questdo de estabelecer em gue condicdes, dada uma funcio i de classe (22 ¢ harménica
num dominio £2 contida em ]Rz. ¢ possivel encontrar uma ou mais fungdes v, de classe Ce harménicas em £2, tais que
f=u + iv seja holomorfa em {2

No Capitulo 7 resolver-se-a esta questio. Contudo, nos exercicios 18, 19 e 20 deste capitulo, apresentam-se

exemplos de fungdes harmdnicas u para as quais, de uma forma construtiva, se obtém funges v nas condigbes referidas.
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1.

Exercicios Resolvidos

Calcule considerando, quando necessario, o ramo principal da fungio logaritmo.

a) et b) log (2i). ¢) log(—i).
d) log (1+1). e 4 n (ﬁ]f,
g) (L+)1+) h) arg[(1+i]3]. i) cosi.

3 tg-mi). k) ch(1+i). I)cos i,
Resolugdo:

a) = [cos (I)+isen (l}] .

b) log (2i) = log ([24]) + farg (2/) = log (2)4-;'32‘- .

<) log (i) = log (|~il) + iarg (~i) = log m+r[—%} == 3

d) Iog(l+i",l=Iogl{ll+;1]+r'arg(l+i}=[og(ﬁ}-l-i';-
€) 4" = ¢/ = cos (log (4)) + isen (log (4)) -
n (ﬁ}' = e”ﬁg{h} = C08 [lng {-JE}J +1sen [Iﬂg {JE)] .

e{l+f}|:|¢g{ﬁ:|+r';:| e{ log [ﬁ)-%]+{ log {ﬁ]4 %) 5

2 (1+ I-}{Hr') = plivilog(l+iy _

_ e[lag{ﬁ

ool 2) 2] 2]
e {ms {Iog (v2)+ %]1— i sen [Iog (v2)+ ﬂ]
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h) arg [[1 + ;'Jj] =3arg(l +i)= %n (férmula de De Moivre).

i) cosi= _f te
2
LS
01 (_E.J_sen—(—ﬂ'ﬂ :e 2: =1(3F_3-x)=_f{e“-e"}
J) 1gi-mi Ccos(-mi) € +e ™ j(eﬂ‘i_g—x] [e“+g n]

2

k) ch(l+i)=~

i g 1 {cosl}(e+e_')+ (sent){e-e™")
= 2 I 2 -

) cos~i =i log £ ivZ )= ~itog [ = vZ = -;Eogf +log|l+ ».EH= -r'[%H log|1 »Ei}

Resolva em €, as seguintes equagdes:
a) ef =1+i, b) et =¢'7, c) cos(z)=2.

Resolugiio:

Se z=x+iy, tem-se

N ] Ie: =|1+4 =7 .x=]0g(ﬁ)
a) e =l+ie ) ) kel & o kele po . kel
arg(e“)=arg(1+|jp+2hr F=I+2-‘!ﬂ- 3.=E+gkn-

As solugbes da equagho sio:

2 =log (ﬁ)ﬂ[%ﬂkn} kel
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=¥

1 "'; 4 :—}1
by € = & {{ I)_‘ﬂg( e2kn kemg{;; e’ kemw{;”zw kel &

=-km
a{x , keZ.
y=km

As solugdes da cquagio sio:
o =—km+ikwr, kel
iz o a=iz . .
c]cos(z)=za%:2&2’%("—441;3 — 427 4 1=0.

Seja w=e" Tem-se w1-4w+l—0@w=2+-\5 v ow=2—43.

Entdo =243 v £8=2-43.

Procedendo de modo andlogo ao das alineas anteriores, conclui-se que as solugbes da equagio sio:

7= —r‘(log (2+43)+ 2;:1:5): 2km—ilog(2+V3) kel

on

z,‘-—-—:'(lng(Q—ﬁ +2km)-2km—:log( ) ke,

3. Determine os subconjuntos de © onde a fun¢io seno
a) Se anula.
b) Tem valores reais.

¢) Tem valores imagindrios puros.

Resolugdo:

iz =iz
I
a) senz=0+-

=0oé =T =1 @i2z=2kni, kel < z=kn, ke Z(leorema A.1.(vii))

i
Note-se que 0s zeros da fungio complexa seno coincidem com os da fungdo real seno. Facilmente se verifica que

0 mesmo acontece com a fungio complexa co-seno ¢ a fungio real co-seno.
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i -iz =y+ix _ y=ix

e - e’ —-g —yp sy v v

b) senz = 2 = T =? ¢ 'cosx4ie “senx e’ cosx +ie'senx|.
1 I i

1y -y . .
Logo, Im [senz]= -;(.e Tosx — e cusx). Ora sen z assume valores reais quando:

| N - —y "
Im [5enz]=0=r-5[e s cusx—e-”cusx]=04=uusx(e ! —&*]:0:&::05;:0 vel=els

ﬁ;=%+b‘r. kel v y=0.

Assim, o conjunto solugio é dado por:
. m
{z =X+iv: J={E+ k::]. kel v y= U}
¢) Tendo em conta a igualdade da alinea b), vem
1y —y ¥
Re (sen z}-—z(e ‘senx+e scnx};

logo, para sen & ser imagindrio puro, é necessdrio que

Refsenz]=0e %{z"-"senx + e-"sem—): 0« (e""' +e' )senx =0 seny=0¢

= x=kT ke X

O subconjunto pretendido &, entdo, {z=x+iv: x=kn, ke Z}.

4.
a) Verifique que senhz=—isen (iz) e coshz=cos iz).

b) Utilizando a alinea anterior, estabeleca a igualdade cosh®z —senh?z=1.
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Resolucdo:
fiz =iz -2 z
, . &= & -
a) —isen (iz)=—i — = =senhz
2i 2
iiz =iz -z I
e +e @ + &
cos (iz) = == =coshz
2 2

b) cosh? z —senh®z = cos? (iz) - (—isen (i'z‘_l}2 =cos? (iz) +sen? (iz)=1.

5. a) Mostre que sen (x+iy)=sen x-cosh y+icos x-senh y.

b) Use a alinea a) para provar que [senh )| <|sen (x +iy)|<|cosh y{.

Resolugio:
a) Como
PRICD B (i) B |
cos (iv) = - =cosh y
2 2
itiv) _ =i(iy) -y _ ¥ 1
sen (iy) = —————— =5 "% = _cenhy=isenhy
2i 2i i
Tem-se que
sen (x+iy) =sen x -cos (iy) + cosx -sen (iy) = sem x-coshy +icosx-senh vy,
b) Por um lado,
o . Y 3 2 7 _
|sen (x +iy)| =|sen x - coshy + icos x-senh y| = yfsen” x-cosh” y+cos” x-senh” y =

=.Jsan2 .!:-[1+ac=|1.l1.2 y]+ cos” x-senh? ¥y =Js=n2 x+sen’ x-senh® y+c052.r-senh2 y=

= yJsen? x +senh? y > yJsenh? y =[senh y]

Por outro lado,

|sen l:_t+l'jF]-i=\]|Sﬁl'l.2 x-cosh?® y+ cos” x - senh® y:.Jscnz I'Cﬂﬁhz}'+w‘32.l"(cﬂsh2 y-—‘l)=

= \/sen® x-cnshl)r+ cuszx-cashzy—mszx =Jmsh2y—ms2:r Equshzy =|DD5|.'I yl

Entiio, [senh(y)| <[sen(x + iy) < |cosh(y}.
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6.

8.

Mostre que qualguer polindmio de coeficienies em € e de grau » =1 tende para e quando

lz] = oo
Resolugdo:

Seja P{z}=a,;.+a1z+...+a,,_1z""| +aus”, nel, zeC, a,#0.

Como |z| = ==, considere-se z # 0 ; verifica-se que

|P @) =" a, + 2L+ ‘Elﬂ [|ﬂt |L+ +ﬂ'—'}“2|{:’|"i |ﬂ'n|— | %

Considerando #>0  suficientemente grande de tal forma que para [2|>r se tem M P k=0,....n-1,

ol -nll ) B
2n n

resulta que

ol —|‘Tzi’|+---+% =il

L

|2’

& assim, |F{g]|2|a"— logo, lim P(z)=»e,
n

Jef=pee
Mostre que f € continua em z se e sése f € continua em gz

Resolugdo:
Como |f(z)—f(zn)|=|m-ﬂzu]| , as condigbes l_i;u flay=[lz) e Iingnﬁ=f(20) sdo equivalentes,
=y =

Use o exercicio anterior para concluir que se f1£2 = € — @€ é uma fungio continua num certo

ponto entdo as fungdes Ref, Imf e | f I também sido continuas nesse ponto.

Resolugio:

Seja f continuaem z € £2 . Entdio, pelo exercicio anterior, f € continua em z e como

Rcﬂz}=&;ﬂ?—], 1;(;)_% e =@ T
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as propriedades algébricas das fungfes continuas permitem concluir que as fungdes Re f, Im f e |f| siio fungbes

continuas em z.

9. Seja f:€C— C definida por f(()=0 e f(p(cos@+isenB))=send comp>0, BR.
Mostre que f € continua em € \ {0}e descontinua no ponto zero.

Resolugdo:
A fungiio ¢ descontinua em 25 =0, uma vez que

lim f(z)= lim f(p (cosB +i sen))= lim sen6 =1 f(0)=0.
=l p=i p—0

=iy 9_.; ﬂ‘=£

Verifique-se agora que f é continua nos pontos z5 = Py (cosf +isenB )= 0, ou seja

VE>03e>0: z—z)|<e = |f(2)- flzp)<b

Observe-se que, como z5#0 vem pg#0 | logo

o= 2| <€ =[im (z-2) < £ = [p sen 8= pg sen O] < £ = py |- P-sen B—sen By <2 &
Po
& 2 sen 6-sen By <.
Po Po
Por outro lado,
|z—zn|*:s=bpz[—|zu.ﬂi|z-z¢|c£=>|p—p0r{£mpa———l cee|l-Ll &
Po| Po’
e entiio
|f(2) = f(z)| =|sen 8 =sen 90|=‘sen 8- sen 9+ sen 6 sen By <
Po Pa
< sene[ —-i}+ L sen 6 -sen Go|s(l- 21+ sen 6 sen fq ci+i=£¢
Po Po Pol |Po Po Po Po

A condigiio de continuidade € verificada se paracada § > ) tal que se considerar £ >0 2 <& ,istoé, £< % .
Po
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10. Determine o maior subconjunto de © onde as fungoes seguintes sio diferencidveis
a) f(x+iy)= —(el’ —e"“)cos x+i (e” + e“y}sen X.
7
b) f(z)=r5.
[
Resolugdo:
a) Tem-se f(x+iy)=ulx,y)+iv(x¥) com u(x,y)= -(e-'“ - e“-")cusx e vixy)= {e&' - e‘-") senx .

Verifica-se que u e v tém derivadas parciais continuas em IR* e que, num ponto gualquer,

d_ (e-'" — -e_f") sen x = % e i = —{f-" * e_-"]cus x= —% .

dx

ou seja, sio vélidas as condigBes de Cauchy-Riemann em IR, Entio [ édiferencidvel em ©,

. . x
b) Tem-se f(x+iy)=u(x,y)+iv(x.y) com n(x.y)= T, e wWx,y)=- 2_? =. As fungbes wev tém
X ¥ X +_'}'"

derivadas pareiais continuas em R* \ {(0,0)} .

oy d o 2y
(2ey2f & @ (xzﬂ,:}z dx

em R? \ {(0,0)} , pelo que £ ¢ diferencidvel em €\ {0}.

it
Como — == , as condiges de Cauchy-Riemann sdo verificadas

11. Mostre que as fungbes seguintes néo sio diferencidveis no seu dominio
a) flx+iy)=x*v* +3i"y% | kel

b) f(x+iy)=e(cos x+isenx).

Resolugdo:

a) Tem-se f (x+iv)=u(x.y)+iv(x.y) com uix,y)=x*v* e v(x,y)=3x"y* . Estas funcbes tém derivadas

parciais continuas em R”. No entanto as condigbes de Cauchy-Riemann nio sio verificadas em R Com efeito,

k
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¥
- ay kxk-lyk - ?h*)’k—l
—
_E{ h*yk—l - __sltr.'t—'l.yk
o

¥y g

Dagqui resulta que as condigies procuradas s6 se verificam quando x=00u y=1{, pois quando x20e y#10
tem-se¢ y=3xr e x=-3y, 0 queéimpossivel. A fungio nio €, pois, diferencidvel no seu dominio.

b) Tem-se flx+iv)=u(x,y)+iv(x,y) com wuix,y)=e¢"cosx e v(x,¥)=e' sen x. As fungbes we v tém deri-
vadas parciais continuas em R’. Neste caso, as condighes de Cauchy-Riemann nunca sdo verificadas, pois

conduzem a uma condiglio impossivel. Com efeito,

e¥=0 v cosx=0 cosx =10

o

—e’sen x = e'sen x e’ =0 vsenx=0 sen x =1
= . = =

e’ cosx =—e'cosx

=
o

Sy |y

o que ¢ imposs{vel. Conclui-se, entfio, que f ndo ¢ diferencidvel em ponto algum.

12. Estude, quanto a holomorfia, as fungoes complexas de varidvel complexa definidas por:

a) f(z)=logy(z+1).

b) f(z)=3/z+1 (considere o ramo da fungdo log correspondente ao argumento minimo).

Resolugdo:
a) A fungio fé composicio das fungdes fi(z)=z+1 e fH(wi=logw (ZJ—-)WZ z+ ]—"fl—:»log (z+ I)].

Como a fungiio f) € inteira e o ramo da fungio logaritmo correspondente ao argumento minimo {[0,2zr{}, nio
¢ diferencidvel em Ry , fndo € diferencidvel nos pontos z tais que (z+1)e Ry , ou seja, nos pontos z = x +iy

tais que
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xz-1

x+1z0
y=0"~

ou ainda, tais gue, {
y=0

O dominio de holomorfia da fungio f é, entdo, 2=C\[z=x+iy: y=0 A x2-1}.

b) Atendendo a que f(z)=Vz+1=(z+1)"? =P984 ¢ cando a fungdio exponencial inteira, fé holomorfa
no mesmo dominio da fungiio estudada em a).

13. Estude, quanto & holomorfia, as funcdes complexas de varidvel complexa definidas por:

a) f(2) =log(e” +2) b) f(2)=e +2 0 f()=Vz" -4,
(para as alincas b) e ¢) considere o ramo principal do logaritmo).

Resolugao:

a) Considerando as fungdes fi{z)=¢"+2 e failw)=logw, f(z)=log(e’ +2) ¢ composigio das duas fungles
anteriores. Como f, € inteira e 0 ramo da fungfio logaritmo correspondente ao argumento principal néo € holomorfo
em Ry, fndo € holomorfa nos pontos z=x+iy tais que ¢ +2¢€ Ry, isto é

e*cosy+250 - +2<0, ke (¥
e*seny=0 y =k, kel

Observe-se que, para k inteiro par, a desigualdade (*) & impossivel, pois reduz-se a e +2 < 0; e, para k inteiro
impar, 2 mesma desigualdade & equivalente a —e® +2<0, ouseja, ¢ =2 ouainda x=log2.
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Pode assim concluir-se que a fungdo f ndo € diferencidvel nos pontos z=x+iy para os quais
xzlog2 e y=(2k+1)x , onde k € um nimero inteiro.

)

I
- =logfe+2
b) Atendendo a que f(z)= e +2 = (e‘ + 2}2 =g cale’ , & sendo a fungio exponencial inteira, f tem 0 mes-

mo dominio de holomorfia que a funcgiio estudada em a).

1 g - .
¢) Visto que f(z) = Nii-d= ezl o “'I, flz) e Iog(z" - 4) tém o mesmo domimio de holomorfia.
Assim, considerando o dominio de holomerfia do rame principal do logaritmo, % -4 = {.tz -y - 4} +i2xy

ndo pode tomar valores em IRy .

Como

Poyiogco [P -y -dg0 _ [-yP-a<0 [xF-4<0 {yéﬂi {IE[-M]
[=1 = A% p=" W
2xy=0 =0 v y=0 |x=0 y=0 x=0 y=0

r

Y

a fungio fé holomorfa em ﬂ.:tﬁ\{z:x+iyr {y——{] A xE[HE,Z]] W x={]} .

14. Considere a fungfo definida por f(x +iy)= 2.1:" +i 2 " e estude-a quanto 4 holomorfia.
n=0 =0

Resolugdo:

A série E.I" é uma série geométrica de razio x; se |x|< 1, a séric é convergente e a sua soma € a fungiio
n=0

w(x)= I; ,que é diferencidvel em -1 .
-x
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15.

16.

- 1 . .
Analogamente, E y" converge se [yl <1, e nesse caso a sua soma & a fungio v(y)= - que € diferencidvel
- =y
=0

em J-LI[.

Dado que %=B=—%

LS T
e —= %

(1-x)*

5, as condigdes de Cauchy-Riemann sfo verificadas
(1-¥)
seesése (1-x)'=(1-y) . istoé se l-x/=[l-)|, ou seja, x=y ou x+y=2. Como x + y = 2 é uma

condi¢do impossivel, uma vez que x + ¥ = 2 ¢ b'|r.1, a fungdo f é entio holomorfa em

ﬂ={2=x+iy_ Ix!-:]nl}‘l{] A x=y},

.o a I . . .
Mostre que as equaches —=—j— ou — =j— sio equivalentes as condictes de Cauchy-
q quag E® 163: Iy lax q ¢ ¥
-Riemann.
Resolugdo:
Se flx+iv)=ulx,v)+iv(x,y), tem-se
I >
o & o
A e o
dy oy &y

€ assim

J_f—_ji t)iq.[i—_fi.piﬁi—i e i—_ﬂ
d & ok ok & Ty

e oy c dy
Mostre que as condi¢des de Cauchy-Riemann em coordenadas polares tomam a forma

G _1o
dp pof
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Resolugdo:

Sendo fix+ivi=u(x,¥)+ivix,y) com x=pcosd e y=psenf tem-se

e dude dudy o du o dx o oy o o
AR R s+ e B ——— e e = g8 +—pcosd.
d dxap dyap a o HM O T mae v A
Analogamente %:%m&ﬂ+%s«enﬂ e %:"%psenﬂ+%pmsﬂ.
Como u e v também satisfazem as condigfes de Cauchy-Riemann iz% e %=_§" lem-se
M cu che v du u .
= CosB+—senf = il de ond 1
» %lr.'{:vs +arsen e &ipsen9+&p.:os& onde se conclui que
M 1y v _ 1
dp  p b dp paf

17. Seja z=pe'® com p>0 e 0<B<2x. Use o exercicio 16 para estudar a holomorfia da
fungo f(z)=+/z.

Resolugdo:
Como -\||I':m"Ei =JF(m&%+is¢n%) , tem-se f[pef9)=u[p.8)+iv(p.6] com M(;J,E)’:JEOGS%

evipd)= JE sen%. As fungdes u e v 12m derivadas parciais continuas no conjunto {(p,6): p>0na 0<@<2m}

e verificam as condigtes de Cauchy-Riemann

_ 1 B 1
dp 2Jp 2 pae
v 1 a 1 du
—= BN — = ———

# 2fp 2 pob

Entio, a fungio f(z) = N'Z € holomorfaem {z:1>0 e 0 <argz<2n).
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18. Considere a fungéo real definida em R por i (x,y) = y?' - 3x2y. Mostre que « ¢ harménica em
l]l2 e determine as fungoes harmonicas v (x,y) tais que f = u +iv seja holomorfa em C.

Resolugdo:

Cumu
_.-.txy}—_ﬁa—y {x })}——6.}‘
_.2_

2
%(Lﬂ=3fz“3¥2» %{IJ}=6}1

2 2
entio %{x,y} + a—;—‘—{x.y) = 0 o que implica que 1 é uma fungio harmdnica.

EY

Pretendem-se determinar-se fungdes v tais que as condigdes de Cauchy-Riemann sfio verificadas, isto €,

%(I,y}zgfh}'} 5 %{xi}‘}:_%(xs}')-

Asgsim,

%{x,y} =-bxy = v{x,y):—:ixy:-i-r(x) . %{x.y}:—?ry:+c'(x}=—[3}-2—3x2)

onde ¢: IR = R € uma fungdo denvdvel arbitriria.

Entdo ¢ (x) =3x°, pelo que c{x}=x3 +c,com ceR,
Resulta entdo que v (x,y) = -3:«'.}2 + 1 +e. Pelo teorema C.2., ¢ uma fungio holomorfa e consequentemente u e v
siio harmdnicas.

19. Determine a fungdo f(x+iy)=u (x,}-'}+i(x3 +y° —3x%y —3xy?), holomorfa em T, tal que
f(0)=0.

Resolugio:
Para f ser uma fungdo holomorfa em €, tém de se verificar as condigdes de Cauchy-Riemann, isto é,

v du
a? o =

5" » 5 = -% em qualquer ponto de €. Entio,
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20.

v S ST
%J(x,y)-S} Jx ﬁxy-ax(x.y).

o que implica que, ui{x,y)= 3}'21 - - 3x2y +¢(y),onde ¢:IR— R ¢éuma fungiio derivavel arbitriria.

Entio,

L.

Y (x,_v}=6yx—3x2 +'(y)= —%(Jr.y}m—?uc2 +61y+3y2

logo c*'[_‘y):S},l2 e assim t{y]=y3+k, kelR

Como as partes real e imagindria de f (ém derivadas parciais continuas que verificam as condigdes
de Cauchy-Riemann, para cada valor da constante £ a fungio

flx+iv)=(=3xty+30° + ¥ = P+ B +i (27 + ¥ =3Py =30%)

¢ holomorfa em €.
Como se pretende que f(03=0, tem-se &k = (), sendo a fun¢do em questio dada por

Fx+iy) = (-3x%y+ 307+ = ) +i (¥ + 7 = 3Py - 3%).

Sejam u,:R2—R (keIN,) definidas por w(x,y) = x* ~y* . Calcule os valores de k para

os quais existem fungdes fi, holomorfas em @, tais que Re fj =u; e determine-as.

Resolugdo:

Atendendo ao teorema C.4. apenas as fungGes w, harmonicas sdo susceptiveis de ser solugdo do problema.

2 b4
Verifique-se, entfio, quais as fungBes », tais que é,&fzi + %y %"— =0 . Tem-se

2
%(x.y) =kt = ‘;"f (x,y)=k (k—1)x*?

2
%{x.yh—k}*" :%‘%(x,y)=—k (k=1y*2 .
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Entin,

C}zuk Jzuk
6‘1.’2 * ayl

=ﬂ=k(k—|)x"'2—k[k-ny*‘E:nwi{k-])(x“‘z-y*‘z)ﬂﬁ
k=0 v k=1 v x¥*2=y"2 k=0 v k=1 v k=2
Ou seja, os valores de k para os quais pode ser possivel definir uma fungéo f, nas condigdes pedidas sio 0, 1 ¢ 2.

Para f, =uy, +iv; ser holomorfa em € de acordo com o teorema C.2. , u e v devem satisfazer as condigbes de
Cauchy-Riemann em R

%[x,yl = %{x.y) ; %{x.y) = -%(x,y}-

Considere-se k = 0. Tem-se uy (x,¥)=0 e, pelas condigbes de Cauchy-Riemann,

Mo ooy P o P
ax{x.y) 0 %‘(x.y}. @{x.y) dx[xi:f},

logo vy (x,v)=¢ com ¢ €IR . Entdo, para cada valor da constante ¢, € uma fun¢io holomorfa em €.

Considere-se k= 1. Tem-se w (x,¥)=x—7y e, pelas condigdes de Cauchy-Riemann,

ﬂ{x. vi=1 =ﬁ(x. ¥is ﬂ(x.yh -1= il (x,y),

ax ay Iy T
logo

ﬂ(x.}'.‘1=1=='v| (x,¥)=y+c(x)

ay

onde ¢: R — R é uma fungio derivdvel arbitréria, e
&.’l 5 L Ll
—&—[x.y)=c (x)=1=c(x)=x+k comk €R

logo v (x,y)= y+x+k .
Entiio, para cada valor da constante K, flx+i)=x-y+i(y+x+ k") éuma fungiio holomorfa em C.
Para k = 2 o raciocinio € semelhante ao dos casos precedentes.

21. Seja f:Q2cC— T uma fungio holomorfa em £2. Tomando Q= {z: zeQ}, mostre que

2:2" > @© definida por g(z)= f(Z) é holomorfa em o}
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22,

Resolugdio:
Sez=x+iyv e f=u+iv, lem-se

glx+ivy=flx=i) = u(x-y) +iv(x-y) = u(x—-y—iv(x-y)
e g ¢ uma fungiio diferencidvel no sentido de gl
Considerando U (x,v) = w (x,—v) e V{xy) =-v (x—y) vem g (x+iy) = U(xy) + iV (xy).

Como

a
o

¥y
&1%
¥
®|¥
v
>

SRS

sdo vélidas em £2 as condigdes de Cauchy-Riemann para a fungio g,

au gV U av

i Sl v~

Conclui-se assim que g € holomorfa em ﬂ',

Seja f: {2 = €C— C uma fungio diferencidvel em {2 (no sentido de ]Rz} com £2 aberto em C.

Mostre que f & holomorfa em {2 se, e s0 se, % =0,
F

(Designa-se vulgarmente —t?’lj— =0 por equacio de Cauchy-Riemann)

dz

Resolugio:
+z Z+I e 1 dy i

. . Z
Seja z=x+iyicomo x=—— e y=——, resullaque —=—, =5
] Ay 2 T ! az

Entdo

E

-
[]
e

T
)
L]
_—
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Sendo f uma fungio holomorfa tem-se, pelas condiges de Cauchy-Riemann, %_% =0 e %4.%:0
af . df

e —=1() assim —={.
4z ar

Reciprocamente, usando a expressio acabada de deduzir para i?i- . 58 d—{ =1, iem-se i - i =0e & +i =0.
z a3z e dy oy o

Entio as condigdes de Cauchy-Riemann sio satisfeitas. Como, por hipdtese, f € diferencidvel em £2 no sentido

de IRE_ decorre que f ¢ holomorfa em £2 (ver teorema C.2.).

23. Verifique se existe algum dominio néo vazio onde a fungdo f(z)=cosz seja holomorfa.

Resolugdo:
Tem-se
flx=iy) —i{x—iy) ix =y=ix ¥ =¥
Jf‘(ﬂ:cm{x—f}u}:ﬂ te =e.?+ te =e—[ms.::+isen.::]+e—(cns.r—i'scn.r}|=
2 2 2 2
ef Y e¥ 7Y
-~ cosx +i Sen X
i -y P
Como u(x,y)= e te cosx e vix,y)= e ¢ senx siio fungdes diferencidveis em IRE.J" também o é (no
sentido de %),

Entéio, por aplicagiio do exercicio anterior, a fungiio é holomorfa quando % =—sen z = . Resolvendo a equagiio

sen z =0 obtém-se
PLE LT B i x=iy) t_.,'F"'ﬂ ¥ 1

sen I =sen (x —iy) = ——————=0 — _—=[]¢:ae"tcy— ——
25 24 et

=0 &

S e =0 sl o Ay +in)=2kT0, kel o

x=kr, ke ¢ y=0

Entio, o conjunto onde d—{ =-sen z =0 s6 tlem pontos isolados, pelo que nio existe nenhum aberto ndo vazio
Z

onde a fungdo dada seja holomorfa.
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24,
a) Prove que se fe g sdo derivdveis em zje taisque f(zg)=g(zg)=0, g'(z9)# 0 entdo

tim £2 - L%

-z 8(2) B g'(zg) (regra de L'Hospital).

) . senz . l=cosz . et =1
b) Verifique que lim——==1, lim =0 ¢ lim =1,
=0 I =30 z =0 zZ

Resolugdo: .
a) Como f{z5)=g(z9)=0 pode escrever-se,

fa =L L@ ), 2ag gfz}=Mia—an z# 2.
z-1zp -2
Entio
f(z}-f{an}(z_m} Sz} - f(z)
L 1 z=2 o -z  _ f'(z)
lim = lim = lim — —
13 g(Z) 1o 3{2:"'3{10}{2_30} iz, £(2)—81(2n) £ (z9)
z-12 -2

b) As fungdes f(z)=senz e g(z)=z sio deriviveisem z5=0 etaisque F(0)=g(0)=0, g’ (0)#0.

. . sen cos ()
Entio lim—2=220
=0z 1

As fungbes f(z)=1-cosz e g{z)=z sfoderiviveisem 73=0 ectaisque F(D)=g@)=0, g"(M=0.
l-cosz _senl _

Entio  lim = =0.
=0 z 1

As fungdes f(z)=e" -1 e g(z) =z soderiviveisem zp=0 etaisque f(0)=g(0)=0, g’'(0)=0.

Entio lim
=0z 1

25. Seja fuma fungio holomorfa num subconjunto £2, aberto em €. Mostre que se tem

Alf@F =4f ), zeQ.
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Resolugdo:
2
Se f = u + iv, entéio f‘=%+ig—=(} de onde se conclui que F‘Ir"|1 :(.3:_) + [&x
2 2
Por outro lado, sendo .Fi=if]2 =u’ +v* tem-se que Ah:-gx—f + a—;:l

igﬁi + iﬂ:hi.}‘lpi izii + ﬁi glui{.z-pi
A Mk N Kk Kk dudy v &
Consequentemente,
Ph (. Pu (P v Pa (& Pu () P
?‘=E(—é\:—] +2u-é:i.+ ;] 2\-‘5;2- @7= 2[5] + Zﬂ‘gy—f +2[E] +2I’$—
Entdo
2 2z 2 2 ri 2, 2 0 32
o] G5 ) G )3 (3
Como f é uma fungio holomorfa em £2, tem-se que u e v 580 fungdes harmdnicas em £2 e assim
PR ) a2 Eb]z
=2| = w2 ] 2| 2 42| =
A [ax) * [ax] * [ay] [ay
Tendo em conta as condigdes de Cauchy-Riemann, em £, resulta
2 2 2 2 2
AN M O N E 2
=2 = 2| — 2| -—— 2l —| =4|— 4| — | =4|f"
m=2( 3] + [ay]" [ a:] (%) =4(&) [ayj VT em 2

26. Sejam  fi, f>...., f,, fungdes holomorfas num dominio £2 de @ Mostre que, se a fungio

n
g(z)= Z‘fk(gf ¢ harmoénica em €2, cada f; € constante em £2 (1<k<n) .
k=1

Resolugdo:

Se g (z) & harménica em £2, Jl{g{z}]=ﬂ[i|fk Ez}|2]=(}, Viefd

k=1
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Mas, pelo exercicio anterior, para cada z em £,

A[im (z)|2]=n¢- i,gm(zf =0 =4[ @f c0e|f @ =0, k=1,..ne
k=1 k=1

k=1

e 'y (z)=0, k=1..,n

Como £2 é um dominio de ©, as fungdes fp (k=1 ..., u} s#0 constantes em £2 (teorema C.3.).

27. Seja f = u + iv uma fungdo holomorfa num dominio £ de @ tal que
au(x,v)+bv(x,y)=¢, ¥ (x,y)=x+ive 2 , com ab e ¢ niimeros reais ndo simultaneamen-
te nulos. Prove que f é constante em {2 e verifique se o resultado se mantém para a, b, ¢ € C.

Resolugdo:
De au (x,y)+bvix,y)=c deduz-se que

a%{x,}') + b%{x,y) =0 e a%{x,y} + b%{x,y} =0, (x,y)e£2.

Como f¢ holomorfa em £2, usando as condiges de Cauchy-Riemann, as igualdades anteriores podem escrever-se

a%{x,y} - b%{x,y} =0 e a%{x,y} + b%{r,y} =0, (x,y)ei2.

Multiplicando a primeira igualdade por a , a segunda por b e somando membro a membro as igualdades obtidas,
2 g2, 0 2, 2,0
tem-se (a” +b )Ex-(x,y} = 0. Por um processo anidlogo, obiém-se ( a” + b )-?‘_';-(x,y)=0.

Como a e & nio podem ser simultaneamente nulos (pois nesse caso seria ¢ = 0, resulta que

e B
Ebc{'t'y}_ @{XJJ—U. (xr,y)efl.
Entio,

Fiix+iyy= %{x,y} + i%(x,y} =0,% (x,y) €12,

e como £2é& um dominio, f é constante em {2 (teorema C.3.).
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O resultado nfio se mantém se a, b, ¢ € €, uma vez que em C se pode tera @® +&*= 0 com a=0¢c b #(); basia por

exemplo tomar a = 1+, b=1-i.

28. Scja £2um dominio de Cef: {2 — IR uma funcgio holomorfa em £2. Prove que f ¢ constan-

te em £2.

Resolugdo:
Seja f=u+iv;comof(z) eR, VzeL2, tem-se v (x,y) = 0. Entdo,

e o
E(x.y}—gir,y) =0, (x,y)edd.

Tendo em conta as condigdes de Cauchy-Riemann, resulta que

f'(xﬂ'y}—-%:-(x,y] + i%(x.y]:[l, Vix,y) e,

Sendo £2um dominio, f é constante em £2 (teorema C.3.).

29. Scja a fungio f =u + iv holomorfa num dominio 2 de €. Prove que:

a) Se a parte real (1) ou a parte imagindria (v) é constante em £2, entdo fé constante em £2.
b) Se | f | ¢ constante em {2, entdio f¢é constante em {2.

Resolugio:
a) Como f & holomorfa em £2, as condigbes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas por u e v, em £k

o o I
==y, =

=
p» > ay(k-}')— &(I-JL (x,y)efl.

Supondo u (x,y) =¢, ¥ (xr,¥) € {2 c €elR, tem-se

%{x.yhi}:im.y}, M

= == 0=-2y), (wyeQ.

Entio

flx+iy) = %(x.y)ﬂg(x.yhﬂ. (x.y)efl
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e fé constante em £2 (teorema C.3.).
Obtem-se idéntico resultado, se v (x,y) =k, kelR, Vixy) e 2

b) Tem-se mﬂ = 1+ = ¢, em £2, com com € (0,422

Sec=0entio [f|=0 em£2 ¢ f=0,em L2
Se c #0, a equagdo wvi=c pode ser derivada parcialmente em ordem a y ¢ em ordem a x obtendo-se

2uﬁ+21’ﬂ=[} , 2Hi“ +2vi={] = H&—l’ﬂ =0, u%+v%=

e e oy oy dr oy

. . , : du dv . N : )
Este sistema linear homogéneo nas incdgnitas Ex-— —, tem unicamente a solugio nula, pois o determinante
da matriz dos coeficientes é u” +v* = ¢ # 0.
Entio, usando as condigdes de Cauchy-Riemann,

%{x.,ﬂ: %ix.}') =0, %tx,y) = —%Ex,y} =0, (x,y) e,

pelo que w e v sdo fungdes constanies em £2 (ver Apéndice 5); consequentemente, = wu+iv € constante em £2

30. Seja f =wu+iv uma fungio holomorfa num dominio £2, tal que % + i% =0 em {2 Prove
X

que /€ um polinémio de grau inferior ou igual a 1.

Resolugdo:
S-::-a—‘-r-if}i:u entio i=IZJ e i=ﬂ e assim, wlx,¥)=u(y) e vix yvi=wvix).
e dv o oy

Como a fungio f ¢ holomorfa em £2 e as condigtes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas, tem-se

=u‘(ﬁ=‘%=“"“’" isto §, ' () =k=-v'(x).

%I%

Entdo,
' uy)=ky+C e wx)=-ke+C
[}
flx+ivi=ky+C +i(~kx + G )=-ik(x+iy)+(C +iC2), (CeR ¢ C; eR)
& assim,

flz)=Az+C com A==ik e C=C+iC,.

Conclui-se, entdio, que f é um polindmio em z de gran menor ou igual a 1.
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31. Seja F uma fungfo real de classe C ! hum dominio € de IEZ, cujas derivadas parciais nio
se anulam simultaneamente em Q. Sejam £2 um dominio de © e f=uwu+iv uma fungio

holomorfa em £2 com valores em £2 .
Prove que se Flu(x,y), v(x,y)) =0 em €2, entdo a funcio f'é constante em 2.

Resolugio:
Se Fu(x,y)vix,y)=0, (x,v)eil, tem-se derivando em ordem a x e em ordem a y:

JF &u dF dv
c?u rlr xoax
(*) , em £2.
JdF du N eF v o
e dy v o
Sendo f=u+iv holomorfa em {2 tem-se % = %— e % = —%. em £2 | pelo que o sistema (*) se pode escrever
Fh_Hh_,
oudy vy
ey vk
O determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear homogéneo anterior, cujas incdgnitas sio g—- e % .
2 2 .
éigual a [%] +[%) que ¢ nio nulo em £2, pois %f:" e % nio se anulam simultaneamente em £2. Assim,
o sistemna 56 admite a solugio nula em £2, z g Z %

Sendo £2 wm dominio, u e v s80 fungdes constantes em 2 (ver Apéndice 5) e f=wp+iv é constanie em £2.

32. Sejaf= u + iv uma fungdo holomorfa num dominio £2 de €. Mostre que a fungio g =u + iV é
holomorta em £2se, e s6 se, v— V é uma constante real, com V: 2 — IR
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Resolugio:
Como a fungdio f = u + iv € holomorfa em £2, as condigbes de Cauchy-Riemann verificam-se em £2 (ver teorema C.2.):

i'(Jf )= ﬂE-\& ¥h ﬁix. y)= —i{x,y), (x,y)ef2 (%)

pe & FY o

Supondo g = u +iV holomorfa em {2, novamente pelas condigbes de Cauchy-Riemann tem-se

e aVv o av
E{x.,}l—%_—{m]. 5“"}’3'_3(3"”‘ (xy)efl,

Entio, atendendo a (*), resulta que

g—(-ﬂr.y) = %(X.y) . %{I-J’} - g(x.y}. (x,y)ef2.

Primitivando %{z,y] = E(:r._v}, (x,y)e 2 em ordem & varidvel x, obtém-se:

oy
vixy) = Viryl=K(x) (xy)e 2 emgue KKR—R ¢uma fungiio derivivel arbitrdria.

Derivando ambos os membros da equagio anterior, em ordem & varidvel x, tem-se:

i

dv \
a;”’” - E{x.ﬂ-ﬁ (x) (x3¥)e2

Como %{x,_}'] — %[x,y], resulta  K'(x)=0, ¥V (x,y)efl Entio K(x) = k € IR e consequentemente

vy = Ve =k (ke

Suponha-se agora que v (xy) — Vxy) =k, keR, ¥ (xy) € {2 Atendendo a que v é diferencidvel em £2 (porque
& holomorfa em £2), tem-se (ver teorema C.2.)

%iw) =-§r£(x.yl %tw#%u,yl . (nye.

Como se verificam as condigies de Cauchy-Riemann para f, em £2, obtém-se para g as mesmas condigdes,
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%(IJ]=%(IJ}=§—:{LJL %{x.}')=—%(x-y}=—g—r(x1}'l- (r.y)efl,

Novamente pelo teorema C.2. conclui-se que g = & + iv € holomorfa em £2,

33. Seja /= u + iv € uma fungio holomorfa num dominio £2 de € e tal que f mﬂ}(z} =0, ze£2,
Wn e Ny. Mostre que fé um polinémio de grau ndo superior a ne IN.

Resolugio:

A demonstragio é feita ulilizando o método de indugio finita.

Paran =0, tem-se f'(z)=0 em L2e, pelo teorema C.3., f € constante em £2, ou seja, /¢ um polindmio de grau (;
a proposigio é pois verdadeira.

Suponha-se que a proposigio ¢ verdadeira para n =1 (# = 1}, isto € que, sef"(2)=0, z2 Q entdo fé um polindmia
de grau menor ou igual a (n —1), e demonstre-se que a proposicio € verdadeira para n:

Como f"*V(z)=0 & equivalente a (') (z)= 0. pela hipétese de indugiio f' é um polindmio de grau ndo
superior a (r —1), donde se conclui que f ¢ um polindmic de grau nio superior a n; a proposicio € pois verdadeira

para A.

34. Seja u(x,y) a parte real de uma fungio de classe c? , num dominio £2 de €. Determine uma

fungdo g holomorfa em € tal que

Rf;g-rﬁ+'&E

de "oy

Resolugio:
Seja z=x+iv. Sendo fholomorfa em £2,

Fay=fla+iy)= %{x.y%f%u.y}, (x,y) £,

logo

gr=x+iy)f (x+iy)= [XE-I-}&)’]& ¥+ {}E—Ig]{x ¥ (nyleld

Basta entiio considerar g(z) = zf ' (z) , fungiio holomorfa em £2 (fé de classe C em ).
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35. Seja u : IFLZ’\{(D,U}}—}IR definida por u (x,y) = log (x% + },2 ). Prove que ndo existe uma fun-
¢iio v(x,v) harménica tal que f=u + iv seja holomorfa em £2.
Sugestdo: Suponha que existe V(x.¥) ¢ defina uma fungiio g, g:[02r]=R por

g(f)=v(cost,sen ). Deduza uma contradi¢io que invalide a hipétese de existéncia da funcao
vixy).

Resolugdo:
Suponha-se que existe v (x,¥) harmonica tal que f = u + iv seja holomorfa em £2,

A fungdo g, g:[0.2r]— R definida por g (1) = v (cosr.senr) écontinua em [0,27] e diferencidvel em J0.2a[ .

Tem-se

de - [[i}) (¢ m}]-[[i,—"] m} N [[ e mm}} [[;*] } -
-.[[g][xm}-u ](—sen ) [[ ]{ (:m))] (cos 1), e Jo2a].

Como v étal que f=u+ iv € holomorfa em £2, u e v verificam as condigfes de Cauchy Riemann ¢ assim

98- [[j;](x(; ,};J (esen }[[ }{ (r:wn] (eos1)-

= _[ 2 2:'}]2 ] {—sent) +[ lei:yz ] {cost) =

2 2
2 sent 2 cos™ ¢
=—5 5+ - —=2, re J0,2xf.
sen“f+costt  sen‘r+cosTt

Entdo g & crescente em [0,27] , o que é absurdo, uma vez que g(0) = g(2n) = »(1,0) . Conclui-se entiio que nio
existe v(x,¥) nas condigtes pedidas.
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Capitulo

INTEGRACAODE FUNCOES COMPLEXAS

A. Curvas no plano complexo. Integral de linha

— Definigao Ad.

Sejam a,b € R com a £ b. Chama-se caminho em € a qualquer aplicacio continua 7y: [a,b] — C.

O conjunto imagem de 7, isto €, o contradominio da aplicagio, chama-se curva ou linha em
C e representa-se por ¥*. A continuidade da aplicagdo e a compacidade do intervalo garantem que
y*=7([a, b]) é um conjunto compacto. (Se @ = b, a curva correspondente reduz-se a um ponto.)

A equagiio ¥ (1) =x (1) + iv (1), r €la, k] ¢é chamada equacgdo paramétrica da curva.
A varidvel r designa-se por parimetro do caminho ¥

Geometricamente,
y A +b)
14 i)
—
, 4@}
CIIE i b i 0 X
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Ohbservagio :
Por abuso de linguagem ¢ desde que dai niio resulte gualguer ambiguidade, ¢ frequente usar-se o termo «curvas

ou «linha» para referir tanto o caminho y (aplicagiio) como o subconjunto y*= }'[[a.b]} € usando-se até o

mesmo simbolo para designar o caminho e a curva ou linha, Assim, emprega-se a expressio «z estd sobre p= em
vez de «z estd sobre a curva correspondente a ¥ ».

Exemplo A.l.
A pardbola de equagio y = 1%, xe R, pode ser representada parametricamente por

)=t

(=1

com § € R

Considerando em © o caminho y: [-1.2 | — @ definido por y(r)=r1+1 rz, obtém-se uma curva correspondente
an arco de pardbola entre os pontos 2y =y(-1)=-1+i ¢ z,=y(2)=2+4L

Geometricamente,
M
. 1§ S
Y
I
i
=i !
e ————— ! 1 5
-1 0 1 2 -1 2

Definigdo A.2.
Um caminho ¥ : [c.d] — @ diz-se uma reparametrizacio do caminho ¥ : [a.b] — € se
existe uma fun¢io @ [c,d] = [a,b] , continua e com derivada positiva, tal que y; =y @ em e d].

Observagiio:
Como a fungiio ¢ : [c,d] — [a,b] & continua ¢ tem derivada positiva, ela tem inversa continua ¢ com derivada
positiva e € lal que y=¥, ncp" em [a.b] . Entdo, yé também uma reparametrizagio de 7).

Exemplo A.2,

A circunferéncia de centro em zp= 0 ¢ raio I, por exemplo, pode ser determinada pelos caminhos
yilty=cosr+isent, t€ [027] e ya(t)=cos(2t)+isen (2t), t€ [0,x]. Note-se que ¢ [0,27] —» [0,7 ]
definidapor @) =t2étalque ¥, =¥209 € Y2 =Y, n(ﬁ": o caminho ¥, constitul pois uma reparametrizagio
do caminho ¥, ¢ reciprocamente.
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— Definicdo A.3. —een

Seja ¥: [abp] = € um caminho em €. O ponto A = ¥(a) ¢ designado por ponto inicial ou
origem da curva gerada por ¥; o ponto B = y(b) ¢ designado por ponto terminal ou extremidade
dessa curva. (Usa-se por vezes, a designag¢io «extremidades» para referir simultineamente
o ponto inicial € o ponto terminal de uma curva.)

O sentido da curva gerada por ¥ € «de A para B».

O caminho —y, definido por (=9 (1) = y(a + b—1) , t €|a, b] , define sobre a mesma curva um
sentido inverso ao da anterior.

Quando a origem e a extremidade de uma curva coincidem, isto é y(a) = y(b), a curva diz-se
fechada. O seu sentido diz-se positivo ou directo, se é o sentido contrdrio ao dos ponteiros de um
relogio, e negativo ou indirecto, no caso contrdrio.

Se y(1)) = y(t;) apenas quando { = iy, com fy, t5 € |a. b[, a curva diz-se simples.

SeP=y{t))=...=y(@,)com a<t)<..<t,<bh t|, .. 1, inicos, o ponto P diz-se
de multiplicidade n.

Um ponto de multiplicidade 1 diz-se um ponto simples.

A figura seguinte ilustra duas curvas com pontos miltiplos, sendo a primeira aberta e
a segunda fechada; em qualquer delas o ponto P é de multiplicidade dois e o ponto O é

de multiplicidade trés, p

P Q“"\,B 0
foi@ A:Bl

Exemplo A.3.

A curva definida no exemplo A.l. tem o sentido de z; = —1+ i (origem) para z, = 2+ 4i (extremidade).
0 sentido da curva fica assim determinado de z) para z,. A curva com o sentido de g, para z) ¢
definida por (=9 () =v(1-0=1-1 +i (1=, re[-1,2].

Exemplo A.4.
Sejam z, e z, dois pontos de © ; o segmento de recta com origem 2z, ¢ extremidade z, pode ser representado

parametricamente pelo caminho

Y=z, +t(z;— 2010, 1] ou yH=z(l-n+tz,. 1[0, 1]
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Exemple A.5.

O caminho y(1) = 75+ re", tefa B ¢ 0% o< B< 2, define um arco de circunferéncia de centro Ig eraior,
de origem ¥(e) e extremidade ¥ (). Quando er=0¢ =27, tem-se ¥(e) = ¥(B) e a curva definida ¢ fechada
{trata-se da circunleréncia completa) e descrita no sentido positivo.

Observe-se que ¥,(f) =gy + re™, 1[0, 27| representa a mesma circunferéncia, mas descrita no sentido negativo.

— Definigdo A4. -
Sejam ay, by, ay, bye R tais que by <ase sejam ¥1:[ap.b)| > Ce ¥y :[ay. by ] = € dois
caminhos em C tais que ¥;(bj)=7¥2(az). Chama-se justaposicio de y; e ¥, ao caminho

Y 1[ﬂ1vb| +b; —dp_] — @ definido por

r1(r) ser€ [ay,b]

r(0)= ¥alt+ ay— by) sere [b1vb|+5’2_“2]'

Escreve-se neste caso ¥= ¥y v ¥».

Geometricamente,
y M '}&(bﬁ)
¥
——
Hib) = plaz)
. , > Nilay)
@ by+b, —a; 0 X =
Observagiio:

1. Na definigdo de justaposicdo dos caminhos ¥, : [a1,by] = Ce y,: [a2,52] = Tsupie-se b, < a,. Esta condigdo

€ garantida mediante uma parametrizagio conveniente dos caminhos em questio,
2. Se yé um caminho definido em [a,b] e ¢ €[a,b] , demonstra-se facilmente que as restriges de ¥ a [a,c] e
a |c,b] sfo dois caminhos cuja justaposigiio coincide com

Exemplo A.6.

Sejam y,(f)=t+ir*, 1e[-12] e ¥2()=(r=1)+i4, 1<[34]: 7, €acurvado exemplo A.l & 7, & 0 segmen-
toderecta y=4 entre os pontos 2 +4i & 3 + 4i; tem-se ¥, [2) =¥, (3} . A justaposigio dos dois caminhos pode
entio ser definida pelo caminho
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- Definigdo A.5.

)= ¥i(r) ser € [-1,2]
Tl Falt+ 1) set € [2.3].

Geometricamente,

Uma curva ¥ diz-se regular se as duas funcdes reais que a definem parametricamente, x(f)

e y(f) com { €[a,b], sdo fungdes com derivada continua no intervalo [a,b].

[
Observagio:
Seja ¥()=x(r)+iy(f), com 1€[a,b]. Identificando a curva y com o correspondente subconjunto de ®,
a condigdo exigida para yser regular (derivadas continuas em [a,b]) garante que ela é rectificivel, isto é, o seu

comprimento é finito e dado por
2 2
18" @]
a |\ di dt

Pondo dz = dx + idy, tem-se que [ = j: [y () de = Lidz| .

|

di = I: [ () de .

Exemplo A.7.
A curva representada parametricamente por

x(t)= 2cost
com 05153% -

¥(r)= 2senr

¢ uma curva regular,

in 1 Iz
0 sew comprimento ¢ L= Juﬁ (45:;111:4 4:032t]2dt= J02 2dr= 3m.
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~ Definigdo A.6.

Uma curva ¢ seccionalmente regular em [a,b] se existir uma decomposigao do intervalo

[a,b], a= ty< t; < ..< 1,_, < t, = b tal que as restrigdes Y i [ 7= O oo k=1

n ’rﬂ

sdo curvas regulares, isto €, o conjunto de pontos de [a, b} em que ¥nio é regular € finito (eventu-

almente vazio).

Exemplo A8,
Uma linha obtida por justaposiciio de segmentos (linha quebrada ou poligonal) € uma curva seccionalmente

regular.

Observagio:

O matemdtico francés Camille Jordan, ao demonstrar a possibilidade de efectuar uma particio do plano & custa de
uma curva simples fechada orientada no sentido positivo (curva de Jordan), permitiu redefinir o sentido da
curva, Deve-se a este malenuitico o teorema seguinte cujo enunciado parece dbvio, mas que tem uma demonstra-
¢iio particularmente laboriosa (ver, por exemplo, Thron, W. L. fntreduction to the Theory of Functions of a
Complex Variabie):

Teorema da Curva de Jordan: Seja ¥y uma curva simples fechada do plano. A curva ydefine uma partigio do
plano em trés subconjuntos disjuntos dois a dois:

(i) A curva ¥ (conjunto fechado e limitado).

(i) O interior de ¥ {int 9 (conjunto aberto e limitado cuja fronteira é 7).

(iii) O exterior de ¥ (ext 7 (conjunto aberto e ilimitado cuja fronteira € 3.

Geometricamente,

(Note-se que o5 termos «interiors e «exteriors ndo estio a ser usados no sentido topoldgico.)

Definicao A7,
Sejam vq: [a,b] > @ e 7: [a.b] = € dois caminhos em €; j, diz-se homotépico a ¥
num subconjunto £2de € se existir uma fungdo continua H:[a,b]x[0,1] 42 talque H(1,0)=7(7)

e H(t,1)=7,(¢) para V1€ [a,b]. A fungio H chama-se hometopia entre 3¢ 7.
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Se H(a,s)=A e H(b,s)=B, ¥se |0.1], a homotopia diz-se de extremos fixos.
A homotopia pode ainda ser de caminhos fechados: neste caso, a fungio definida em [a,b] por

t — H(t,s) define uma curva fechada, isto é, tal que H(a.s)=H(b,s), Vse [0.1].

Observaciio:
1. A definigio de homotopia dada introduz no conjunto dos caminhos definidos num intervale [a,#] uma relagiio

de equivaléncia (ver exercicio 3 desie capitulo).
2. Dizer que dois caminhos sio homotdpicos & equivalente a afirmar gue se pode delinir uma familia (continua) de

caminhos ¥ [a.b] — @© que, por assim dizer, «comegax em ¥, ¢ «acaba» em . Na figura representam-se

05 trés tipos de homotopia definidos em A.7.

¥ A - .

[ =
{ ==, | Homotopis
H T omotopia
‘\'_’r-_-\“'\ .-.-"f
/ G ;
¥ T
) I .
y I Ir" ir‘; i
| ! —— | Homotopia
—_ i —=" | de extremos fixos
H "\ P YD /
— - —-—
0 a b X ) =
Y
\ A
4 4 — ¥ Homotopia
[ {‘I:':}\ I de extremos
o S _JIT| !
i 4 fechados
™ L\_“____r‘
o
Definigdo A.8.

Um dominio diz-se simplesmente conexo se toda a curva simples fechada nele contida é
homotdpica a um ponto. Um dominio que ndo € simplesmente conexo diz-se multiplamente conexo.

Observagiio:
Da definicio anterior decorre que:
1. Qualquer curva fechada contida num dominio simplesmente conexo tem o seu interior contido nesse dominio.

2. O interior (em ©) de uma curva simples fechada é um dominio simplesmente conexo, cuja fronteira € a propria

curva. Em particular, um disco aberto € um dominio simplesmente conexo.
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Exemplo A.9.

Verifique-se gue o plano complexo © ¢ simplesmente conexo; para isso, basta provar que toda a curva simples
fechada é homotdpica a um ponto.

Sejay: [a.b] - @ qualquer curva fechada de © e ¢ um ponto interior a 7. Seja i1 [a,b]x [0, 1]— T definida por
H(t,s)=sc+(1-5)y (t);tem-se H (1,0)=y (1) e H (1,1)=c e paracada r€ [ab], H(t.5): [0,]] > Cde-
fine o segmento de recta que une () a ¢ A fungio H define uma homotopia de caminhos fechados entre ¥ e c.

Exemplo A 10,

O dominio D= {ze ©: 1< |z < 2} é conexo por arcos (isto &, quaisquer dois dos seus pontos podem ser ligados
por uma curva nele contida) , mas nio é simplesmente conexo (& possivel definir no conjunto curvas fechadas
cujo interior néo estd contido no conjunto).

Observagio:
Recorde-se que se um conjunto € conexo por arcos também € topologicamente conexo, Porém, a condigdo reciproca

nio € verdadeira (salvo se o conjunto € aberto). Recomenda-se a leitura de Willard S., General Topology, cap. 8.

~ Defini¢do A.9.
Seja f:la.b]cR— €. f(1)=u(t)+iv(t). Se f € uma fungio continua em [a,b], define-
-s¢ integral de fem |a,b) por

Ef (r)dt = ,[bu (£)dt + EJ:v[r)d;_

a

=
Observagio:

() integral definido goza das propriedades usuais do inlegral de funges reais. Em particular a lineanidade verifi-
ca-s¢ com constantes CGITIPIBMS.

w Definicdo A.10. oo

Seja fuma fungdo complexa de varidvel complexa, definida num dominio £ de ©
e ¥:la, b]— © uma curva regular contida em £2 tal que f é continua sobre ¥, isto €, tal que
@ (1)= /(¥ (1)) ¢ continua em [a, b].

Define-se integral da funcio f ao longo da curva ¥ por

[ fexie=[ 1oy O
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Observagio:

1. A continuidade da fungiio fsobre acurva ye a continuidade de ¥ ° (¥ regular) garantem a existéncia do integral

Jo1tr O (.
2.8¢ f(z) = f(x+iv)=u(x.y)+iv(xy) eyédefinido por v (r)=x()+iv(r). 1€ [a,b], tem-se
y (=2 ()+iv (e de=x(t)dr, dv=y(r)ar,

Entiio

[ £ @= [0 Or@ar = [Tle@y ) GOy ONe ) i =
I Gy )X O 0O O )y Oy O+ v (<0 ) Ol

e finalmente
fr fz)dz = J-_r (reclx = vy} + ijr(1~dx +udy) = L (14 + iv){dx + idv).

Assim,

Re [J-r f{z}dz} = Jr{ud.:; —vdy) ¢ Im [j‘rf[z}dz} = L (vedx + udy) .

Exempio A.11.
Calcule-se L 22dz onde ¥ €0 segmento de recta que une os pontos zp =—{ e g =2+ , oricntada de g para z.

A fungio f(z)= z* ¢ continua sobre ¥, que & regular e pode ser representada parametricamente por

|‘Tm=' .refo.2]
Wi)=r—-1
isto €,
Pl =r+i(i=1).0€[0,2] e y'(f)=1+i.
Assim,

. 372
L_f‘(z]ld: :jﬁ [r+i(r- DI +j}d';=|: lL“{;_l)]] _

0

. ,
J @) al_ seld-o-i-i 24100 2. 0
3 3 3 3 3

Exemplo A 12

Caleule-se J ldz onde ¥ ¢ a circunferéncia de centro na origem e raio 1. orientada no sentido positivo. Uma
rz

representagio paramétrica de y é dada por ¥ ()= el re o, 2x].
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A funcio f definida em €0} por f(z)=— é continua sobre a curva regular 3. Entio,

t | =

2 . 2
L jx L el = jﬂnir!r=2:rf_

—i
rr L

Exemplo A.13.
1

Generalize-se o exemplo anterior ao integral f dz onde yé a circunferéneia de centro g, ¢ raio r, orien-
¥

T=

tada no sentido positivo, gue tem por representagiio paramétrica

y()=zo+re™, te [0, 2x].
Entio

2 .
j ! d'z=_[ n%i!‘e‘"dr=2m'.
Y= 2y 0 pe

Teorema A.l.

Sejam ¥ (1), € [a,b],e B(r), t € [c,d], duas parametrizagGes de uma curva regular ¥ Seja f con-
tinua sobre . Entio J:r f(2)dz= Iﬁ f(z)dz, isto é, o integral é independente da parametrizagio considerada.

Demonstragdo:
Seja @: [a,b] > [e,d] uma aplicagiio com derivada continua e positiva em [a,b]. tal que

B@)=7 (¢ (). t€ [a.b]. Entio,

Jsr@de=["r (BO)B 0= [y (0 )7 (0 )9 (1)t =

b
= _L F (7 (s))y' (s)ds (efectuando no integral a mudanga de varidvel s = @ (1))

=], 1 ().

Os dois teoremas seguintes tém demonstragdes andlogas aos teoremas correspondentes para

fungdes de varidvel real.

Teorema A.2.
Sejam fe g fungdes continuas sobre uma curva regular . Entio,

[(F+8)@de=] f(z)de+] 2()dz.

it ST FEP D REFICIRRIEE
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A T TR et L el LR LT ST A A T

Teorema A.3.
Sejam f uma fungdo continua sobre uma curva regular e o uma constante complexa. Entao,

[@N@dz=a] f ).

Ll

]

Teorema A.4.
Sejam ¥ : [a, b]— € uma curva regular e f uma fung¢io continua sobre a curva y. Sejace R

talque a< c< b esejam Y1=Y{ac] © Y2 =] [e] (y=7%,v7¥2). Entio,

[f@dz= [ f@)dz+] fz)dz.

Demonstragdo:
A existéncia de J f(z)dz e JT f(z)dz estd garantida, uma vez que f é continua sobre
T 2
as curvas regulares y; e 7.

Suponha-se que as curvas ¥; € ¥ sdo, respectivamente, representadas parametricamente por

7©= 10+ 0. 1€ ac] e 7200= O+ v2() 1€ [eb]
o {?1(1}. te [ac
7200 1€ [cb]

representa a curva ¥y = ¥, v ¥,. Assim, usando a propriedade da aditividade do integral para
funcdes de uma varidvel, tem-se

J, 1@z = [ (@) = [ 1@y @+ [} @)y (e =
=[S (1) +Jff{m:})y p(dr=[ )+ [ fledr.

Observagiio:

Este teorema pode ser generalizado ao caso da justaposi¢iio de qualquer nimero finito de curvas regulares. Fica
entdo estabelecida a existéncia do integral de linha ao longo de qualquer curva seccionalmente regular.
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Exemplo A.14.
Seja ya curva representada na figura.

}2+1E

OT’E X

Esta curva pode decompor-se na justaposigio de duas curvas ¥, e ¥, em que ¥ é o segmento que une z) =0
a z =2definido por ¥, (1) =1+i0, te [0,2].¢ 7, € 0 segmento que une 2, =2 a 2, =2+2i definido por
Y2 (1)=2+ir, 1€ [0,2]. Como as curvas ¥, € ¥ sdo regulares, a curva ¥ = ¥, v ¥, ¢ seccionalmente regular.

Atendendo & continuidade de f(z) = z sobre a curva ¥, 0 integral L zdz existe ¢ tem-se

2 a2
_L zdz = Lﬁ zdz*l-_[hzdz:_[; rdrf_[;{2+ it)idr = {§L+ [@] = 2(1+ i)

n

| Teorema A.5.

Seja f uma fungio continua sobre uma curva seccionalmente regular ¥ Entéo,
[, f@dz=~] f(2)dz.

Demeonstracao:

Seja y definida por y(1)= x(t)+iy(t), t € [a,b], descritade A=7y(a) para B=y(b) e -y
amesma curva mas descritade B = y(b) para A =y(a), parametrizada, por exemplo, por y(-r)
comt &[-h,—a]. Tem-se

[, 1@ue= [, o)y (-0t = (oW @ = -], 7@z

el

i Teorema A.6. (Teorema fundamental do cdlculo integral)

Seja f uma fun¢do com derivada continua num dominio £2 que contenha uma curva

seccionalmente regular % com origem z; e extremidade z,, entdo j-y f'(2)dz= f[zz}— f(zl).
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Demonstracao:

Seja z=7(t). t € [a,b], a representagdo paramétrica de ¥: tem-se z) = y(a) e 2= ¥(b). Logo,

[, 7 @de= L7 oy e = [ 7 [r O =[7 (7 )] =
= flr®)- flr@]= f(z2)- f(a).

O teorema anterior pode enunciar-se na forma seguinte, que facilita a sua aplicagio pritica:

! Teorema A.7.
Sejam fuma funcdo continua num dominio £2¢ ¥ uma curva seccionalmente regular contida
em (2, de origem z; e extremidade z;. Se existe F derivivel em £2 tal que F' =fem £2, isto ¢, se

fé primitivivel em £2, entdo

L,f{z)dz = Fz2)- F(z1).

Observagiio:

Ao valor F[zz}—.f-"{zl] & usual chamar-se variacdo de F ao longo da curva 7 ¢ geralmente escreve-se
I

[FR)] = Flzz) - Flz).

MNote-se ainda que, nas condighes do teorema A7, o valor do integral 56 depende das extremidades da curva ¥,

pelo que, se se utilizasse outra qualquer curva com as mesmas extremidades, o seu valor seria invariante. Traduz-
-se este facto dizendo gue o integral & independente do caminho considerado e usa-se muitas vezes a nolagio

IT f(2)dz = Fz3) - F(z).
O resultado seguinte decorre imediatamente do teorema A7,

Coroldrio:
Se f é uma func¢do continua e primitivavel num dominio £2 ¢ ¥ uma curva fechada

seccionalmente regular contida em £2, tem-se Jy f(2)dz=0.

Observagio:

Este teorema € particularmente importante na teoria das fungbes complexas, mas s6 se aplica a fungdes para

as quais € facil calcular uma primitiva. Por exemplo, no cilculo de L sen {zzjdz onde ¥é uma curva fechada
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seccionalmente regular, ndo & fécil calcular uma primitiva de f(z) = sen 2% Ver-se-d no proximo capfiulo como
se poderdo tirar conclusdes sobre o valor deste integral.

Exemplo A.I5.
Calcule-se L zdz onde € a curva indicada no exemplo A.14.
2
Como a fungiio f definida por f(z)= z, ¢ continua e primitivivel em Ce F(z)= % ¢é uma sua primitiva,

o teorema A.6. garante que o integral € independente do caminha, pelo que

24 20

2+ 24 2
J, ste= [ o= Hﬂ

- {_2"_22"_}: 21+ i)

Teorema A.8.
Seja fuma fungdo continua sobre a curva regular ¥ de comprimento L. Entéo, se fé limitada

sobre % isto &, se existe M € R™ tal que |f(z)< M. Vz€ ¥, tem-se _I;f(z)dz <ML,

Demonstracdo:
Basta ter em conta que

I, @=L op Oad < [ ey @< ]!ty e =

Exemplo A.I6.

Considere-se o integral j -lz—a‘z , onde ¥ € o arco da circunferéncia de centro na origem e raio r (r > 0) situado
Yz

.
no 1.° quadrante: f(z)= — € continua sobre a curva regular ¥ tendo-se ainda |f[z] = I%{ - -ly =M,
F ol r

' . . . . . T
para ;e y° . Por outro lado, o comprimento deste arco de circunferéncia é [ = _2-.- .

1 T 1 n
I—zdz ﬂ—?—zz—
¥z 2 F

Assim, .
2r
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B. Teorema de Cauchy

T e e e e

| Teorema B.1. (Teorema de Cauchy - 1.“ versao )

Se f¢é uma fung¢io holomorfa num dominio simplesmente conexo £ e ¥ € uma curva simples
fechada seccionalmente regular contida em £2, entio

[ f(2)dz=

Demonstracdo:

A demonstraciio deste teorema é devida a Goursat, razédo pela qual ele € por vezes referido
como Teorema de Cauchy-Goursat. E uma demonstragio bastante longa, baseando-se em
sucessivas aproximacoes da curva por linhas poligonais nela inscritas. Tendo-se optado por
nio a incluir neste texto, recomenda-se para o seu estudo a consulta de Marsden, I. E. Basic
Complex Analysis. i

e T T ATt e 8« SR

Observagao:

No caso particular em que a fungéo f tem derivada continua em Q,isto é, f & €'(£2) ademonstragio do teorema
de Cauchy decorre do teorema de Green no plano: Se P e {0 sio fungbes continuas com derivadas parciais
continuas num dominio D de IR e na sua fronteira C, curva fechada orientada no sentido directo, entio

I[Pcfx+ﬂ'r.r'\, ﬁ‘ [3‘: f;f] dxdy.

Com efeito, tendo em conta a definigio A.10 e a observagio 2 que se lhe segue, tem-se

J flz)dz= [ud‘A - vdy) + aj udy + vdx) .

Por aplicagio do teorema de Green no plano:

J' (nddx = vely) = ﬂm[—z— —} dudy ¢ | (wdy+vir)=[[ ( E—%’—} dxdy.

Como f ¢ holomorfa em £2, as condigbes de Cauchy-Riemann sio verificadas, e assim L flz)dz=0.

De acordo com a defini¢io de holomorfia dada no Capitulo 2, e observando que o interior de
uma curva simples fechada é um dominio simplesmente conexo, o teorema de Cauchy pode ser
enunciado na seguinte forma:
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Teorema B.2. (Teorema de Cauchy - 2.” versao)
Seja ¥ uma curva simples fechada e f uma fungio holomorfa sobre ¥ e no seu interior.

Tem-se entio

_[Tf(a)dz =0.

Nota: O teorema de Cauchy pode generalizar-se facilmente ao caso em que ¥ € uma curva fechada

que se intersecta a si propria um nimero finito de vezes. Com efeito, pode dizer-se que essa curva
consiste num nimero finito de curvas simples fechadas, podendo aplicar-se o teorema B.1. a cada

um destes elementos simples fechados. No caso em que a curva fechada ¥ se intersecta a si propria

num nimero infinito de pontos ainda se tem -[i' f(z)dz=0, mas a demonstragdo ¢ bastante mais

claborada (ver Marsden, J. E. Basic Complex Analysis).

Tem-se entdo a versao mais geral:

Teorema B.3. (Teorema de Cauchy)
Se f € uma fungdo holomorfa num dominio simplesmente conexo £2 e ¢ uma curva fechada
seccionalmente regular contida em £2, entdo

f},f{z)dz=0- 1

Exemplo B.1.

Calcule-se L e“dz, onde ¥ & qualquer curva fechada seccionalmente regular contida em ©. Sendo a fungiio

integranda inteira, tem-se, pelo teorema B.3., Ir etdz=0.

Exemplo B.2.

Pode concluir-se, por aplicagiio do teorema B.3., que @€Y {Zu}' zg € €, ndo é um dominio simplesmente conexo.

1
Por absurdo, se ©\ {za} fosse simplesmente conexo, como f(z)=—— ¢ holomorfa em €\ {zﬂ] , 0 integral
I—3p

Ji! wler seria nulo, quando o sew valor € 27 (ver exemplo A.13).

Os dois teoremas seguintes sio consequéncia do teorema de Cauchy.



Teorema de Cauchy 123

Teorema B.4.
Seja f uma func¢do holomorfa num dominio £ simplesmente conexo e sejam z; e z; dois

elementos de £2 Se ye n sdo duas curvas quaisquer em £2, unindo z; e z), entdo

bl

j:, f(z)dz = fn f(z)dz .

Demonstragdo:

Seja f=7yv(-n); B € um caminho fechado contido em £ tendo-se, pelo teorema anterior,
dz=10.
Jﬁf (2)
Entio, _I-ﬁf(z] dz= j-yfl:z) dz— _I.nf(z] dz =0 de onde se conclui que

@) dz= f(e)dz.

Observagio:
Para as fungfes nas condigdes do teorema anterior a integragiio € independente da curva, dependendo apenas das

suas extremidades, o que dd sentido i notagiio I: fl:z)dz :

Exemple B.3.
Tendo em conta o teorema B 4. o integral do exemplo A.14 pode ser obtido integrando ao longo do segmento que

une z; =0az,=2+2i, que pode ser representado parametricamente por 7y ()= 1(2+2i) com re[0,1]:

_fT zdz= IT_zdz = _ﬁ:(z +20)¢ (24 2i)dt = (2 +2i)2j;:d: =2(1+i)

RSP,

Teorema B.5.
Seja f uma fungio holomorfa num dominio simplesmente conexo £2. Entdo existe uma fungio F

holomorfa em €2, inica a menos de uma constante, tal que F' = f,isto é, f admite uma primitivaem £2.
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Demonstragdo:

Fixando u€ €2, seja F: Q2 — € definida por F[g):_[ff(w}dw, em que j: designa

o integral ao longo de qualquer caminho unindo « a z, que existe porque £2 ¢ conexo por arcos.
Entio, para Vz, ve £2, tem-se

s “flw)dw— [ fon)ahw Fwkdw+ [ F(w)d— f()z—v)
F= ) )= k — { e L) -
 [rOdwe— f0)a=v) [ FOsdw— 1) dw [ 1(00)= 1) diw
=V =V FAl -

Como f € uma fungdo continua, tem-se

Ye> 0,38> 0:wvel e lw- v|<d=|f(w)- f(v)<e.

B ¢
i -

P Y
~ i
i/ [
s i
\ v ol
\ {
Y u i

e ——————

Sendo £2 um conjunto aberto e z suficientemente proximo de v, tem-se {z eV < 5} c 2,
fazendo sentido integrar ao longo do segmento que une v e z. Como w pertence a esle segmento, é
ébvio que |w—v|<|z—v|< &, obtendo-se

_ Fly zf wl— f(v))dw 2V
F@)= F() _ f(v,{: N '1._).; ) |£ 0= 16) |dws
£— Vv —v ‘ |z 1"|
< 1 : V= - V=
_\z—*’lj“sm |2- v\fiz =

isto &,

tim F&=FO) _ g,

I I— Vv
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Entdo, F ¢ uma primitiva de f.

Se G ¢é outra primitiva de f em €2 tem-se (F—G) =f-f=0¢, sendo £2um dominio, F -G
¢ constante em £2.
Demonstrou-se assim que F é holomorfa em Q e (F'= f), sendo F tinica a menos de uma

constante.

Teorema B.6. (Teorema da deformacao)

Seja fuma fungdo holomorfa num dominio £2 (ndo necessariamente simplesmente conexo).
Para qualquer par de curvas fechadas y e 3, seccionalmente regulares, e homotdpicas em £2,
tem-se

[, 1@)dz= [y f(z)az.
Demonstragdo:

Sendo as curvas ye 8 homotdpicas, é possivel definir uma curva 7 unindo um ponto de ¥
com um ponto de § como se representa na figura.

Seja o a curva fechada formada pela justaposi¢do dos caminhos ff, 7, =y e =7, tem-se entao

[ f@de= [ f@)de+ [ f@)de+ [ f@)dz+ [ 1(z)dz.
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Pela nota da pdgina 122, tem-se ja f(z)dz=10 e, consequentemente,

jﬁf(z)dz"‘_L_f(Z)dz+_[_yf{z}dz+j_rf{z}dz=u_

Assim,
J‘Tf(z)dz=jﬁf(z}d2-

Observagio:

Se ¢ uma curva simples fechada em €, ela é homotdpica a qualquer circunferéncia contida no seu interior.
Assim, pelo teorema anterior, o integral de uma funglio holomorfa ao longo de uma curva simples fechada,
seccionalmente regular, é igual ao seu integral ao longo de uma circunferéncia conveniente.

Exemplo B.4.
o

Pela observagiio anterior, Jlr z_z =2mi, em que yé qualquer curva simples fechada, seccionalmente regular,
-2

contendo z; no seu interior (ver exemplo A.13}.

~ Definigiio B.1.

Sejam ¥, 7, ..., ¥, curvas simples fechadas, seccionalmente regulares, tais que 7, ..., ¥, estdo
no interior de 3. Chama-se bordo orientado 4 reunido finita I'das curvas ¥, §,, ..., 7. as quais sio
descritas de forma a deixar 4 esquerda os pontos do dominio por elas limitado.

Tem-se a seguinte generalizagio do teorema de Cauchy a dominios multiplamente conexos:
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Teorema B.7. (Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos)

Seja I"um bordo orientado e f holomorfa sobre I” e no dominio (multiplamente conexo)
limitado por I Tem-se IF f(Z)dz= 0.

Demonstragdo:

Seja I"constituido pelas curvas simples fechadas, ¥, ¥}, ... ¥, Considerem-se n pontos a, ..., a,
sobre ¥, e n curvas Ty, ..., T, unindo esses pontos a pontos by, ..., b, sobre as curvas y;, ..., ¥,
respectivamente. (A consideragiio das curvas Ty, ..., T, tem sentido, uma vez que a curva y €
homotépica acadaumadas curvas y,. ..., 7). Designe-se por (a;, bj} a parte da curva ycompreendida
entre 0s pontos a; ¢ by.

A curva

I*=1,vy, v(—rl)v(a;,az)vrz vy v(=ta)v(az.az )v.vt, vy, v(=t,) v (ap.a)

¢ uma curva fechada, seccionalmente regular.

Entéo, pelo teorema de Cauchy, (2.° versio),

Ir.f(z]dz =0.

Atendendo a que para cada p=1, ..., nse tem

_L”f(z}dzi'_[_%f(z) dz=0 e (an.a;)Vv(a2.a3)V...v(a,.4)=7,

resulta que L_f (z)dz=0.
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Observagio:
Considerando as curvas 7, ....¥, orientadas no sentido directo, pelo teorema anterior conclui-se que

J feyde= 3], ste)de

Exemplo B.5.

1
Calcule-se _L

ldz onde ¥ ¢ uma circunferéncia de centro na origem e raio r>1, orientada no sentido directo.

il
z

Considerando circunferéncias 3, e ¥, de centros —1 e 1, respectivamente, € raiv & com & < r ~[, orientadas no
sentido directo tem-se, por aplicagio do Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos e do exemplo

A3,

¥4

i ¥

1 1 1 1 dz dz 1 dz dz
f z_a’z:_[ 2_dz+J 7 dz=—_[ — LI L o=
Yz =1 ¥,z =1 Y. =1 20, z=1 Jrz4l) 20v,z-1 raz+l

=2 (0-2ri)+_(22i-0)=0.
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- Exercicios resolvidos - —

1. Represente geometricamente ¢ indique o sentido das curvas de © definidas pelas seguintes
fungdes:

a) :[01] > C com @ () =t+i(2r-1).
b) ¢:[0,]] = € com tp(f):{z-Zrz]Hr.
¢) ©:[-1.0] = © com @ () =1+i(21* =2).

d) {p:[—g,%’] C com @ (1)=2¢" .

e) ¢:[-11] > € com @ (1) =1-iN2 1% .
f) @:[14e[ = € com tp(f):%ﬂ't_

g) @: |0 = C com@()=r+ ;

Resolugao:

x=i
= v = = [ - < =
a) z=x+iv=p()=r+i(2r l):{yzlr—l' com 0<r<1,

A curva dada ¢ o segmento da recta de equagiio y=2x—1 com origem —i e extremidade [+i.

¥4

(1, 1)= 14§

e

—

oy
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_ 2
x=2-2 , com D=r<1.
y=t

b) c=xriv=e(0=Q2-2")+it=
A curva em questio é o arco da pardbola de eixo horizontal definida pela equagio, x = 2 - 2}'2 com

origem 2 e extremidade i.

=y

=i
c) z=x+iy=q)(1)=r+i{2.r2-2):;{;2212_ 2" com =1=¢r=0,

Entdo, a curva € o arco da pardbola de eixo vertical definida pela equagio y=2x"—-2 com origem -1

e extremo —2i.
¥y
-1 :l S
[#) : x
P
i
I
i
L/
=2
d +iy=@ (1) =2¢" =2 (cost +isent) x = 2eost LIPS L
I=x+iy= =2¢" =2 (cost+isent) = , COm ——sSts—
) =9 y=2sentr 4 4

A curva €, pois, 0 arco da circunferéncia de equagiio W+ le =4, com origem A= V2-iy2= {-JE-JZ]

e extremidade B=—+2-iy2 = (—ﬁ,-ﬁ] .
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x=r
) z=x+iy=@(r)=r—i 2—:2=:.{ S com —1<e<L
y=—V2-

A curva é assim o arco da circunferéncia de centro (0,0) e raio V2 com origem ne ponto —1- ¢ extremidade
1-i.

—

s

I
™, X
(~1-1)=-1- f‘-(__d;./fl,—l} =1-i

, 2,
f) z=x+iy=p(D=—+ir= ,com lSrges,
Tt

Y=t

A curva & um arco ilimitado da hipérbole de equagio xy = 2 com origem em 2+i.

x=t
. i
g z=x+iy=@=t+-= p » com —e<t<0.
t
y=-
t

A curva é o arco da hipérbole de equagfio xy = | sugerido pela figura seguinte:

¥

- e
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2. Mostre que a reparametrizagdo de caminhos € uma relagdo de equivaléncia.

Resolugio:
Por definigio, ¥:[a.b]— C & uma reparametrizagio de ¥: E,.’-;]—) €, se e sb se existe o« [a,b]— 15.5] '

aeC'((ab])comea (1)>0, a(a)=4, e(b)=b tal que y(1)=F(a(r).

(i} Reflexividade:
E imediato que qualquer caminho é uma reparametrizagio de si proprio: basta considerar c(f)=r .

(i} Simetria:
Mostre-se que se ¥y [al_bll —» @ éuma reparametrizagio de rgzlaz,bz]% €, entiio ¥, ¢ uma reparametrizagio
de 7.

Por hipétese, ¥, é uma reparametrizagio de ¥, logo cxiste uma fungio @:[ay.by]— [az.by)
com & (1)=0, ofa)=ay, o{by)=5 talque y(r)=y(air)).

Como @ (1)>0 a funglio e é injectiva e tem inversa o ':[ay.by]—=[a.b] com

(a-l]'{r]:-u, a ) =a, alb)=b e ¥ (a '(f)}=?z(Cf(ﬂ"‘[f)))=h(r];

conclui-se, entdo, que ¥ ¢ uma reparametrizagio de ¥,.
(1) Transitividade:
Mostre-se que se yi:lal,bll—) € & uma reparametrizacio de }'3:[32.172]—)1: e ‘,‘(2:[132,.'.’2]%'1'. ¢ uma

reparametrizagio de ¥ 3:[as.b;] = €, entdio ¥, é reparametrizagio de ¥,

Por hipétese existem fungdes al:[ﬂl.b.]—iv[aa.bﬂ e a"g'.[a'z.b;]—)[aj,.bgl com &' (1) =0,
oypla)=as, apib)=b e ay'(>0, ayla)=a;, oy (k)= tais que 7;(0=7; (o ()

e 73 (1) =73 (0 (). Seja 0 =0ty =0 : tem-se azoc(:.:[a.,b]r—a{a_u_.b_;] e

o (= (ein)ey' (>0,

o) =0 (e (@) = (@) =a,

o (b)) =y (e ()= ez (by)=by
¥3le)=7v; (az () (-'}}}= y2 (@ () =7, (1),

logo, vy, € uma reparametrizacio de 7.
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3. Prove que a relagio de homotopia entre curvas é uma relagdo de equivaléncia.

Resolugio:

A resolugio apresentada refere-se & homotopia entre curvas fechadas, ficando a andlise dos restantes casos ao
cuidado do leitor.

Recorde-se que duas curvas fechadas y:[a,b]— A e y:[a.b]— A sfo homotdpicas em A se existe
H:[a,b]x[0,1]] = A continua, tal que, para cada se[0l1], t— H{r,s)=y() ¢ uma curva fechada, sendo
Ht0=7,(t) e H(tl) =7, (1).

(i) Reflexividade:
Para provar que qualquer curva fechada ¢ homotdpica a si prépria, considere-se uma curva fechada
1 :[a,b] = A, Basta considerar H:[a,b]x[0,1]— A, tal que para cada s€[0,1] setenha H(t,s)=7(1).

(i} Simetria:
Mostre-se que se ¥y:[a.b] = A ¢ homotépica a y¥;:[a,b]— A entdo 3 € homotdpica a ¥,.
Se 7, € homotdpica a J, existe H:[a,b]x[0,1]— A continua, tal que, para cada s [0,1], ¢ — H(z,s) €uma
curva fechada, sendo Hy (r0) =7, (1) e H, (t.1)=7y, (f).
Seja Hy:[a,b]x[00]— A, tal que H,(t.5)=H(t1-3).
Verifica-se que H, ¢ continua (pois H & continua), que, para cada se [[},1] . t= Hi(t,s)=7(r) é uma
curva fechada (pois H(a.s)=H(al-s) =H(bl-s)=H, (bs)) ¢ que H(t0)=H{Ll)=y, (1)
Hy(r1y= H{t,0y=y(t), donde se conclui que ¥ ¢ homotdpica a 3.

(111} Transitividade:
Sejam ¥,,¥2.73:[a.b] = A curvas fechadas. Verifique-se que, se ¥, é homoldpica a ¥, e ¥, é homotdpica a s,
entdo ¥, & homotdpica a ¥y,
Se ¥, € homotépica a ,, entdo existe Hy:[a,b]=[0,1]— A continua, tal que, para cada s e [0,1], 1 — H(L,5)
€ uma curva fechada, sendo H(£.0)=y,(1) e Hjirl)=75(1).
Se ¥, € homotdpica a ¥y, entdo existe Ify:[a,b]x[0,1] = A continua, tal que, para cada s [0.1], r— Hy(r,5)
¢ uma curva fechada, sendo Ha (1,00 = y5(t) ¢ Ha(r,1) = ya(r).
Seja Hy[a,b]x[00]— A definida por

Hy(1.25) O=s s—l-
Hy(1,5)= ;2
Hs(1,25=1) 2-5351,

Verifica-se que a fungiio fy & continua pois Hy(1,1)= H;(r,0), que ¥ ()= H3(t,5) com s e [0,1] é uma
curva fechada e Hy(1,0)= H(1,0)=v,(1), Ha(t,1)= Ha(t,1)=y3(1) . .
Conclui-se, entio, que ¥, € homotdpica a y,.
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4, Sejam 7, ¢ 7 as curvas definidas, respectivamente, pelos caminhos y(f)=1+it, 0<t<le
yztt}=r2+£r, D<r=l.
Utilize a fungiio H(r,s)=1"* +ir , definidaem [0,1]x[0,1] para mostrar que ¥ € 5 sio curvas

homotopicas.

Resolugio:
Para a primeira curva tem-se

. ) x=t
z=x+:_v=y,{r)=r+n=:~{ o

-

Trata-se do segmento da recta y = x com origem 0 e extremidade 1 + i
Para a segunda curva tem-se

2

z=x+iy=y,(t) = +ir= =t
y=t

Trata-se do arco da pardbola x = 3'2 com origem O e extremidade 1 + 1.
Verifica-se que Hrs5) = 4 ir & uma fungio continua, H(n,0) =1 + ir = ¥yl Hir 1) = 2+ it=y,(t),

HO5)=0=y(0=p0eH (1, s)=1+i=p(1)=7l1)
A fungio H define, assim, uma homotopia de extremos fixos entre ¥, e ¥,

5. Seja ¥y, a circunferéncia de centro na origem e raio 1 e ¥, a elipse de centro na origem,
semieixo horizontal de comprimento 2 e semieixo vertical de comprimento 1.

Mostre que a fungao H :[{],2?:]'}([0.1]—) C , definida por H (7,5)=(1+ s)cos+isen ¢ define
uma homotopia de caminhos fechados entre ¥, e 7..

Resolugio:

"oy

TARRY
A
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6.

As curvas ¥, ¢ ¥, podem ser representadas parametricamente por ¥,(1)=cos r+i sen r,r£[0,27]
e 7a(t)=2cos t+i sen 1,1 €[0,21 ] . A fungio H definida em [0,27]x [0,1] por H(t,s)=(I+s)cos t+isen 1 é

continua e tal que:

H(1,0)=cos t+isen =7y, (f)
H{t1)=2cos t+isen t =y (1)
H(0,5)= H(2m,5).

A fungio H define entio uma homotopia de caminhos fechados entre ¥, e ¥,

Seja £2um dominio convexo de @, isto é, que contém o segmento de recta definido por quaisquer
dois dos seus pontos. Mostre que quaisquer duas curvas fechadas ¥ e ¥> contidas em £2 sio

homotdpicas.

Resolugdo:

Podem sempre considerar-se ¥, e ¥, curvas fechadas parametrizadas, de forma a estarem ambas definidas num
mesmo intervalo [a, &) (utilizando se necessdrio uma reparametrizagio conveniente).

Uma vez que £2 ¢ conjunto convexo, o segmento que une ¥,(f) & ¥,(f) estd contido em £2. Tem assim sentido
considerar uma funglo H:[a.b]=[01]— £2 definida por Hit,5)=s5y2 () +(1—=5)y(0).

Trata-se de uma fungio continua, tal gque para qualgquer f E[a,b] . B =y, H( = ¥a(1)
e Hia.s)=sys(a)+{1— 51y (a)= sy () +(1 - 5)y (£) = Hib,s). A funglio H define pois uma homotopia de
caminhos fechados entre as curvas ¥, € ¥,

Mostre que todo o dominio convexo é simplesmente conexo.

Resolugao:
Sejam {2 dominio convexo, ¥, uma curva em £2 reduzida a um ponto e ¥, uma curva fechada qualquer
em 2. Pelo exercicio anterior, conclui-se que ¥, é homotdpica a 7, e assim {2 ¢ um conjunto simplesmente

conexo (ver definigio A.8.).

Prove que um conjunto conexo por arcos ¢ conexo. Utilize um exemplo para mostrar que
a condigdo reciproca ndo € verdadeira.

Resolugdo:

Faga-se a demonstragiio por redugiio ao absurdo.

Seja L2 um conjuntod conexo por arcos ¢ niv concxo. S £2 ndo € conexo, existem conjuntos A e B, abertos ¢ niio
vazios, tais que AnB=E e AUB=10,

Seja e A ¢ fe B:como £2é conexo por arcos, existe um caminho ¥i[a.b]— 2 com a=y(a) e B=y(b).
Como %€ uma aplicagiio continua e A e B siio conjuntos abertos, tem-se ¥~ '(4) e ¥~ '(8) sio subconjuntos
abertos ndio vazios de [a,b] tais que: ¥ '(AyAy (B =@; Y AUy ' (B)=[ab]. Ento [ab] ndo seria
conexo, o que ¢ absurdo, concluindo-se pois que £2 € um conjunto conexo.



136 INTEGRAGCAO DE FUNCOES COMPLEXAS

A reciproca ¢ falsa, isto €, existem conjuntos conexos que nio $A0 CONeXos por arcos,
Por exemplo, o conjunte A ={(x.3): x=0}u {[.1‘,_1;):1’ =0 eys= Sﬁnl:lf.r]} € conexo e nio é conexo por arcos,
pois nio & possivel definir em A, um caminho que una z = ( a qualguer outro ponto de A.

9. Diga quais dos seguintes conjuntos sio dominios simplesmente conexos
a) A={zeC: [z-42|4}

b) B={zeﬂ:\{0} : Ra[-i—}i-%}.

Resolugdo:
a) E ficil verque A= {fx._\'}E R’ :.IEE}-
Trata-se de um dominio convexo, portanto simplesmente conexo (ver exercicio 7).

b) E ficil ver que B = {(_1-, v)eR?:(x=1)*+y" = 1}.
Trata-se de um dominio que nio é simplesmente conexo. Com efeito, ¢ possivel encontrar curvas em B cujo

interior niio estd contido no conjunto, por exemplo, uma circunferéncia de centro zj =1 e raio r, com r>1.

ir 3;:

10. Calcular J;‘ |zldz onde y € a curva definida por ¥ (1) =3¢" onde 0<t< >

Resolugdo:

A curva em questio € o arco da circunferéneia de centro na origem e raio 3, entre os pontos zg =3 ¢ 73 =-1i.

; ; 3
Sendo y(t)= &, ¥'(r=3i", re[{l.i:r}lem—se

ad

ix
B

k ir
J‘rlzwz = |7 pe'fetar = f:TH 9ie" dt = a[e"']nzf = {e% - e'“] =-9-9;

11. Calcular | +/zdz onde ¥ € a curva definida por y (1) = e”, -mw<IZEm.
y p

(Considerar o ramo principal da fungio NED)

Resolugdo:
A curva em questio € a circunferéncia de centro na origem e raio 1.
Sendo y(r)=¢", re]-m7], tem-se

1
I\E dz=fefl°gzdz =
¥ ¥
o 1 it T
= lim gzloge

e40 ) _pie

. £ T 3t 4i
ie'tdt = lim e'Zie'tdt = lim ez dt = ——
VI e S e
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12. Calcular I]’ logzdz onde y é o arco da circunferéncia definida por y (1) = re"", 0<r=

v | 8

Resolugio:
Considere-se o ramo principal do logaritmo,

loy :-h'Jg! |+:arg{¢} para arg(;]E[—?I J"..'! -

L

cujo dominio de holomorfia contém a curva dada.
Entio,

j logzdz = | " (logr +:r}(:re” )dr = mz'" logr- ﬂe")d.' rlogr{ "] [ri]ﬂ —j:idr =

= r‘[l— Iugr—%]ﬁr{iugr—l}.

13, Caleular [ 2dz, onde :

a) ¥ ¢ o segmento de recta que une a origem ao ponto 2+2i.

ch

b) ¥ € o arco da pardbola de equagio y = 5 te[0,2].

Resolugdo:
a) A curva cm questio € definida por vy () =/+ 1, 0=1= 2, logo

2
J’r ;2d—=]';(:+rf}2{1+i}m J’ A+ de=(1+i }[jLzl—:{;'-i]
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b) Atendendo a que a fungiio f(z)=z" ¢ inteira, o teorema B.2. garante que o valor deste integral € independente
da curva que une os pontos 0 e 2424 o seu valor € pois 0 obtido na alinea a).

v
o |- 242i
}j’
1 L
) 2 S

14
14. Calcular -[0 i( y2 - x)dz ao longo da linha indicada na figura seguinte:

Resolugdo:
A curva ao longo da qual se pretende calcular o integral € a justaposigio das curvas (e pemque yi(f)=r, 0=r=3

e ya()=3+it, 0<t<1. Loge,como f(xtiy)=y" —x, tem-se fly ()=~ ¢ f{y;{r}:}=:2—3,ea.ssim:

j;“{(lm 2)’ - Rez)dz = LI ((m2)? - Rez)dz + -[:r; ((1m2)? - Rez)dz = I:(—:J Adt+ J:{rz ~3iar = —% ==

15, Utilizando a propriedade de majoragao do integral, mostre que

<1,

]J'Tf(z}dz
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onde ¥ ¢ 0 segmento de recta que une os pontos 1 e 1 + i e f(z) é definida por:

2) f()=1. b) f(z)=<

Resolugdo:
A curva dada é definida por y (r)=1+, 0=r7=1,assim:

oy

ol 1

)z

<[ rlad = [, ‘1+.- ||| r—_[]_rﬁ'i_[ ldt =1.

b) LF f(2)dy

<[ lrof el = [

|ifede _[O -drf_[ ldt =

1+f

1 4 : N - . .
16. Mostre que fl =2 —2—1 dz‘ < 3 sendo a circunferéncia de equagio |z| =2 descrita no sentido
L= z 4=
directo.
Resolugdo:

entdo pelo teorema A8, serd

1 1 1
‘-“’“‘“—mlzfﬂ-t‘“ﬂm|.+:z|=1f-f NE fiszsitfe3.

oL

em que L & o comprimento da circunferéncia |z]=2

! z;dtlg“_x‘
=2 2% +1 3

17. Seja C a circunferéncia, de centro na origem e raio 1, descrita no sentido directo. Verifique

Consequentemente,

que sdo nulos os seguintes integrais:

1 1 1
JCHdz; Icz—zdz: '[Cr zldz
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Resolugiio:
Parametricamente, C pode ser representada por y(t)=¢", com re[02r].

Entao:

jcédz = J-alx g]'.‘l e dt = L:El'e“:fr = [c“ ];ﬂ =0

1 _231‘" _23-—1'1_
jc?d'zaj.ﬂ ?ﬂ-re ey _In fe dt=10

.[c]:_z dz= J;ﬂﬁi'ef'd! = j’j”se“dr -0.

18. Seja 7 a linha definida pela justaposi¢do dos segmentos de recta que unem os pontos zp =0

azy=1ezjaz=1+i.Calcule J‘Tf(z)dz onde

a) flz)=2z+1.
b) f(z)=(2)°.

Resolugdo:

a) Como f(z)=2z+1 € uma fungfio inteira, o integral entre dois pontos € independente da curva que os una. Pode
usar-se, entio, o segmento que une z; a z,.

y=1+1i
2
¥

—

30:0 Z'|=1 x

W

Parametrizando esse segmento por Y (f)=r+ir, 0=r <1, o integral ¢ dado por
1 » ¥ l' . Il .
Lf(z}dz:L[Zz+l}dzzID{Z(I+1:}+1}{1+:jdr—ln(4rl+[+;]d;=1+3;_

Outra forma de resolver o problema seria vtilizando o teorema A7, pois f(z) é primitivavel, ¢ uma das suas
primitivas é Fi(z)= 22 + 7. Assim,

J'? flz)dz = L{Ez +1)dz = j;’{zznjdz = F(z3) - Flzg) = [22 + z]:i =3i+l.
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b) A fungio f(z)= (z]z nio € holomorfa em nenhum domfnio que contenha a curva em questio, nio sendo,
portanto, legitimo aplicar o teorema A7,
Sejam respectivamente ¥ & % 08 segmentos que unem Zg 4 7; € 7) d Zp. As parametrizagdes de ¥ e ¥, podem ser
respectivamente, yy(fi=r, 0=sr<l e yal)=1+d, 0=t=1,

¥
=1+
T2
w0 7 .21=| ;

Como a fungiio dada € continua sobre a linha ¥, tem-se

[@rde=] [z}zdujh(zfdz:j';:zd;+j;(1—:ffm=%+%f-

19. Calcule L__l"(z}ldz , onde ¥ ¢ o arco que une zp=—1+i a z; =1+i ao longo da curva de

equacfio y= x*e

Flx+iy) x se x<0
xX+y)=
4 vy se x=0.
Resolugdo:
A curva em questiio pode serpammirizadaporr[r)z.rﬁ:z. -1=r=1.

¥ A

1+i g———1———@1+{
I
() X

Facilmente se verifica que a fungfic f € continua sobre a curva em questio; o integral € entio dado por

7

L fl{z}a'z=j'll f(r+i:?'}ll+2:'r]dr =El :{1+2r£}dr+]: r2(1+2ri}drz—%+gi‘

Observe-se que, neste caso, nfio se pode optar por integrar, por exemplo, ao longo do segmento que une =1+,
a —l+i porque f ndo ¢ holomorfa em nenhum dominio que contenha a curva.
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3z
20. Calcule j dz em que y¢é a elipse de equacdo |z—2|+|z+2|=6 descrita no sentido
Yz-im
directo.
Resolugdo:

Como |ir —2|+|ir+2| = Wl +da>2y32 456 , 0 ponto 7 = ixé exterior A elipse. Sendo f(z) = ¢* uma fungio
inteira, a fungfio integranda ¢ holomorfa sobre a elipse dada, assim como no seu interior. Entio, pelo teorema de
Cauchy, o integral em questiio € igual a zero.

21. Sejam f(z)=wu(x,¥)}+iv(x,y) uma fun¢io holomorfa num dominio £2cC ¢ ¥ uma curva
regular simples fechada contida em £2, parametrizada por () = x(f)+iy(t) , a<t<bh.

o A

M — —dx
) Mostre que j:r.ax ¥ o 7 ox

—dy e I id_‘,f

b) Verifique que se estabelecem relagdes andlogas envolvendo —

8u
»
Resolugdo:

a) Como fé holomorfa, pelo coroldrio do teorema A7, tem-se f S'{z)dz =0, Logo j (— - ;—J (.:i.r -+ ady:l 0,

. v . ; _
isto &, L[deu-gdy]+l‘[r[ady+ Ea’x]—l}.
Entdo

AN G )
L(Ec&ﬁady]—ﬂ e L[axd}-l&rc&]—ﬂ,

logo
L L o dv
jrﬁd" _Ir&:dy © L&: _LEJL

b) A resolugiio € andloga & anterior, pois L J['(z)dz =0 pode escrever-se na forma

Assim, L[g dx+ %a}-] + :‘_L [%d}! - %cﬂc] =, donde se conclui que
o e v
L‘&;dx=—‘ir$dy e }'?3 ya}dx
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22, Sejam ¥, e 7, linhas que ligam os pontos —i a i parametrizadas por

¥y (=€, 15[—2,2] e ¥y (1)=(=1+20)i, te[0,1], respectivamente. Justifique

2
que 0s integrais j [{z} +|z |2]d e I [ +|zl2]dz existem ¢ calcule-os. Diga

porque motivo ndo € possivel utilizar o teorema de Cauchy.

Resolugdo:

S| F
ER

H

Os integrais existemn porque a fun¢io integranda ¢ continua sobre as curvas ¥, e ¥, que sao regulares.
Considerando as parametrizagies das curvas ¥, ¢ ¥, 0s integrais sdo dados por:

h(m |4].& jm[ ].eum A (ot P SR

Nido € possivel aplicar o teorema de Cauchy, pois a fungéo integranda néio € diferencidvel em algum conjunto
simplesmente conexo que contenha as curvas dadas,

N3 i'r

==

4
23, Calcular _[ 5 ldz onde 7€ uma curva regular que une os pontos zp =¢ 4 a z3=e K]

contida no semiplano Re(z)>0.

Resolugio

A fungdo fiz)=

Refz)=0, sendo F(z)=— Iug( +1} com

logz=loglz| +iargz e argze]-m 7], uma sua primitiva.
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y
Z[’.',
,f'}\v

0™ \./ *

Pelo teorema A.7., lem-se entio

jT zii e = r-[ej% J - F[eq;] = %[Iug[e% + ]J - Iug[e-‘-% + IH = %-[Iug(l +i)=log(1-i)] =

- %[]ogﬁ+ iarg(l +£}] = %[Iogﬁ+ fa[gﬂ_,']] - f;

1
24. Calcule jT 5——dz, onde y € uma curva de Jordan regular que contém os pontos 2 e =2 no
-4
seu interior.
Resalugdo:
1 1f 1 1 . , . . L.
Tem-se que 24 I ?:E _z.TZ - Considerem-se circunferéneias C) ¢ €, de centros respectivamente iguais

a -2 e 2 e raio r escolhido convenientemente, de modo que C) e 5 estejam contidas no interior de ¥ como se

ilustra na figura.

Pelo teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos, tem-se

I 1 1 1 1 1 1 1
e A [ e L e e v
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25.

Atende-se que, pelo exemploA.13., JC 12 dz =jc —Inz-dz =2m e pelo teorema de Cauchy para um bordo
1 E r I=

, 1 I
simples jCz;Edz- & z_zdz—l] -

Entio,

'[.I’ ::2]—4&‘2'__0‘

Se f ¢ uma fungdo definida num dominio simplesmente conexo £2, holomorfa em £2\{z,}
e limitada numa vizinhanga de z_, entdo -[r J(z)dz =0, para qualguer curva ¥ simples fechada

contida em £2 e contendo z, seu interior.

Resolugdo:

Seja £ =0 tal que f¢é uma fungdo limitada em m s designando por Ca fronteira deste disco, conclui-se, pelo
teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos, que J'rf{z} dz = 'f‘f-} flz)dz.

Mas como |f(z)| < M, Vz ED{T.E). tem-se ‘Jcrf[z)dzl <lme M.

Entio Jr flz)dz

<2meM e, fazendo £ tender par zero, obtém-se L__f[z}dz =0.
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Capitulo

CONSEQUENCIASDO TEOREMA DE CAUCHY

A. Formulas integrais de Cauchy

As férmulas integrais de Cauchy tém extrema importéncia no estudo das fun¢des complexas
de varidvel complexa, uma vez que estabelecem que o conhecimento dos valores de uma fungiio

sobre uma curva fechada determina os valores dessa fungdo e das suas derivadas nos pontos
interiores & curva,

"

e T U I—Y

% Teorema A.1.

Sejam £2um dominio simplesmente conexo, f uma fungdo holomorfa em 2e ¥ uma curva de
Jordan regular contida em £2. Entio, para todo o ponto zy € int ¥, tem-se

|
flzp = py jysz(i‘dZ (férmula integral de Cauchy)
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Demonstracdo:
Tome-se z; € int ¥ e seja g: £2\{zy)— C definida por g(z) = M (g € uma fungdo holomorfa
- %

em £2\{z}). Seja C uma circunferéncia de centro z; e raio r, com r escolhido de modo que C fique

contida no interior de ¥

V
T
o

%
N

Do teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos resulta que j}_ g(2)dz= jcﬁ,“ (2)dz

e assim,

f(2) £(2) f(2)- f(z0) , f(z0) /@)~ f(z0)
'[Fz-—z,d '[Cz zud '[[ z—-2g z 20 j -7 e +I(ZD)JCz—szZ.
Como I . dz=2mi (exemplo A.13, Capitulo 3), resta ver que I f z} f(hn)
=g

Z-12p

Com efeito, pela férmula de majoragiio do integral (ver teorema A.9. do Capitulo 3) e

atendendo a que |z —Zﬂ| =r, uma vez que z estd sobre C, tem-se

i f(z f(zn)
C

Y T -

Sendo f uma fun¢io continua em z;(porque f€ holomorfaem Qe z5€ (), se z = zp, isto é,

se r — 0, tem-se max | flz)-f '(zg] — 0, de onde se conclui que J J [z) f (ZU]
el —Ip

Entiio, j 1) ——==2dz=2mif(z9), como se pretendia concluir.
rz-z,

« HrLEL T

Bt T e
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Observagio:

Atendendo i definiglio de holomorfia sobre uma curva ¥ e tendo em conta que o interior de uma curva de Jordan
é um conjunto simplesmente conexo, tem-se que:

Se f é holomorfa sobre uma curva de Jordan ¥ e sobre o seu interior, entdo para qualquer ponto z; no
interior de ¥

1 flz)
fla)= 2mL z-12 a

Exemplo AL

1 : .
Retome-se o cdlculo de J‘r 3 Idz (ver exemplo B.5, Capitulo 3) onde ¥ € uma circunferéncia de centro na
" =

origem e raio r =1 descrita no sentido directo.

Considerando circunferéncias ¥, e 3 de centros —1 e 1, respectivamente, € raio £ com £ < r -1, por aplicacio do
teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos e usando a formula integral de Cauchy, tem-s¢

¥/
Y
S

1 ! 1 (z-1)" (z+1)"
dz= dz+ = ez +
Jrzz—l ¢ jn zz—l ¢ -|-1q.a:2—ldz I‘n z+1 % '['r'z =1

| 1
=2n] — + 27| —— R L
{z—l]p_] {3‘1'1];:! =_—mi+mi=0.

otz =

Teorema A.2.

Sejam £2um dominio simplesmente conexo, fuma fungdo holomorfa em £2e ¥ uma curva de

Jordan contida em £2. Entdo, para todo o ponto z; interior a %, tem-se

1

f(z0)= —_f L]? dz (férmula integral de Cauchy para a primeira derivada).
iy (229
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Demonstragdo:
Seja h € @ tal que z +h € int y. Por aplicagdo do teorema A.1, tem-se
1 /(z) @) ,
pth)=—| ————=dz
fla+1) 2mi'r z- (29 +h) Zm-[}‘z zn
Entdo,

flzo +h)—flz0) _ 1 flo)  f2) 1 f(2) _
=l z—(zg+h) z- zg]hdz ZMJ(z—zg)(z—zn—h]dz_

BRI ! :
_zmj-r (z-2) [{2 w)e-20-h) (z- Zn} }f( )]dz—

f(z) 1 h
sdz+— flz)dz.
g e T e
Seja I= _[ i f(z)dz e verifique-se que/ — 0 se h — 0.

Y(z-20) (2= 20— h)
Como f é holomorfa sobre ¥, entdo f é limitada sobre ¥, isto é,