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1) Introduction — Bien que la théorie des demi-anneaux,
qu'on doit 2 H. S. VANDIVER | 11, ait été poursuivie par beaucoup
d'autres algébristes, nous nous bornons & attirer l'attention sur les
travaux |2} et 13! de I'un des auteurs, car le lecteur y trouvera
les ¢léments qu'il faudra connaitre pour la compréhension de ce qui
suivra.

Nous nous proposons de résoudre le probléme de la détermi-
nation compléte des idéaux premiers et semi-premiers du demi-
~anneau N des nombres naturels, et, en conséquence, de donner
I'expression du radical de BaEraMcCov-LEvrrzxi d'un idéal quel-
conque.

2) Idéaux. Condition de chaine ascendante — Soit neN;
alors nous représenterons par [n] l'idéal engendré par n; et, si
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a, b,..., ¢ sont des idéaux de N, nons écrirons [a, b, ..., ]
pour signifier la somme de ces idéaux.

Soit a un idéal. Si q est le nombre naturel le plus petit
contenu en a, on aura [q] = ¢ N S a. Tout autre élément de a qui
n’appartient pas 2 q N est de I'une des formesgn + 1, qn +2,.
gn+{(q—1),o0un>1 Onace

THEOREME 1: — Si q est le plus petit nombre naturel apparte-~
nant a4 un idéal a et si a contient un élément qn-4k, avec
o<k<Zq—1, tout élément qn’ +k, avec n' > n, appartient aussi
aa.EBneffet, gn' + k=q (0" —n)+ (gn + k).

CoroLLAIRE 1:— Tout idéal a est engendré par un nombre fini
d'éléments. Si a =[q] I'affirmation est démontrée, S'il n'en est pas
ainsi, soient gni+ri,qnz4r2,..., qn +r,, avec r,<q,
(i=1,2,...,t, dautres éléments de a qui appartiennent a [q].
Alors, en supposant qu'on a pris tous les r, possibles et que
les n, correspondants sont minimaux, lidéal a est engendré

exactement par les nombres q.qni+r1,....qn,+r: a=[[q],

lgri+ol, . .. [qn,+ ]l

COROLLAIRE 2: —FEn prenant n_ € N, l'idéala = |xeN /x> n,|
est engendré par les nombres naturelsn ,n,+1,...,2n — 1.

COROLLAIRE 3: — Toute chaine ascendante d’idéaux de la
forme a1 C a2 C ... est finie.

En tant qu'un cas particulier de ce dernier corollaire, consi~
dérons un idéal a D [2]. Alors a, contient un nombre impair i,
Si i, est en outre le plus petit nombre impair contenu en @, pour
tout autre nombre impair i€a , on a i=i + 2k, ce qui nous
donne i€[[2],[i]] = a,. Un idéal proprement plus grand que 4,
devra contenir un nombre impair i1<io, ce qui nous donnera
[2ca,c[[2], [i1]] = a;. En poursuivant le raisonnement, on
vérifie qu'en effet tout chaine ascendante d'idéaux qui commence
par l'idéal [2] est finie.

Sur le demi-anneau des nombres nafurels 37

3) Sur les idéaux premiers et semi-premiers — Soit a un
ideal. Il peut se faire qu'il existe un nombre premier q tel que
a=[q]. Alors a est un idéal premier. S'il n'en est pas ainsi,
supposons g € @ et a ¥ [q]; nous allons reconnaitre que a contient
des éléments de la forme gn -+ r, oit r prend toutes les valeurs
1,2,...,q — 1. Par hypothése, il existe un élément gn +rea,
avec r <q—1.Soitm;=1,2,...,q — 1 et prenons (gn,~+r)ym,.
Tous ces éléments appartiennent & a. En posant rm,= q h, + k;,
nous avonms (qn, -+ r)m =q(n,m+ h)+ k; ot k; est un des
nombres 1,2, ...,q—1 (il peut arriver gu'on ait simplement
rm;=k,). Les k, sont tous différents, car de deux relations
rmy=qh,+k, rm=q h.+ k; résulterait r (m,— m)) =q (h; — R,
ce qui est faux. Donc:

THEOREME 2: — Si a est un idéal de N et si le nombre pre-
mier q appartient & a, alors ou la relation a = [q] est valable ou
bien a contient des éléments de la forme qn + r, oi r prend tou-
tes les valeurs 1,2, ...,q — 1.

CoroLLAIRE 4: — L’idéal a +[q] du théoréme contient tous
les nombres naturels qui suivent un certain nombre naturel. Les
éléments g, gm—+1, ... Qg + (g — 1), pour certains n,
qu'on fixera (il peut arriver qu'on ait simplement i au lieu am
q n, -+ i). appartiennent & a. Supposons N maximum parmi les n;
fixés. Nous allons reconnaitre que a contient tous les nombres
égaux ou plus grands que ¢ N. En laissant ¢ N de coté, soit
M=>qN et posons M=q s+ r, avec s> N, r<q — 1. Alors

M= (qs - qn)+(gn,+1)=q(s—n)+(qgn +r) est une
somme de deux éléments qui appartiennent & a, donc Mea
[éventuellement le terme q (s — n,) n'existe pas].

THEOREME 3: — Les seuls idéaux premiers de N (différents
de RN) sont les idéaux engendrés par un nombre premier ainsi que
l'idéal a,=[[2].[3]]. Soit a +N un idéal premier. Prenons 1'élé-
ment minimum qu’il contient. Ce nombre q est premier, car autre-
ment nous aurions g = b c, ou b et ¢ seraient des nombres naturels
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plus petits que q et différents de 1. Du fait que bce a, on tireraijt
bea ou cea, ce qui est faux. De cette maniére, ou bien a =[q]
oua=[[ql [gn+1].....[qn,_, + (g —1)]]. Lidéal a#[q]
contient tous les nombres égaux ou supérieurs & un certain nombre
naturel n_. Si n, = q, on sait, d’aprés le corollaire 2, que a = [[q],
[+ 1], ....[2q —1]]. Alors, si ¢ > 2, I'élément (¢ — 1.2€a.
donc g — 1 € a, ce qui donne une contradiction. On aura par con-
séquent n,=q =2 et a=[[2],[3]]. Si n,+q on ne peut pas
avoir n,=q -+ 1, donc on peut trouver un élément maximum
y > q tel que y ¢ a. Il existera une puissancs wz € a, ce qui entraine
yea. Cet absurde montre que l'hypothése n_ 4 q ne peut pas se
réaliser. Le théoréme est démontré, puisque [[2],[3]] est un
idéal premier.

En ce gqui concerne les idéaux semi-premiers, on peut dire
que, au dehors des idéaux premiers (parmi lesquels I'idéal
vide et N lui-méme) les seuls idéaux semi-premiers sont les
idéaux engendrés par un produit d'un nombre fini de nombres
premiers distincts.

REMARQUE : — Puisque N est commutatif, il en est de méme de
parler d'idéaux premiers (semi-premiers) on d’idéaux complétement
premiers (complétement semi-premiers).

4) Radical d’un idéal — En introduisant les p-systémes, on
définit le radical d’'un idéal a en tant que l'ensemble B (a) des
¢éléments x 6 N tels que tout p-systéme contenant x a une intersection
non vide avec a. Alors on sait que B (a) est I'idéal semi-premier
minimal appartenant & a ou l'intersection de tous les idéaux premiers
diviseurs de a (ou aussi l'intersection de tous les idéaux premiers
minimaux appartenant a a).

Supposons que @& contient un nombre premier g et qu'on a
a=[q]. Dans ce cas B(a)=a. Si aF[q], compte tenu du
théoréme 3, on a B (a) =[[2],[3]]. Ensuite, soit a un idéal, qui
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ne contient pas un nombre premier. En décomposant les générateurs
en facteurs premiers. les nombres premiers qui figurent en toutes
les décompositions définissent tous les idéaux premiers qui con-
tiennent a et I'idéal intersection de ces idéaux premiers constitue le
radical. Mais, s'il n’existe pas des diviseurs communs des générateurs,
alors, sous la condition a% N le radical est aussi [[2],[3]].
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