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TRES LIGOES SOBRE A TEORIA GERAL DOS ANEIS

(Apllcaqﬁes e complementos, [)

Scomas sub-directas de moédulos. Médulos
semi-simples. Sub-moédulos — G

1} Iniroduglic — As trés ligbes sobre a teoria geral dos
andis, que inserimos anteriormente nesta Revista, e que,
de harmonia com observagdes ji feitas, podem ser citadas
com as designagbes respectivas de Caps. XVI, XVH e XvI,
véo ser completadas em certos pontos. Ao mesmo tempo,
serdo tratadas algumas aplicagfes. Em termos ji asginala-
dos num trabalho de 1948, {10], transportaremos, por
vezes, para a teoria dos médulos, raciocinios conhecidos,
da’ teoria dos anéis. As questSes relativas a somas sub-
-directas e a médulos sub-directamente irredutiveis serfio
agora exemplos desse transporte. i

Dentro do mesmo espirito que tem presidido 43 nossas
tltimas publicagfes, vamos dar, em jogo com a bibliogra-
fia citada nas mesmas, as indicagBes seguintes, nas quais
julgamos conveniente introduzir também ndmeros para
representar os Capitulos XII e XIv, XV, XVI, XVII e XVII:
[19] — O. GoLDMAN, A characterisation of semi-simple rings
with the descending chain condition, <Bulletin of the Ame-
rican Mathematical Society», vol. 52, 1946, pigs. 1021
a 1027; [21]— 0. GoOLDMAN, Semi-stmple extensions of
rings, na mesma Revista, pdgs. 1028 a 1032; [22]—
A. ForsyTHE e N. H. McCoy, On the commutativity of cer-
tain rings, ignalmente no «Bulletin», vol. 52, 1946,
pigs. B23 a 526; [23, ou Caps. X1 e X1V] — A, ALMEIDA
CosTA, Sobre « teoria dos andis e ideais ndo comutaiivos,
tomo 1 das <Actas do XIII Congresso Lusgo-Espanhol para
o Progresso das Ciéncias», Lisboa, 1950; [24, ou Cap. xv] —
A. ALMEIDA COSTA, Sebre ideais de contracgdo e aniquiladores
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na teoriu geral dos mddulos, <Anais da Faculdade de Cién-
cias do Portos, tomo xxxv, 1951, pags. 79 a 158; [25, ou
Cap. xvi] —A. ALMEDA Costa, Trés ligbes sobre a teoria
geral dos anéis (1.* licio: Radical — G, Anti-radical, Ideal
regular mdzimoe dum anel), também nog < Anais:, tomo XXXVI,
1952, pigs. 65 a 83; [26, ou Cap. Xvii] — A. ALMEIDA COSTa,
Trés licdes sobre a teoria geral dos anéis (2.* ligho: Anéis
primitivos), igualmente nos <Anais», tomo XxxvI, 1952,
pigs. 169 a 200; (27 ou Cap. xvui} — A. ALMEIDA OoSTA,
Trés licBes sobre a teoria geral dos anéis (3.% ligio: Somas
sub-divectas de anéis, Anéis semi-simples), ainda nos <Anais»,
tomo xxxvi, 1952, pigs. 221 a 247; {28] — N. JACOBSON,
Structure theory for algedraic algebras of bounded degree,
<Annals of Mathematics», vol. 46, 1945, pags. 695 a 707;
[80] —A. ALmeIDA CosTa, Uber die unterdirekten Modulnsum-
men, «<Revista da Facunldade de Ciéncias de Lishoa=, vol. I,
1952, pdgs. 116 a 160; [32] — N. JAcOBSON, Leciures in
Abstract Algebra, vol. 11, 1953, New York,

2) Somas sub-directas especiais de méduios — As con-
sideracbes desenvolvidas em |27, §§ 2 e 3] vio fer aqui as
guas semelhantes. Ao lado das somas directas completas e
discretas de médulos — &, [24, § 11], hd tambdém somas
sub-directas e somas sub-directas especiais. Os teoremas 1,
la e 2, do referido & 2, adaptam-se imediatamente ao caso
dos mdédulos. Vamos simplesmente reproduzir alguns racio-
cinios respeitantes ao teorema 3, lema 1, corolrio 1 e teo-
rema 4, de [27, § 2].

TEOREMA 1:— B condigdo necessiria, para que SN seja
tsomorfo — L duma soma sub-direcia especial dos mddulos my.,
(todos, como N, supostos médulos — Q), que haja em IN um
sistema de sub-mddulos My, correspondentes aos M pelo iso-
morfismo em causa, e um sequndo sistema de sub-mddulos Np.,
nas condigies seguintes: MpNMyv=(0), se pFv; WMun+
+ Nu=M; ENu=(0). Como na teoria dos andis, é a
inversa desta proposiciio que carece de mma nova hipdtese,
em relagiio com o seguinte

. LemMA 1:— Se M é um mddulo — Q, que pode ser escrito
s0b as formas M=M; + N1=My - N., onde os M,
N; se supbem midulos — (2, ), ¢ M NMy=1(0), tem-se
M ENR;, M EN,. Demonstremos, por ex., que MW EN,,
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gervindo-nos de resultados estabelecides no Cap. xv, § 10.
Sabemos que L =§; 4+ ¢;=8,-}r;, onde os &; o 08 1,
(i{=1,2), que sio ideais bilaterais, representam, respecti-
vamente, os aniquiladores (1) dos M; e dos IN;. Também
sabemos que os ; s#o ideais de confraccio nos TM; e os
g; ideais de contracgio nos M;. A hipdtese IN; N My=(0)
arrasta [&'1: Ez]z(ﬂ): de sorte que &‘Igé’%: &'Egglr
[Cap. xvul, § 2, lema 1]. Pondo 1e£ sob as formas 1=
—=E +E,=E,+ E;, onde os idempotentes das decom-
posi¢Bes pertencem aos respectivos ideais das decomposi-
cBes de X, vemos que, para cada mye 9M,, escrito sob a
forma my==my—+ n3, (mye M, nge MNy), se tem m F, =
=m, =m, B+, B =n,E ¢ Ny. A demonstragiio estd
feita,

COROLARIO 1:— Nas condighes do lema ; se for M=
=N+ M, =M+ N, tem-se necessiriamente N ;=N,.

A inversa do teorema 1 pode agora enunciar-se:

TeEOREMA 2:— Dado IR, supesto médulo —2, e dados my.,
{gualments mddulos — Q, & suficiente, para que M. seja iso-
morfo — Q duma soma sub-divecta especial dos mp, que se
realizem.as condigdes seguintes: 1.%) ewistam em ON sub-mddu-
los My, isomorfos — & dos my, que sejam, além disso, sub-
-médulos — Q; 2.%) wvalhe M,NM, ={(0), gquando pFv;
3.8) seja My -+ Nu=IM\, para certos Ny, supostos mddu-
los — (Q, 0); 4.2 valke a igualdade I Np=(0). Rolativa-
mente 4 demonstragho, tendo em conta o lema, bagta repro-
duzir os raciocinios do teorema 4, Cap. xvi, § 2. :

LEMA 2:—-8e M (2) é um mddulo —Q, dado NREM , suposto
snb-médulo — (2, Q), _cidmitindo que 6 NM=ME, em que B
é elemento um de 2B, na decomposighe M=MIE-|-

() Estes aniquiladores, compostos de endomorfismos — Q (por-
tanto, confidos em ), nfo se confundem com os aniquiladeres gue
sejam compostos de elementos de &, .

(&) Veja-se a noja 1 no fim da pig. que gontém o teorema 3a,
§ 2, Cap. XVIIL,
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+M({A~E), « 2.5 parcéla é igualmente sub-mddulo —

—Q,0), Trata-se de provar que, para cada AeQ,
go tem M (1 — E) AEM (1 — ). Ora isso resulia de

"sor M(1—E)AE=M(1—E)EAE=(0).

No teorema a que vamosz pdssar, apenas a 2. parte
atiliza o lema anterior. Empregando tambdém a letra &
para designar uma soma sub-directa de moédulos mp., todos
supostos mddulos — , representaremos por & o anel dos
endomorfismos — Q, de €. B vilido este

TEOREMA 8:— Seja € uma soma sub-directa especial de
médulos My, nas condigies seguintes: 1) os my. s@o médulos—
— (9, Q) simples; 2) cada um deles & imagem homomorfa
de T da forma my=—FT Ep, onde BpeQ & elemento um
de Q By ; entlo, é condiglio necessdria e suficiente, para qgue M,
suposto mddulo — O, seja isomorfo de T, que cadae sub-
-médulo — (2, Q), de M, contenha um sub-mddulo -~ (2, Q)
simples, {gualmente i{magem homomorfa de M definida por
tdempotente que & elemento um do respectivo ideul de con-
tracgdes. A condicio & necessdria: Partindo do isomor-
fismo M=%, seja (0)F+NEM, onde N se supde mo-
dulo —(Q, ). Pelo isomorfismo, passa-se de N 2 T, T,
onde ¥;%(0) é sub-mddulo—(Q, ). Tomemos, entio,
ott; e, Por via de € ~my, a ¢; corresponds, quando
p="2 (por ex.), um elemento m; € m; , sendo my +o. Como
so tem R By =1y, serd Ty £y Smy. O facto t; — ¢ By =
—my $o mostra ser (0)+%; By ET,. Daqui so tira (o) %
FmyNE;=m;, como se deseja,

A condigfio é suficiente: Dado M, consideremos o con-
junto {M,! dos sub-médulos — (2, Q) simples que sio ima-

. geng homomorfas definidas por idempotentes, eloamentos nm

dos respectivos ideais de contracgho: M,=M X, . As con-

digbes 1} e 2) do teorema 2 stio verificadas. A. condigio 3),
do mesmo teorema, é consequéncia do lema 2. 84 resta
verificar, por isso, que, coasideradas as dscomposicBes

M=M,+RN,, se tem IITR,=(0). Se assim nio fosse,

existiria um M, contido na intersecqio; ¢ o endomor-
fismo Ej daria (0)=Ny E)2IN,.E,+(0), o que §
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absurdo. O teorema estd provado: M é soma directa espe-
cial dos M, . o

A. tltima proposicio & estabslecer sobre somas sub-
-directas especiais agsenta nos lemas a seguir.

LEMA 3:— Dado M, suposto médulo —Q, seja N wum
sub-mddulo — Q| nas condicBes seguintes: 1) o ideal de con-
tracgdes em N ndo tem nilideal; 2) cada sub-mdidulo — 2 ndo
nulo, contido em N, tem um ideal de contracgdes ¥ (o),

" 3) € vilida em N « condiglio de minimo para os sub-mddu-

los —Q que contém; entdo, admitindo ser P=MECN;
ewiste idempotente G 6 Q tal gue MECM G=P'EN.

De M=ME+4+M(1—E), tiramos N=M E 4-
+NNM(1—E). Pola condigio 3), existe sub-médulo
minimo em NN M(1 —E), o qunal, pelas condigBes 1) e 2),
é de forma M E', com o E'+E, [Cfr. 24, § 6, teore-
mas 22 e 23|, Como se verifica a ignaldade E' E=o,
pondo By=Z, Ey=F —HEE' véseque K| By =E, E =

=0, El=E,, de sorte que o idempotente ¢ =K; + E,

ds precisamente P'=MG=ME, +ME,DME.

Lema 4:— O sub-médulo N, do lema anterior, & soma
dirgcta de sub-mddulos — L) simples, de M. A demonstracio
faz-se exactamente pelas mesmas consideragtes que levaram

a estabelecer o teorema 64, do Cap. xvi, § 17.

LEMA B: — Nas condigbes do lema 3, N é imagem homo-
morfa de M definida por idempotente. De facto, a construcio

gugessiva de P, P’, P, ..., satisfazendo & PP’

cP’c...EN é forgosamente limitada, pois que N 6
completamente -redutivel, possuindo uma série de compo-
sicio de comprimento limitado.

LeEMA 6: — dinda com .as mesmas hipdteses, suponhamos
mais que N=MB é mddulo — (Q, Q); entdo, B é elemento
um de Q B, De facto, O E 6 ideal bilateral. Se escrevermos
Q=EQ+(1—E)Q, como HRSQ E, pode por-se @ E=
=EQ+4+QEN (1 —E)U. Representando por & esta 1iltima
intersec¢fio, que é um ideal direito de & contido em O E,
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-obtém-se 82=8K.8=8.K8=(0). A condigio 1), do
lema 3, d4 8 =(0), QE=FEL, o que prova o lema.

TEOREMA 4:: — Seja & uma soma sub-dirvecia especial de
médulos My, nas condigbes seguintes: 1) os my s@o midu-
L 3

los — (9, Q) simples; 2) cada wn' deles 6 imagem homomorfa
de € da forma mp=<Hy, onde BpeQ é elemento um

de QEy; 3) os mp zdo somas directas de médulos— Q sim-
v ? - EL a ~ -~ T

ples e o respectivo ideal de contracgles ndo fem nilideal;

enddo, & condigfio necessdria e suficiente, para que M, suposto

médulo — Q, seja isomorfo de T, que cada N $(o), suposto ’
2 4 P

médulo — (2,8) de M, contenha um sub-médulo — (2, Q)
simples, nos termos seguintes: a) se P é o referido sub-
-mddulo, o sew ideal de-contracgbes nite tem nilideal; b) cada
sub-médulo — Q, contido em P, fem um ideal de contracgBes
¥ (0); ¢) € vilida em P a condigdo de minimo para os sub-
-médulos — 2. A condicho é mecessdria: Partindo do iso-
morfismo M=~%, szeja (¢)FNEM, onde N se suple
sub-médulo — (&, £2). Como estamos nas condictes do feo-
rema 3, hi, em N, um sub-médalo — (2, Q) simples, defi-
nido por idempotente que é elemento um do respectivo
ideal de contracgSes. Podemos precisar, alé, gue esse sub-
-médulo simples P ¢ isomorfo dum certo m;, de sorte
que, por virtnde de 8), o ideal de confracgdes em P nio
tem nilideal e é valida em 9) a condi¢gio de minimo para
os sub-mddulos — 2. Por dltimo, b) é ignalmente vilido,
pelo facto de cada sub-mdédulo —©, contide em P, ser
soma directa de. sub-mddulos minimos, cada um dos quais
é imagem de M definida por idempotente.

. A condicio é suficiente: Dado M, consideremos o con-

junto JM,} dos seus sub-médulos — (@, Q) simples, veri-
ficando os termos a}, b) e ¢) do enunciado. Os lemas 3 a 6
sio aplicdveis, de modo que cada M,, além de verificar a

condigio 1), &, pelos lemas 5 e 6, da forma M,=ME,, -

onde K, é slemento um de L E,, de tal sorte que a condi-
¢io 2) é também vilida, Quanto & condigio 3), basta ter-
mos em conta o lema 4 e a hipdtese a), para se concluir
que tem igualmente lugar. O teorema  fica, portanto,
demonstrado, visto que, pelo teorema 3, M é soma sub-
-directa especial dos M,,.
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. 3) Somas directas discretas —J4 nos ocupdmos larga-
mente, em [24, §§ 11 a 14], com a teoria das somas
directas discretas de mddulos. Neste momento, limitar-nos-
-omos & um enunciado em correlacio com o teorema 36
de [27] e a algumas observagbes referentes a [24, § 12].

TEOREMA B: — Seja  uma soma directa disereta de médu-
los My, nas condigbes seguintes: 1) os my slo mddulos—

—(9, @) simples; 2) cada um deles é imagem hombmorfci de €

da forma muy =T By, onde Ene L & clemento um de L Kp;
entdo, é condiglio necessdria e suficiente, para que M, suposto
médulo — @, seja isomorfo de €, que M seja gerado pelos
seus sub-médulos — (2, Q) simples, cada um dos quais ima-
gem homomorfa de M definida por idempotente, elemento um
do respectivo ideal de contruegles. Enquanto—que a 1.* parte
do teorema é uma trivialidade, a segnnda demonstra-se por
analogia com o teorema 36 do Cap. xvii, tendo em conta
og lemas 1 e 2, asgim como o teorema'2.

As observacBes respeitantes ao § 12 do Cap. XV, acima
referidas, sdo simples. :

Suporemos que ¢ dominio @ dos operadores comuns
a0s My e & sua soma directa discreta M :=ZIZmu é um
anel N, que pode nio estar <mergulhado> nos diferentes
anéis de endomorfismos, mas que tem nesses anéis imagens
anulares homomorfas [(1), pigs. 251 e segnintes]. Tem-ge,
entfo:

TEOREMA 6: — O anel ?{, dos endomonrfismos — R da soma

divecta discreta M == L my, dos médulos my. , supondo 1=

peM -

= % Ep, é soma dirvecta completa dos ideais direitos Ihp xR.
peM ey . .

Bem entendido que a soma considerada de ideais é simples-

mente ama soma completa de médulos.

TEOREMA T:— O anel R do teorema anterior é soma
divecta completa dos anéis R ,z=E, R Ep,

TEOREMA 8: — Dada a soma directa discreta M =T muy,
referida no teorema 6, o anel R, =W, RE, ¢ isomorfo do
anel dos endomorfismos — SR do sub-mddulo m,. Deve ter-se
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em conta que o teorema 49 do § em referdncia supunha
os myp todos isomorfos —R e que o lema 1 do mesmo §
foi demonstrado nessa concordineia, . :

4) Médulos sub-directamente irredutivels — Como médulo
sub-directamente irredutivel, entende-se aquels que 86 pode
ser representado por uma soma sub-directa, se uma das
componentes for isomorfa do mddule. Ou ainda: mddulo —
— Q sub-directamente irredutivel & aquele em que a-inter-
secciio de todos os sub-médulos — 0  diferentes de zero &
diferente de zero, O mddulo (o) considera-se sub-directa-
mente irredutivel. Um méduloe simples é sub-directamente
irredutivel. Inversamente, um médulo sub-directamente
irredutivel M, tal que, para todo o sub-médulo N, exista
sub-médulo N' verificando a ignaldade M=N +N’, ¢
simples; uma das parcelas é (o).

O teorema 6, de [27, § 3], tem aqui o seguinte:

TEOREMA 9: — Todo o mddulo ZZ Q ¢é isomorfo duma soma
sub-directa de médulos — § sub~directamente irredutiveds.

Se M é um médulo—© com uma caracteristica finita ¢,
sabemos que é soma directa de sub-médulos — cujas carac-
terfsticas sfio as poténeias dos ndimeros primos que entram
na decomposi¢io de ¢, | veja-se, adiante, o § 8]. Suposto M
sub-directamente irredutivel, tem-se: ‘

TEOREMA 10: — Um mddulo — O sub-directamente trveduti-

vel tem @ caracteristica igual a zero ou a uma poténcia dum
RYTMETO” Primo.

Outras propriedades dos mddulos sub-directamente irre-
dutiveis exprimem-se pelas proposicbes que viio seguir-se.

Consideremos o sub-mdédulo minimo 2% (o), de M, e
designemos por n o respectivo ides] de contracgSes, A hipd-
tese n%+ (o) arrasta a regularidade de n e a existdncia de
idempotente £ e Q tal que M E=£. Como n#o pode ter-se
M=MELTM(L—E), a nio ser que 1 —EB=o0, M ==
=MUZE =£, conclui-se M =E£. Inversamente, se M & sim-
ples, 6§ £=M, n2+ (o). Assim: :

[ AR
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" TeoreMA 11: — B condiglo necessdiia e suficiente; para
que um médulo — Q sub-directamente irvedutivel seja simples,
que seja regqular o ideal n de contracgbes de M no seuw sud-
-médulo minimo £ (0).

Suponhamos, em seguida, n?= (0}, com n(0). Se oF
+4eQ & um divisor de zero & direita, tem-se, por ex.,
BA=o9, com BFo. Sera £EM B, £ A=(0). Se A nfo é
divisor de mero 4 direita, nio pode ter-se £ 4={0), visto
gue, de contririo, seria Mn=£, Mnd=£ 4=(0),
nAd=(o), contra a hipétese feita sobre 4. Deste modo,
vale o

TeoReMA 12: — O ideal aniquilador de £ comple-se dos
divisores de zero @ dirveiia, do anel Q, suposto n®= (o),

nz(o). -

Podemos fazer ainda as segumintes observagBes: 1.%) se
¥ (o), existe sempre AeQ tal que £=M 4; 2.*) se
n==(0), tem-s¢, para cada de Q, RCM 4;38.2) se n+ (o),
o ideal aniquilador 9, de £, é 0 mesmo gue o 1deal direito
anigunilador de n, sm £; 4% o médulo —Q, aniguilador
de ®, tem um ideal de contracctes igual ao ideal esquerdo
que aniquila ¥, & esquerda,

1 ocasigo de transportarmos para a teoria dos médulos
sub-directamente irredutiveis os raciocinios de N. H. McCoy,
estabelecidos em [18] e reproduzidos em [27, § 8). Pelo
que respeita ao teorema 8 do referido §, limitamo-nos a dar
agui uma sucessio de enunciados, que faz a decomposigio
do sen conteldo no caso em questio. O dominio Q vai ser
substituido por um anel comutativo &. =

TEOREMA 13: — Seja M wm mddulo — & sub-directamente
irredutivel e suponhamos & comutative e tal que o sub-mddulo
minimo B+ (0), de M, ¢ trivial — & (significa: £S=1(0));
entdlo, £ € finito e ciclico e tem uma caracteristica igual @ um
nikmero primo p. ‘ ‘

TEOREMA 14:-—Seja M um mddulo — S sub-directamente
trredutivel, nas condigies do teorema anierior; entdo, admi-
tindo que okxe M ¢ tal que x S =1(0), existem um nimero
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primo fiwo (caracteristica de R3(0)) e um intoiro p, funcdo
de x, satisfazendo a pPx-=-=o0.

TEOREMA 15:— Seja M um médulo — & sub-divectamente
tredutivel, nas condigdes do feorema 13; entdo, é condigio
necessdria e suficiente, pare que ye £, que fenham lugar as
duas relagies: y S==(0), p y=o.

TEOREMA 16:—8e M é wm mdédulo — S nas condigdes
dos teoremas 13 @ 15, para cada x tal que oxxeM,
x G +(0), existe AeS wverificando a relagio x A=—=x,
suposto x, um elemento fivo gerador de £; L=|m x,4-x,S!

com m infeiro. /

As propriedades expressas nos teoremas 13 a 16 sio
caracteristicas, nos termos do seguinte

TEOREMA 17: — Seja M um mddulo — S ¢ suponhamoes &
comutativo; & suficiente, para que M seja sub-directamente
¢rvedutivel, que M possua as propriedades sequintes: 1) exista
uwm sub-mdédule da forme £=]m x,}F (o), tal que £ S=(o0);
2) para cada ofxeM, tal que x S==(o0), existam um
mimero primo fizo p e wm inleiro p satisfazendo a pf x =o;
8) sempre que xS={(0), px=0, e apenas nesse caso,
seju xeR; 4) supondo xS (0), exista AeS tal gque

xA=—x,.

Quanto ao teorema 7 do citado § 3, de [27], as propo-
gigBes correspondentes a estabelecer aqni implicam racio-
cinios que alteram ligeiramente os de N. H. McCov. HKsse
facto obriga-nos a detalhd-lhos. - '

Vamos supor a existdncia, em &, de certos elementos
que ndo anulam £. A primeira proposigio a estabelecer &
a segninte: -

TrOREMA 13:—8e S é comutativo e M ¢ médulo — &
sub-directamente trredutivel, supondo que o sub-mddulo mi-
ntmo £ 4(0), de M, fem wm aniquilader A= (o), entdo ©
6 um corpo ¢ M ¢é simples — S. Wscrevamos £=|m=, 4
+ %, &}, onde 0F2,6 L e m percorre os inteiros. E claro
que o aniguilador de =, 6 A=(0) e que & ¢ anel irreduti-
vel, concretizado como anel de endomorfismos de £. Sabe-
mos que & é um corpo, (26, § 2, teor. 8]. Reconhece-ge
directamente esse facto do modo que vai ver-se. O comu-
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tador .de &, no anel dos endomorfismos de £, é um anel

de divisio ©52&. Se tomarmos o0+, Ae G, a equagiio-
CX=2A ¢ solivel em &, pois que, tendose »,C:to,
2,0 S=28, existe X¢S tal que 2, C X=w, A+ 0. Daqui
tira-se @, (C X — A)=0,C0X—A, como se deseja. Passe-
mos a provar que M é simples. Se for oFx e M, do facto
de so ter £&ima+ oS!, conclui-se que o aniquilador
de ® é nulo. Ter-se-d REx S, e, assim, existe Be G tal
que x B==x,. O clemento 16 S ¢ necessariamente opera-
dor unitirio do mdédulo, pois, de x— x.1+ 0, deduziria-
mos (z—x.1)A%0, se Ao, o que é absurdo. Hm face
disso, tem-se e BB—1=wx=wx,B~1¢ £, e, portanto, M ==
= £. O teorema estd completamente provado.

Depois disto, surge o caso de £ ndo ser trivial — & e
de o seu aniquilador ser A#(e). Vamos mostrar, a}nda
directamente, que a congruéneia AX=F5(a) & solivel,
sempre que A¢a. Ponhamos €= (x,)=|mz, =z, S|.
Visto que x,4%o0, 6 também x, 4 S(0), pois a igual-
dade x, A ©==(0) daria E:{mac,,A}, Re=2x,3, e daqui
concluirfamos a existéneia de Be & tal que z, B==,,
2, BA=z, AB=ux,A=o0. Serd, deste modo, vilida a
relagio #, A&=2, que implica baver Te® tal que
@, A P=x,. Deduz-se, entio, 2, (ATB—B)=0, ATE—
— Bea, ou seja ATB=2B(A). A congruéncia em ques-
tio é resolvida pondo X=7"B. O anel cociente &/1 é um
corpo. O seu elemento um =1 ¢ operador unitdrio de £,

‘visto que, se fosse xowma.Tz_y:l:o, ter-se-ia Ezgmyg,

£ G =1(0). Ii v4lido o

TEOREMA 19:—8e S é comutativo ¢ M é mddulo — S
sub-dirvectamente irredutivel, supondo gque o mddulo minimo
R+(o), de M, tem um anigquilador A+ (0) mas nio & fri-
vial — &, entdo, Sfa é um corpo, cujo elemento wm é opera-
dor unitdrio de L.

A relagio €a=(0) mostra-nos haver elementos nio
nulos pertencentes 20 sub-médulo — S que aniquila 4.
Se ¢ um tal elemento, nio pode terse xS={(0}), por
esta razfio: seria Egzmm , £ ©={(0), contra a hipbtese
de £ n#o ser trivial —&. Sendo, desse modo, & &+ (o),
REx S, existivd 46 S tal que 2.4 =u,. Entdo, se B¢a,
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xAB==2,B%0, e, consequentemente, AB ¢4, pais foi
foita a hipdtese x4==(0). Da congruéncia acima estudada,
resulta ABS=B4D, com S¢S, Dea. BEm sognids,
tem-se 2 A BS=2B. Por ser x d=uwx,, é também x, BS=
=B, (®S—a)B=0, e daqui vamos dedozir x, =2,
Na verdade, se y=u, 8 —~xF o, serd y S+ (o), pela mesma
razio que acima. Concluirfamos £Ey S, BBSy B S =(o0),
contra a hiptese Bé¢a. K, assim, v =w,56 £, 0 que nos
permite afirmar:

TeOREMA 20: =8¢ S ¢ comutativo e M é mddulo — &
sub-directamente trreduttvel, supondo gque o médulo minimo
% (0), de M, tem wm aniquilador A (o) mas ndo é éri-
vial — ©, entdo £ e A sdo aniquiladores reciprocos.

Finalmente, do facto de se ter, para 2 ¢ £, xa+ (o),
concluimos £Ex A, e, portanto, concluimos também a
existéncia de Djea tal que #D;=w,. Tem Iugar o
geguinte :

TeoREMA 21: —Se M é um midulo — S nas condigles
dos teovemas 19 ¢ 20, para cada x ¢ £, deduz-se a existéincia
“deDyed tal gue x Dy =x,.

As prqpried‘ades eXpressas nos teoremas 19 a 21 sfo
cavacteristicas, & face desta inversa:

TeoREMA 22: — Seja M wn médulo — S ¢ suponhamos &
comutativo; & suficiente, para que M seja sub-directamente
irredutivel, que tenham lugar as_-seguintes propriedades:
1) existe um sub-médulo — & da forma £ = jmx,+ 3063 + (0),
com um aniquilador A+ S; 2) ©/A seja um corpo, com o ele-
mento um operador unitdrio de £; 8) £ e A sefam aniquila--
dores rociprocos; 4) para cada X ¢ £, exisia D, e A ial que
xD;=xX,. Se as quatro propriedades tdm lugar, vamos
provar que, sendo oFx e M, é sempre £S(x)— zm x -+
_[,chi. Quando ¢ £, em virtude de 4), tem-se D=
=, LEXOSE(x). Se w6 L, 6 xA={(0), em face de 3).
Distinguiremos, entfio, dois casos. Pode existir F ¢ A tal
que &« F'&0, ou n&o existir. No 2.° caso, teriamos & S =),
xS/A=(0), o que iria de encontro a 2). Serd, assim,
xF+o, para um certo F¢A. Se escrevermos x—=a, B +
4-n,, onde Be® e n & inbeiro, deduzimos « F'=a, BF -
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+nw, F+o. Entio, BF+nF¢A, o que leva a uma ignal-
dade da forma (BF +aF4+A)(G+A)=1¢&/A, e, con-
sequentemente, leva a ®,(BF+nF)G@=x,, ou seja
¥ G=uw,. Ter-se-d BE(x), q.e.d.

OBSERVACOES: — N#o hd necessidade de excluir, no teo-
rems anterior, a hipdteso A= (o). De facte, em virtude
de 3), serd R==M, o que implica desde logo a exclusio
de 4). Depois, recai-se na proposicio seguinte:

Se M é um médulo sobre um corpo comutativo &,
cujo elemento um é operador unitdrio de M, e se tem um
inico gerador, entfio M é simples—&. Admitindo, porém,
que se toma a hipGtese A ==1(0), com exclusiio das proprie-
dades 3) e 4), entio £ serd irredutivel — &, mas nio se
prova a irredutibilidade sub-directa de M, Pelo contririo,
decompondo M sob a forma M=M'+ M", onde M’ é o
sub-mddulo - & composto dos elementos que sio anuniados
por & e M" é 0 sub-mddulo — S para cojos elementos 16 S
é operador unitirio, resulta, da teoria dos mddulos semi-
-simples, [§ 5], que M” & semi-simples, £ é sua parcela
directa, e, portanto, parcela directa de M. :

5) Modufos semi-simples — Um médulo M, com um
dominio operatério R, que pode nHo ser um anel, diz-se
semi-simples, se for gerado pelos seus sub-mddulos sim-
ples — SR. Dos resultados estabelecidos no § 4, de [27],
conclui-se que, para todo o anel & (0}, semi-simples no
sentido de JACOBSON, existe médulo — © semi-simples fiel.
Vamos provar a inverss, por forma a ficar estabelecido este

TEOREMA 23:— K condiglo necessdria e suficiente, para
que &4(0) seja semi-simples, que exista mddulo — S semi-
-simples flel. A. suficiéncia da condigio assenta no seguinte

LEMa 7:— E condigiio necessdria e suficiente, para que M
seja semi-simples, que M possa tomar « forma M=Xm,,
como soma directe discretu de sub-mddulos m, stmples. A con-

dicfo & necessdria: Se M é semi-simples, tomemos o con-
junto C de todos os sub-mddulos simples de M: C'={m,,

Mg, ..., My,...}. Bm seguida, designemos por S o con-
junto de todas as somas directas discrefas formadas com
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elementos de C. Serd 'S——ﬁgma,‘mﬁ, very Mg g,
Ty, ..i, snposto, bem entendido, m, &= mg, assim como
Imy uma soma tal que todo o seu elemento m, - mg -
<+ ...} m,, com mpem,, efc., g6 pode ser o elemento
nulo, se for, em separado, m,=m,=...=m =o. O con-
junto S é uma ordem parcial. Vamos tomar, em S, um
sub-conjunto ordenado 7', Existe um majorante minimo
para T, que é aquela soma directa discreta constronida com
o conjunfo unido dos my pertencentes &s somas gue figu-
ram em T, Vé-ge imediatamente, com efeito, que nio pode
ter-se m,; +m5’+ vor - myr=0, quando m,s, ..., My per-
tencem aos citados mp, sem que geja My ==...=m =0,
pois, figurando m,/, ..., m, s numa soma do conjunto T,
a hipé6tese contriria levaria &4 dependéncia de mgs, ..., m,r.
Conclui-se, deste modo, que S é um conjunto indutivo,
(28, § 5], havendo em 8, pelo principio de ZORN, um ele-
mento maximo I m,. Entfo serd M — X m,, porque, se
pudesse existir m, nfo pertencente a X m,, a soma directa
discreta m, - I m, mostraria que I mt, nio era méixima.
A condigfio & suficiente: Esta afirmacgfio ¢ trivial.

Pasgsemos 34 2.* parte do teorema 23. Dado GI=(o),
suponhamos M um mddulo semi-simples fiel. Hiscrevendo,
nos termos do lema, M =X mp, o teorema 17/, do refe-
rido § 4, de [27], leva & conclusiio desejada,

Eis agora outro teorema caracteristico dos moddulos
gemi-simples,

TEOREMA 24: — K condigio necessdria e suficiente, para
gue M seja semi-simples, que todo o sub-mddulo N, de M,
seja parcela divecta duma soma da forme M =N 4 N'.
Partamos de M, suposto semi-simples. Tomemos N +M
o consideremos os sub-mddulos simples m,, mg,..., de M,
nio contidos em N . Claramente que M serd gerado por N
e por esges sub-mdédulos. Tomemos em seguida, como con-
junto '8, o conjunto das somas directas S= %N, N+

g, ..., N2y, .. i Um raciocinio andlego ao do

teorema anterior leva & existéncia de elemento méximo
em 8, para o qual se tem M =N +Zm,, de sorte que

e
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se responde ao teorema ponde N’'==Zm,. Passemos &
inversa. Por um lado, sabemos que, dado M, este é sem-
pre isomorfo duma soma sub-directa de mddulos sub-
-directamente irredutiveis my. Hntio, do homomorfismo
M~ myu, concluimos mu=~=M/My, e, da propriedade
atribuida a M no enunciado, deduzimos M =My~ My.
Os sub-médulos My sio sub-directamente irredutiveis; e,
como gozam da mesma propriedade sfio simples. Conside-
remos, em seguida, a soma directa M', de todos os sub-
-médulos simples de M. Ter-sed M= M'+ M". O sub-
-mé6dulo M” é nulo, como vamos ver. Bm primeiro Ingar,
ele goza da propriedade atribuida a M; por isso ao escre-
ver-se M'' como soma sub-directa de médulos sub-directa-
mente irredutiveis m; e ao pér-se m, = M"/Mg, também
é M"=Mj + M’ . Depois, todos os M) =~ n, séo sim-
ples, consequentemente nulos, visto que M nfio tem
sub-mddulos simples, Dai resulta M"=M,, m,=(o),
M/ = (o). O teorema estd provado. _

0 modo de raciocinar na 1.* parte do teorema anterior
leva ao seguinte

TEOREMA 25: — 8¢ o mddulo semi-simples M tem a forma
de soma dirvectamente M =X my., onde ds myp sdo simples,
dado um sub-médule N, de M, ao escrever-se M=N-}-N',
podemos supor o sub-mddulo N' soma divecta discreta de cer-
tos mddulos mp. Na verdade, chega a estabelecer-se também
M =N + Zm,, tendo o cuidado de tomar os sub-mddulos
simples de M n#o contidos em N que facam parte da
soma X ntp.

Na decomposicio dum mddulo semi-simples M sob a
forma M =% m,, (ve M), hd uma dltima propriedade que
é importante assinalar. Suponhamos M =2Xun;, (je V), uma
nova soma directa discrefa representando M. K vélido o

TEOREMA 26: — Os dois conjuntos M ¢ N tém a mesma car-
dinalidade, (Cfr. [32], pigs. 240-241, assim como H. LOVIG,
Uber die Dimension linearer Riume, «Studia Mathematica»,

‘vol. B, 1934, pdgs. 18-23). A demonstra¢io é a que val

ver-se. Se 0 nimero de parcelas de uma das somas directas
for finito, o mesmo sucederd com a ouitra soma e o8 dois
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ntimeros séo iguais. Faremos, assim, a hipdtese de serem
infinitos os dois conjuntos M e N. Admitamos mais que
os m,, n;, M sfio médulos—&S, por forma que m,=

={me,+e,&}, n;=Inf,+f, S}, (m,n inteiros; ¢, e m,,
fien;). ‘ ) )
Dado e;, tem-se sempre ‘e, = nyfotoen g, f
+f;8+ .. f, 8, onde o8 nm sHo inteiros e os ss perten-
cem a ©. Nestas expressses dos ey, intervém todos os f;y visto

que, se f, niéo figurasse em qualquer decomposicio, escre- .

vendo, por sua vesz, fq-: Mg ey-t+...+ M, 8+ gty
+...4¢4,%, onde 0os mm sHo inteiros e os ¢t pertencem
a ©, ao fazer aqui a substituicio dos e,, ..., e, pelas suas
expressfes nos ]}, chegava-se a concluir n#io ser Zn; uma
soma directa discreta. Tomado agora je N, considere-
mos f; e procuremos o0s e, em cnjas expr(?ssﬁes figura f;.
A cada j fazemos corresponder dessa maneira um sub-con-
junto nfo vazio 31, TR .fCM, precisamente o sub-con-

junto formado pelos indices v, dos e, referidos, O axioma -

da escolha permite, em seguida, considerar nma funcio 8
de conjunto, seleccionando um elemento em cada sub-con-
junto, Poremos v=0(j). Os vv percorrerioc uma parte
MM, tendo sentido falar de j=90—1(v), A fungio
®—1(v) é multivoca, contrariamente a ©. Podem, de facto,
varios jj levar a sub-conjuntos com elementos comuns, de
sorte que, na escolha determinada por ©, pode um mesmo
elemento ser repetido. Fim qualquer caso, 86 aparecerd um
nimero finito de vezes, existindo uma correspondéncia
biunivoca entre os ve M’ o os-sub-conjuntos finitos e dis-
Juntos @1 (v)C N. O ndmero cardinal do conjunto dos
©—1(v) 6 o mesmo que o de uma parte M', de M. Inver-
tendo oz papéis de M e de NNV, chega-se a uma parte N/,
de N, com o mesmo numero cardinal que M. Assim, M
e N t8m a mesma cardinalidade, como se afirmou.

Exzemplo importante de mdédulo — & semi-simples &
dado por todo o mdédulo M relativo & um anel © semi-
-simples noetheriano, sob a hipdtese de 1 ¢ G ser operador

" unitdrio de M. Hazendo, com efeito, a decomposigio &=

=1y ...} 1y, em ideais direitos simples, tem-se, para
cada me M, m=m.l=me;+ ...+ mey, onde 05 ¢ €1,
sdo idempotentes orfogonais. A correspondéncia r,—>mz,,
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(¢=1,2,...,2), ou é o homomorfismo nulo ou um iso-
morfismo. Na decomposigio anterior de m, as parcelas nio
nulas pertencem a sub-médulos simples do tipo m ;. Entéo,
M é gerado pelos seus sub-médulos simples, pelo que &
semi-simples — S. : .
Quando 16 & n#o é operador unitdrio, a decomposigio
M =N+ N, referida no teorema 24, é ainda v4lida, para
cada NN onde 16 & opere como operador unitirio. E o que
ge reconhece imediatamente decompondo M sob a forma
M=M'4+M", na qual M’ e M” sdo os dois sub-médu-
los — & seguintes: o primeiro comp8e-se dos elementos
de M que sfio anulados por &; o segundo dos elementos
de M para os quais 1 € S é operador unitdrio, Entio, sers

NEM' M/"=N+82, M=N-+2+M’'. Assim:

TEOREMA 27:— 8e & é um anel semi-simples noetheriano
¢ M um médulo — O, todo o sub-médulo— S, como N, sob
a hipdtese de 1e & ser operador unitdrio de N, ¢ parcela

" divecta duma soma igual a M.

Posto isto, tendo escrito, como no teorema 25, M=
=E myp, agsociemos separadamente os sub-médulos gimples
isomorfos. Pode obfer-se

M'_—‘—_VIEM?W', M =ja,Bty..., v o o4y (1)

onde cada £, é soma directa.disereta de sub-médulos sim-

ples isomorfos, néo isomorfos dos sub-mddulos simples
que entram noutro £p/, (/£ v'). Precisemos, de resto, que,
nos mg, figuram sub-moddulos isomorfos de gualquer sub-
-mddulo simples de M, pois que, se mt for um tal sub-
-médulo simples, dado mem, supondo oFm em, um

elemento que figura na representacio de m, tem-se, neces-
sariamente, m,~~m. Assim, se, para duas parcelas da

soma (1), considerarmos s homomorfia Ea.vwiffgéﬁgr, a
hipétese B’-a’ arrasta £g = (o). B vilido este

TEOREMA 28:— O anel R, dos endomorfismos — R dum
médulo M, semi-simples — R, é uma soma directa completa

dos anéis R0, soma que pode ser entendida no sentido anu-
lar. O produto de dois anéts parcelas distintos é nulo,



146

Relativamente & estrutura de R ,ryo= By R By, o teo-
rema 8 deste artigo, combinado com o teorema 49 de [24,
ou Cap. Xv], permite o seguinte

ADITAMENTO : — Cada anel @{Tara; ¢ isomorfo do anel for-
mado pela totalidade das matrizes (transfinitas) de linhas
somduveis de endomorfismos — R pertencentes ao comuiador
de R no anel dos endomorfismos — R dum sub-mddulo sim-

)

ples de £y, Esse comutador é um anel de divisdo. -

Podemos ir um pouco mais longe no estudo do anel dos
endomorfismos duma soma directa discreta de sub-mddulos
‘isomorfos simples, quando o conjunto R se supbe vazio,
on, pslo menos, se sapde um anel comutativo,

Se SR & vazio, o teorema 53 de [24] permife afirmar,
entio, que, se for U o anel dos endomorfismos de M =
=Im,, M é irredutivel — . Assim:

TEOREMA 29:—Se R ¢ um anel comutative, o anel R,
dos endomonfismos— R, dum médulo M =1 mp, soma directa
discreta de midulos — SR, simples e isomorfos, é um anel pri-
mitivo. Mais geralmente ainda: '

TEOREMA 30: — 8¢ R ¢ comutativo, um mdédulo— R semi-
-simples tem um anel R, de endomorfismos — R, que & semi-
-simples. De facto, pelos teoremas 28 e 29, R ¢ isomorfo
doma soma directa completa de anéis primitivos. Entio,
& face de [27, teor. 19], a alirmacio é imediata.

Exemplos importantes de moddulos semi-simples sfo
dados pelos mddules sobre um corpo (comutativo). Tome-
mos M, sobre o corpo 8, e suponhamos 1 ¢ R operador
unitdrio em M. Do teorema 51 de [24] resulta imediata-
mente, & face do actual teorema 24, que M é semi-simples.
~ Tendo em conta que um médulo simples sobre K&, quando
16 K é operador unitirio, tem a forma v R, podemos afir-
mar que é

M= 3y R, w K2R
MM'& | A '
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onde v deve ser compreendido como um gimples simbolo

e M é um conjunto determinado, Vale o seguinte

TeEOREMA 31:— E condigdo necessdria e suficients, paros
gue M seja mdédulo sobre um corpo K (cujo elemento um se
supde operador unitdrio de M ), que M seja semi-simples — R,

Visto que R é anel denso em v R, sobre R, K & irre-
dativel e é o seu proprio comutador, [Cap. xv, teor. B7].
Representando, como em geral, por 8, o comutador de K,
mas agora no anel & (M) dos endomorfismos de M, sabe-
mos que o5 sub-mdédulos — R, de M, estio em correspon-
déncia biunivoca com o8 sub-médulos — K, de v R, [Cap. xv,
teor. B3]. Isto significa que M é irredutivel —R. A for-
tiori, M ¢ irredutivel — € (M), o que também se exprime
dizendo: M ¢ absolutamente irredutivel. Tem lugar o

TEOREMA 32: — Se & (M) significa o anel dos endomorfis-
mos do médulo M, todo o mddulo M sobre um corpo é abso-
lutamente irredutivel, ou seja: é irredutivel — € (M).

. Como aplicagiio, tomemos nm anel arbitrdrio &. Se p
for um ntmero primo, » & é um ideal bilateral e &/pS=

=0, é um anel cociente. Para cada de¢ S, é pa=o.

Representando por (p) o ideal principal gerade por p no
dominio dog inteiros, o anel cociente é moddulo sobre o

corpo Rp={o-+(p), 1+ (p),...,p—1+(p)}, sendo 1=
=1+ (p) operador unitirio no moédulo, Pode ter-se ©p =
=(0), o que implica S=pS. Se for, porém, S,3(0),
todo o elemento n#o nulo do anel cociente tem a ordem p.
Podemos formular este enunciado:

"TEOREMA 83: — Dado uwm anel arbitrdrio &, se, supondo
p primo, for SEp S, o ane cociente S/p S, considerado
como midulo, é absolutamente trredutivel ¢ compe-se de ele-
mentos todos da mesma ordem prima p.

Em vez de R, tomemos agora um anel de divisfio D,
cujo elemento um se supde ainda operador unitdrio do
modualo M, sobre . Tem-se igualmente:

TEOREMA 84: — Dado um médulo M, supondo ® wm anel
de divisdo de endomorfismos de M, M é semi-simples — D .
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serovamos, entfio, M= I «,D, como soma directa
velM

disereta de médulos — 9D, simples, isomorfos—% e com

uma tnica dimensio. Para o anel ®©,.dos endomorfis-
mos— @, de M, 6 vélido o seguinte

TeOREMA 35:— Se M se considera médulo sobre um anel de

divisdo © dos seus endomorfismos, escrevendo M — EMqu)D,
ve

como soma directa discreta, o anel D, dos endomorfismos — D,
de M, é isomorfo do anel de todas as matrizes com M dimen-
sBes, formadas por elementos dum anel de divisdo D', anti-
-isomorfo de ®, de tal modo que cada linka da matriz tenha
um numero finito de elementos ndo nulos. E o anel dos endo-

morfismos — D, de M, é isomorfo de D'. Além disso, M ¢é
irredutivel — D, ¢ D ¢ D, sdo comuiadores reciprocos. Dos
3 perfodos em que so decompds 0 enunciado, as afirmagSes
contidas no 1.° e no 2.° siio consequéncia imediata do coro-

ldrio 16, § 14, de [24]. Que M ¢ irredutivel —®, con-
clui-se do teoremsa 53, do mesmo § 14, de [24]. Final-
mente, para se ver ® e D sfo comutadores reciprocos,
bastard, em face de [24, § 12, teor. B0], identificar cada
endomorfismo —® com um elemento de ®. Se 8 é um
endomorfismo —®, tomemos uma parcela fixa »,9D,
de M. Podemos escrever u, D =u, D’ (}), onde D', anti-
-isomorfo de ¥, é aqui, precisamente, o anel de divisio
dos endomorfismos — P, de u, ®. Os raciocinios do -citado
teorema 50 mostram que O define em u, ® =u, D' um
endomorfismo—®’, ou seja, portanto, um elemento de 9,
que é independente do indice a.

OBSERVAGAO: — Querendo ter em vista o teorema de
CHEVALLEY-JACOBSON, [24, § 16, teor. 57}, do facto de D
ser anel denso de endomorfismos —®, de M, resulfa desde
logo que @ é o comutador de . O poder, a elegincia e a
simplicidade do método de JACOBSON sio manifestos a
cada passo.

(1) Nio se significa, com esta igualdade, %, d =1y d', se d o df
se correspondem no anti-isomorfisme, ' :
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6) Duas caracteriza¢des dos anéis semi-simples noethe-
rianos — Neste §, assim como no préximo, ocupar-nos-emos
dos resultados estabelecidos por GOLDMAN em [19] e [21],
relativos a anéis semi-simples. Comegaremos por demons-
trar duas proposicbes gerais, também devidas aquele antor,
o passaremos depois as duas caracterizagBes referidas em
epigrafe.

S significard, em geral, um anel nio comutativo. Sio
bem conhecidas as segmintes circanstincias. Dado &, hé
sempre médulos — S. O préprio anel é um exemplo. Se &
tem elemento um, concretiza-se como anel de endomorfiz«
mos do seu grupo aditive. N#o existindo elemento um,
S pode «mergulhar-se> num anel &* contendé nm fal
elemento. Assim, qualquer que seja &, hd sempre mddu-
los — G fidis. .

Um médulo—& de que adiante faremos muso é o
geguinte: considera-se o anel § dos nimeros inteiros, e,
em seguida, define-se ©><J como o conjunto dos elemen-
tos (@, n),[ae S, neJ], algebrizado por via da definigio
(e, m) 4 (&, n) ==(a -+ &,m 4 n). Obtém-se mm médulo,
que passa a médulo— &S, pondo (a,n)a’=(aa’-+nd’, 0},
(¢’ S, 0 = inteiro zero).

Sao tteis os dois teoremas que vio tratar-se,

TEOREMA 36: —Se S ¢ um anel tal que todo 0 médulo — S
se escreve s0b o forma M =N +N', como soma directa de
médulos — S, o primeiro dos quais é o aniquilador modular
de &, entdo, escrevendo S=a -+, onde a é o aniquilador
esquerdo de S, tem-se a=(0). Se existe 1 € S, a afirmagho
¢ trivial. Néio sendo assim, ¢megulhemos> & em 3%, como
acima se disse. Escrevendo ©*=—a’Jb’, nos termos do
enunciado, tem-se S* g =(a’a, b’ a)=>b'aSh!, (G*a)S=
= G* (aB)=(0), de sorte que S*aSa’, S*a=(0), o,
portanto, em virtude de existir 16 ©*, a=1(0), q. e. d.

TEOREMA 37: — Se 0 anel & do feorema anterior tem uma
caracteristica finita )z, existe elemento 1e S, [ GOLDMAN, 19,
phg. 1025]. Escrevamos, com efeito, & >< = Ny N,
onde N; é o aniquilador modular de &. Supondo (o, 1) =
=(—a,,1—n)+(a,,n}, onde as parcelas pertencem, res-
pectivamente, a N; e a N3, vamos verificar que é n=o0.
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Tem-se % (a,, n) =({ka,, kn)==(0,kn) e N3, assim como
(0,%n)a=(kna,o0)=0, qualquer que seja ¢e&&. Con-
clui-se também - (o, kn)e N, e, portanto, (o,%kn)=0,
kn==0, n=0, como se afirmon. Deste modo, vale (o, 1) =
={(—a,, 1)4(a,, 0), de =sorte que (—a,, 1)eN, e
(—ay,l)a=o=(—a,a-|-a,0), o que leva a a—a,a.
O elemento a, 6 S é unidade esquerda. Dado agora qual-
quer be &S, como se tem (b—ba,)a=0, qualguer que
seja &, valerd a inclusio b —bda,ea, onde a={(o) foi
referido no teorema anterior. Portanto, 8—=1"5a,, como se
deseja. '

- Os ‘anéis semi-simples noetherianos, na ordem de ideias
que estamos seguindo, sfio susceptiveis da caracterizagio
seguinte, [19]:

TEOREMA 38: — X condigdo necessdria e suficiente, para
que & seja um anel semi-simples noctheriano, que fodo o
médulo — S seja soma directe dum sub-médulo — S, que é
o anigquilador modular de S, ¢ dum sub-mddulo — S, soma
divecta discreta de sub-médulos — & simples. A condicio é
necessdria: Suponhamos & um anel semi-simples noethe-
riano e M um mddulo — & gualquer. Facamos a decom-
posicio M=M'-+ M", onde M' é aniquilado por © e
M" é um sub-médulo — & que admite o elemento um
de © como operador unitirio, {(I), pidg. 81]. Trata-se de
provar que M” ¢ médulo — S semi-simples. Facamos &
decomposicio ©&=1;+... 1y, em ideais direitos sim-
ples. Se meM” & tal que mr,4:(0), a correspondéncia
r,~mr; & igomorfismo’ operatério relativaments a &.
Assim, mr; é simples —&S. Ora, dado me M" gualquer,
6 .sempre m.l=—mey ...+t me,, onde 0s e€r; sho

" idempotentes ortogonais. Cada me M’ pertence a uma

soma finita de sub-mdédulos — &, simples, de M”, pelo
que M" é semi-simples, por ser gerado pelos seus subs
-médulos simples.

A condigio é suficiente: A demonstragio assenta sobre
o lema seguinte, devido a GoLbmaN, [Cfr: teor. 35 o 36]:

LEMA 8: — 8¢ & ¢ um anel tal que tode o mddulo — S se
escreve s0b a forma M =N - N’, como soma dirvecta de

mdédulos — S, o primeivo dos quais é o aniquilador modular
de © e o outro é semi-simples, S possut elemento um. .

L
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Partamos da decomposicgio & >< =N+ N, referida
atrds, e demonstremos que 6 N;=+(0). A hipbtese N =
= (0) acarretaria a semi-simplicidade de &><3=N;. Pelo
facto de ser (&, 0) um sub-médnlo — & préprio de &S><J,
a ignaldade ©><F=(S, 0) + N3 dd N3+ (0),sendo N3 & E
EN3;. A forma dos elementos.de N3 &S é (a, o}, de sorte .
que é também N3 S E(S, 0), ou seja N3 S={(0). Entio,
ter-se-4 (0)3=N3;EN;, o que nfio pode fer lugar com
Ni =1{0). - .

Nes(tazs condi¢Bes, tomemos o {ay, ny) € N'y. Para cada
be© é a, b4 nyd=0, nio podendo ter-se ny=o0, visto
que, de contririo, seria «; b=0, e, portanto, a; € a, (Cir.
teor. 86), o que implicaria @, =09, (a;,n;}=(0,0}=0.
Se, para o inteire fixo ny, fosse n; ©=/(0), o teorema 34
era aplicivel e o lema ficaria provade. Nio sendo assim,
vamos demonstrar gue tem lugar a soma directa &=
=A+ B, onde? é o ideal bilateral de & composto dos
elementos @ tais quo z;a=0, ¢ B=n,S. Em face das
hipdteses e do teorema 33, & é uma soma directa discreta
de ideais direitos simples t;: 6=190t1.‘ As correspon-

-]
déncias — S da forma r) — n, 1) implicam 2, vy =1, ou
n, ¥y == (0). Na primeira hipétese, a relagfio » ) =0, com
t 615, leva a £, ==0. Designando por ', o sub-conjunto
de € tal que, sendo ae C,; é n, v, = (0), tem-se

G=z -+ T n, ,6= ¥ an= I 5. 1)
reC-C, A

g, 6 C-C e O O

o

A primeira parcela da decomposigio de © estd contida
em U; por outro lado, se a’ e, pondo a'=r 4 rg+
+ ...+, (0%r,67,,...), nio pode ter-se, por ex,
«eC—C,, visto que, sendo n, a'=n, v, ...+ n,7,=0,
é n, r, =0, e aguela hipdtese daria r, = 0. Assim, tem-se

rel

o

como se afirmou. . )
Pogto isto, 0 anel &/B == A estd nas mesmas condighes
de S, no tocante 43 hipdteses do lema, como é imediato.
O mesmo se diz de 2, que, por outro lado, é anel de
caracteristica finita. O teorema 36 & aplicivel e 2 tem ele-
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mento num =we,. Se, existir elemento um—ey, em B, o
lema fica provado. E o seguinte o raciocinio de GFOLDMAN
nesta tltima parte. Volfemos ao elemento determinado
(a1,71) e N; e nfio esquecamos que, para cada 56 S, &
ayb=—mn; b, Iiscrevendo a; =« B, onde «e U, Be BV,

o tomando b,¢ B, obtém-se, pois que U B =1(0), a1 b, =

=-—n30,={a+B)b,=fb, Para cada ¢, B é agora
(nyco+6,B)d, =ng6,b,—nyc,b,=0; e, para cada ae S,
6 (nyco+co B)a=o0. Assim, em face do teorema 36, con-
clui-ge ny c,~-¢, P=o0, de sorte que f ¢ B, para qualquer
b,e B, db Bby—=0b,3=-—mn,b,. Pondo p'=—B, o facto
de se ter B’ e B =n; © mostra que B//n, existe como ele-
mento de &. Fazendo a suma decomposiciio sob a forma
Blfng=ayFB1, (216 2A, B16B), vé-se que B//n,6 B. O ele-

‘mento um de B §, pois, eg=—-—f,
(!

A suficidéneia a provar é agora ficil de estabelecer.
Decomposto & sob a forma indicada em (1), ponhamos
l==e,-+eg+ ...+ ¢, onde o#¢,e1,, ete. Sabemos que &
S=¢,6+.., +e6 S=14+... 41, 0 que caracteriza &
como anel completamente redutivel. Esta propriedade e a
existéncia de 1 & © bastam para garantir que os diferentes
radicais ge reduzem a (o). O teorema 85 fica provado.

As consideragtes feitas permitem dar uma nova caracte-
rizagio dos anéis semi-simples noetherianos. K vélido este

TEOREMA 89:— K condigdo-necessdrin e suficiente, para
que & seja wm anel semi-simples noetheriano, que todo o ideal
direito de S seja gerado por um idempotente. Da teoria dos
andis em causa, desenvolvida no Cap. 1, de (I), resulta
imediatamente que a condi¢ho é necessdria. Vamos provar
que 6 também suficiente. O préprio anel & é gerado por um
idempotente e¢. Hscrevendo a decomposiciio de PEIRCE &=
=e O+ B, o ideal direito BV, conjunto dos elementos da
forma b-—e¢b é o ideal nulo. Passemos & decomposiciio
esquerda’ ©=G¢+ A, [Cfr. (I), pdg. 17]. O ideal
esquerdo %[, conjunto dos elemenfos da forma ¢ —ae,
6 ideal direito, porque (¢—ae)s=as—a.es—as—
—as=o, visto ser ¢ uma unidade esquerda. Kntio,
designando por ¢/ o idempotente gerador de U, serd
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ele’=o0=¢e', 0 que lova a A=(0), 5=OGe., Assim, ¢ é
elemenfo nm,. - . )
Considerando & como mddulo — &, com os operadores
a direita, qualquer que seja o ideal direifio r, tem-se sem-
pre, pars um certo idempotente f, 1 =&, &E=fG-
4+ (1—f)S=r41". O teorema 24 garante-nos que S é
mddnlo semi-simples. A existéncia de elemento 16 & leva
agora, como no final do lema 8, a0 resultado desejado.

’ . .
7) Scbre a caracterizagdie abstracta dos sub-anéis dos
andis semli-simples — A doutrina dada em {21], a qme vamos
passar agora, & relativa a anéis que podem <mergulhar-se»
num anel semi-simples no sentido de JACOBSON. Em corre-
lacdo com a teoria do radical —.J, [27, § 4], e com certas
proposictes do § B, vamos considerar o ideal bilateral D,
contido- no radical—.J, de &, e definido como a infer-
seccio dos aniquiladores' dos médulos M que admitam S
como dominio operatério e que gejam irredutiveis — & (M).
Designaremos por mddulos— & gquase-simples os médulos .
em questio. No § B, faldmos ji de exemplos de tais
mdodulos.

A relaciio de inclusio DER ., 6 consequéneia imediata
desta proposigio:

TeoREMA 40: —Um médulo — & simples é um mddulo
quase-simples. Do facto, dado M, nas condigGes do teorema,
ge ¢ for o ideal bilateral de & tal que M a = (o), entio M
§ irredutivel — S/a, e, a fortiori, irredutivel — € (M).

Tis aqui o enunciado relativo ao resultado de GOLDMAN:

TeOREMA 41:—F condigiio necessdria e suficiente, para
que S possa «mergulhar-se» num anel semi-simples T, que
seja D==(0). A condigho & necessdria: Se ©ET o este
dltimo 6 semi-simples, entio ¥ & isomorfo duma soma
gub-directa de anéis irredutiveis ;. Se M, for irreduti-

vel —Q,, € é dominio operatério de M, pois que, sendo
T~ Uy 22 T[T, podemos imaginar t€ T a operar como
0 seu correspondente @, € ;. O mesmo se diz de S. Pelo
facto de ser IIE, = (o) e de o aniguilador a3, de M, con-
tido em &, verificar 2 inclusio ¢, S, serd fambém
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ILay,=(0). Oia os M, sfio irredutiveis— & (M,), o,
assim, D == (o), pois DE g;. :

A. condiglio & suficiente: Tomemos & e suponhamos
D=(0). Bm seguida, consideremos um conjunto de
mddulos M, que sejam mddulos— &S guase-simples e tais
que Ila, = (o). A soma directa completa dos E{M,) é
um -anel semi-simples que contém uma parte isomorfa
de ©, como se v8 do modo a seguir. Dado s S, seja
s+ a; o sen correspondente no homomorfismo &~ S/a,, .
Como este anel cociente estd contido em & (M), define-se,
assim, nma correspondéncia s »a, ¢ & (M,). Se todos os «;
forem nulos, fer-se-4 sella,, on seja s=—o. A correspon-
déncia em questiio 6 nm isomorfismo, q. e. d.

. Sabemos que, qualquer que seja &, h4 sempre mddu-
los —& simples, o, portanto, hi sempre moédulos —S
quase-simples. Se M é um tal mddulo, a sua caracteris-
tica p 6 a mesma que a do centro de & (M). Admitindo
pFo, para cada ae S e cada x e M, tem-se xa.p=—o0=
=z.pa, de sorte que p& estd contido no aniquilador
de M. Admitindo p=o, se designarmos por 7' o ideal
bilateral de © composto dos elementos deste com ordem
finita, )tem-se, para cada ae I e cada we M, (supondo
na=o), S : . .

z.me=o=xa.l+...+za.l=za.nl, (1eE(M)),

1
za=ga—=(x.na). —=o0,
n

0 quo prova estar 7" contido no aniquilador de M. Deste

modo, se considerarmos a totalidade dos médaulos — &

quase-simples, quaisquer que sejam as hipiteses que, ern

principio, possamos formular, é sempre D2 TNp &,
)

onde p se estende a todos o0s nmimeros primos.
¥ agora interessante a seguinte proposigio:

- TEOREMA 42: — Dado uwm anel S, a tntersecdo D, de
todos os ideais de S, ‘que sdo aniguiladores de midulos — S
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quase-simples, é D=TNIp &, (GoLDMAN). A demonstra

. P . . N .
cio ficari feita, se chegarmos a concluir a inclusio DE
ETrNlp&. Comegaremos pelo caso em que existe ele-

mento um=ue6&. Tomemos, entio, um mdédulo — S
quase-simples M e facamos a decomposigio M =M’
+M", onde M’ é aniquilado por © e M’ & a parte
de M para a qual » é operador unitdrio. Se a £& for o ani-

- quilador de M, é também o aniquilador de M”. Vé-se, em

seguida, que M’ é quase-simples, provando que é mdédulo
sobre o corpo 3, centro de &(M). De facto, dade Ce3p,
tem-se ' A R

wu.C’:m(u—Fa).U:mC..(u—[—a)’.z'm(?ueM”, (zeM).

Posto isto, concluimos que a determinacgio de D, no caso
em que existe ue6 S, pode fazer-se considerando unica-
mente os mddulos — S quase-simples, para os qunais u é
operador unitério.

Independentemente da existéncia de w, o anel cociente
&/p S, como médulo— &, é quase-simples, incluindo agui
o cago em gue pS=&. Mas, quando u ¢ S, podemos afir-
mar ser sempre p &S o aniquilador de &/p &. Na hipdtese
S=p S, a afirmacio ¢ trivial; nio sendo asgim, da rela-
cio (S/p©)a=o0, concluimos GaSp S, e, portanto,
aepO. Vé-se, deste modo, que se tem DEIIp S, quando
existe 1. Examinemos 7. Se for I'—&, é evidentemente
DE T, e, portanto, D=TNIlp&S. Tendo-se ' S, con-
sideremos N =&/ 7. N é mddulo — &, sem elementos
de ordem finita. Se construirmos um mddulo — S guase-
-simples, gue tenha precisamente 7' como aniquilador, a
conclusiio relativa a DD é a mesma que anteriormente.
E o0 que vai ser levado a efeito nos termos seguintes: cons-
tréi-se um médulo M sobre o corpo K dos niimeros racio-
naig e sobre o anel &, com 7 como aniquilador. Entdo,
tratando-se dum mddulo— K, M serd quase-simples. M vai
aparecer como caso particular de produto tensorial de grupos
abelianos, no sentido de H. WHITNEY, [Ofr. «Dule Mathe-
matical Journals, vol. 4, 1988, Tensor product of abelidn
groups, em particular pags. 496:498]. _ .

Sejam =@, &', ..., X1y Ba, crey L5 2y 00 |y N =
=10,y s Y1y Yy eo-r Yy ¥y -.+| dois .grapos abelia-
nos e consideremos o conjunto € de-elementos da forma
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(24 Yizeees Zn Y u), onde n pode tomar qualquer valor finito.
Em &, ponhamos (2 ¥y, ..., enyn) + (@nt1 Yutis -e s
ZpYp) = (X1 Y1, ..., %pYp) para definicio de soma de dois
elementos. Depois, tendo em conta que é (zyy;) ...+
FA{®nyn)=(%1¥1, ..., %uyn), escrevamos, para nm ele-
mento e, e=Lx,y,. Em T introduz-se uma relagio
de equivaléncia, considerando como equivalentes dois ele-
mentos que posgam dedunzir-se um do outro por operaces

repetidas dos tipos que viio indicar-se, efectuadas em qual- -

quer dos sentidos:
...—|—x(y+y’)+...~...—|—my—]—my’—|—...
awt@tNyto~ oty

Claramente que se considera também cada elemento de T
equivalente a si préprio. Os elementos de € ficam dividi-
dos em classes formando um conjunto Q=2~£0 N, que se
diz produto tensorial de £ por N. O conjunto @ ¢ um
grupo abeliano para a.definigio de soma que vamos dar.
¥m primeiro lugar, sendo « 6 Q, escreveremos a = L, .Y
se a=xXax,y, for um elemento da classe «. Depois, pore-
mos ¢ +-f=2u;.y,+ N2;.y;=Dz,. v, se p=Zzx.y; e
se Layy,+ T y; =72, v, Importa que esta definiciio de
soma seja independente dos representantes das classes, o
que é imediato, A soma é evidentemente associativa.
Quanto ao elemento um de Q, observemos que, sendo
zwo=(z+z—a).o=z.0tz.0+(—x).0o==z.(c -
+o)+(—x)o=z.0+(—a).o=(z—a).0=0.9, e
também o.y=o0.0, é quaisquer que sejam x e ¥, x.y -+
+o.o=2.ytx.o=2.(y4o0)==z.y, de sorte que o
referido elemento ¢ ®.0=o0.y==0.0. Finalmente, o
inverso dum elemento a6 obtém-se tendo em .conta as
relagbes (—22).y=(—a).ytx.y=0.0, —(z.y)=
=(—=).y, ou também — (z.y)==.(—y). O grupo Q,
acabado de formar, é abeliano, como vamos ver. Tem-se,
sucessivamente: (x4-2') . (y+y)=(e+2').y + (x4
+o).y'=v.yta.yta.yto y=a(y+y)+
+a' (y+y)=x.ytz.y' +2".y+a' .y, e portanto,
o' .y+2.y'==z.y' -+ 2'.y, como se deseja.
_Posto -isto, consideremos o corpo K dos nimeros racio-
nais, o anel © com elemento um e o ideal 7. Depois, o
anel cociente N =&/ T, e, em seguida, o prodnto tenso-
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vial EoN =M. Para cada ke K, poremos k(Zk;.n;)=
=xkk,.n, (keK,n,e N). Para cada ae ©, poremos.
(k. m)a=Xk . na, entendendo 7, a como (n; —]—_T) o=
=nq -+ T, onde n; € S 6 ropresentante da classe %,. Pro-

curemos os elementos 5 ¢ S que aniquilam M. Em parti-
cular, esses elementos aniquilam 1.%, sendo, portanto,
(1.#)b=1.%b=1.5=1.46, o que implica b=o, b+
+T=o0, ou seja beT. Por outro lado, qualguer ele-
mento t6 T aniquila M. A hipétese em que oxiste ue S
fica assim completamente tratada. '

Resta estudar o caso em gue © nHo tem elemento nm.
Para isso, <mergulhemos> & num anel G* com elemento
um, como se indicom no Cap. x1v, § 6. Entdo, todo o
médulo — &% ¢ médulo — S. Inversamente, se M 6
médulo — &, tomemos o elemento um={[1,0]e &%, e,
para cada « e M, ponhamos ©.[1, 0]==. M fica transfor-
mado num mbdulo — &%, pois, dado [n, ] ¢ &%, (n inteiro,
a ¢ S), devers ter-se [z, a] =, a] +n[L, o], @.[n,a]=
=uwm,[0,a]+na.[1l,0]=oa+nz. Nestas .condlqﬁgs,
observando ainda que os médulos — & quase‘-sunples sfo
ignalmente médulos — &* guase-simples, o reciprocamente,
sague-se que D E2D*= T*NIp &S*, onde as notagbes sdo
imediatas. Ora, supondo [n,a]eT* e m[n,a]=0, com
m*o, vé-se que [mn,ma]=]0,0]=0, o que implica
n=o0, [n,a]=[e,a]=aeT, T%="T. De modo andlogo,
supondo [n, a% ellpS*, tem-se [n,a]l=[p1%1,P1 a)=
= [pans, pady|=-.., 0 _que implica n=p;n;=ppRg=
—=..., ou seja n==o0. Vird [n,a]=[0,a}=[0,p161]=
=0, pag}=..., isto & [n,al=[o, a]eﬂp . Mas,
gendo D*= T*N1p&S*=TNIp &, conclui-se D*EG,
e, consequentemente, D*SD, ou seja D*=D, o que
demonstra o teorema, '

Uma segﬁnda caracterizagio abstracta dos sub-anéis dos
anéis simples ¢é esta: :

TEOREMA 48:— B condiglio necessdria e suficiente, para
que S possa «mergulhar-sey num anel semi-simples ‘T, que
ndo haju em S elementos diferentes de zero com uma ordem
iqual ao quadrado dum ndmere primo. Vamos ver com
efeito, que a condicfio expressa no teorems 6 equivalente
4 condigio D ={(0). Se a condigiio do enunciado tem lugar,
tomemos «eD. Supondo ato e nfo,1 a ordem de-a;
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tomemos wm ndimero primo p¥1, factor de n, Das rela-
¢0es na—o0, n=pt, tira-se péu=o0. De facto de ser
aepS, conclui-se a—=p5b, para um certo beS, o por-
tanto, conclui-se p?ib=—o. Como t5 nio pode ter a
ordem p?, serd pétb—tu=0, o que leva ao absurdo de
2 ordem de @ néo ser pi, como se supds, Serd a=o,
D ={0). Inversamente, admitindo que é D = (o), tome-
mos ¢S tal que p*a=o, Se w$p for outro numero
primo, da relagio «p+3x=1, na qual « e B sdo inteiros,
tira-se :scpﬂ—i—-{i'r:p:p, de sorte que frpa=pa. Visto
que = é qualquer ntimero primo, concluimos paellp§.
Como é também «e T, ter-se-d aeD, ou seja a=o.
O teorema estd demonstrado.

8) 0s anéis comutativos e as somas sub-directas —
Seja S um anel comutativo de caracteristica finita q.
Se ¢ ndio 6 uma poténcia dum niimero primo, vamos pro-
var que S é soma directa dum némero finito de andis
(ideais) cujas caracteristicas sio precisamente as diferentes
poténcias de niimeros primos que entram na decompdsigﬁo
de g. Hscrevamos, com efeito, ¢ =nyn,, onde n; e ny sio
primos entre si. Eixistem infeiros « e 3 tais que any--
~+-Bny=1. Entdo, para cada a6 S, tem-soe a=uan a4
4-Brga=0b-+¢, onde b=anje, c=Pnya. O elemento
be S é anulado por u, e ¢ 6 anulado por #;. Como o3 con-
juntos dos elementos de S anulados por #; ou por ny sio
ideals ¢y e @3, respectivamente, conclui-se S==(a;, as).
Bsta soma é directa, visto que, supondo d e q;/az, serd
nyd=nyd =0, e, admitindo que ¢ § o menor inteiro que
anula d, #; e %y possuem p como factor comum. Isso
exige p=1, e, portanto, d=o. Assim, §=a;-} a,.
A. aplicagio repetida do raciocinio demonstra a afirmagio,
visto que todo o ideal de a,, (£=1,2), é ideal do S.

Podemos dax os dois enunciados a seguir:

TeEOREMA 44:—Um anel comutativo, de caraclerisiica
Jinita o, é soma directa de sub-andis (ideais) cujas caracte-
risticas sd0 as poténcias de wimeros primos. que entram na
decomposigio de q.

’COROLARIO 2:—Um anel comutativo sub-directamente irre-
_dytwel tem a caracteristica igual ¢ zero ou tgual a uma potén-
cia dum mimero primg, ' '
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OBSERVAGKO: — Ag duas afirmagdes anteriores sfo vali-
das para anéis nio comutativos. ‘

No Cap. xvili, § 8, demonstrémos [teor. 6] um resultado
de BIRKHOFF, segundo o qual todo o anel se pode represen-
tar como soma sub-directa de anéis sub-directamente irre-
dutiveis. Embora. seja evidente gque fal representagiio nio
é tinica, vamos dar alguns exemplos interessantes desse
facto, tomados no caso comutativo, Se I é o anel dos intei-
ros, os ideais (2), (8), (11),..., on os ideais (8), (7),
(18),..., gerados por numeros primos alternadoes, tém
uma interseccio nula. Assim, I é isomorfo duma soma
sub-directa de corpos I[/(2), I/(5),..., ou de corpos I/(3),
I/(7),..., nfio havendo entre os primeiros isomorfos dos
segundos, pois as respectivas caracteristicas sfio diferentes.

.” Se congviderarmos, andlogamente, os ideais (23), (52), ...,
assim como (83), (79),..., reconhece-se que / é isomorfo
duma soma sub-directa de anéis //(23),..., ou de anéis
1/(83), ..., os quais, embora n#o sejam corpos, sio sub-
-directamente irredutiveis, como se vé pelas ligeiras con-
sideragBes que vio seguir-se.

Pars darmos um exemplo de anel comutativo nas con-
digdes do teorems ¥, do Cap. xvi, tomemos ainda 7,
aggim como um numero primo p o um inteiro «>3.
Pondo §=1I/(p*), reconhece-se imediatamente a existén-
cia de divisores de zero, Vé-se que 6 D=(p) e J=(p*—1),
(18, pag. 384]. A relagio I(p) = (I/(p™)/((»)/(p*)) =
=S5/D mostra que este anel cocients & corpo. A condi-
¢io 4), do referido teorema 7, ¢ igualmente verificada.
Na verdade, ponhamos d;="Fkp-- (%), onde & néo admite
o factor p%—2. Entfo, escrevendo £=gpT, (y<{e—2),
g nio tem o factor p, existindo inteiros = e y tais que
2q+yp=1. Desta relaciio tira-se zkp2 p*— (13 Ly p* =
=p*—1, pelo que, pondo A =ap*— 0+ dy=R"p4
-+ (%), vem @y dy=p*—1 4 (p®). )

Pois gme a respectiva demonstragio assenta sobre a
hip6tese de haver em S elementos que nfio sfo divisores
de zoro, as propriedades 1), 2), 3) e4), a que o teorema 7
alnde, podem nfo ser realizadas e o anel ser sub-directa-
mente irredutivel. Tomemos, por ex., o anel I[®] dos poli-
ménios inteiros, depois o anel S =I[x]/(8,%%). O sub-
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-anel T=15, 2z, 4z, 6z}, formado pelas clagses associadas
de representantes ¢, 22, 42, 6 z, 56 tem divisores de zero.

B D=T, e o aniquilador de D é o proprio T, gerado

por j=2z. Como, porém, T/D é composto do tnico ele-
mento zero, falha a propriedade 3). Entretanto, T é sub-
-directamente irredutivel, pois que a intersecciio de todos
os ideais diferentes de zero é o ideal o, 4x{${0). Neste
exemplo ¢ aplicivel o teorema 8 do Cap. xvil. De facto,
aqui é a T=1(0), qualquer que seja aeT; pondo p=2,
k=2, vé-se quo 22 g==0; e, sendo J = |4, 4|, para cada
bed, é 2b=0, enquanto que, supondo ¢ ¢ J, 6 2e%o0.

Um segundo exemplo, dentro do mesmo teorema 8, 6
o seguinte. Considersmos um niimero primo p >>1, depois
0 anel U= gk pg, formado pelos muiltiplos de p. Supondo
«>>1, o anel cociente ?U/(p") =S, composto dos elemen-
tos g(p“),p—i-(p“), ceuy P° —-p—i—(p“)g, 56 contém divi-
sores de zero. Se i=—a -+ (p*) e S tal que @S ={0), ter-
-se-4, em particular, (a-(»*)) (p+(p*))=r¢, de sorte
que, sendo ap e (»*), ¢ contdm p*—! em factor. Inversa-
mente, se ¢ contém p*—! em factor, 6 25 =/(0). Como
plii=o0, v8-se que aqui 08 tnicos elementos para os quais
@S ==1(0) sdo os elementos de J—(§)=(p*—1). Um ele-
mento qualquer de S tem a forma d=4%, p*— 14 kil’“_":’i‘
+ ...+ ka—sp+{(p*), onde o8 %, verificam as relagGes
02k Zp—1. Para que @¢J & necessirio e basta que
um k&;, com ifo, seja 0. Sapondo &, _, =k"$0, (A >1),
o tltimo % da expressiio de & ¢ J, determinemos o inteiro p
por forma que se tenha pk'=8p-1, onde B é inteiro.
E claro que ge pode supor sempre p<< p. Entéo, vé-ge que é

a(pp®—r4-(pM) =¥ pp*~t 4 (p*))=p*~ 1+ (p%),

existindo assim &=pp®—* 4 (p), por forma que se tenha
fb=yj, como afirma o teorema 8 invocado.

Embora as consideragdes do préximo § digam ainda
respeito a anéis comutativos, terminaremos este niumero
com. a demonstracio do

TEOREMA. 45 : — Num anel sub-directamente iq-a'edut:ivfl S,
nas condigbes do teorema 7, do Cap. XVIll, a condiglo de

1A et - o e A 2 e
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minimo pare os ideais de S arrasta o nilpoténcia de cada
divisor de zero, [18, pig. 886]. Seja ¢ um divisor de zero,
suposto n#o nilpotente. A condigio de minimo leva a con-
cluir que, na cadeia (d)2(d2)2 ..., so tem (d")==(d+1),
para um certo infeiro ¢ minimo. Como serd, enfiio, d%=
=sd°+t* 4 md°+!, onde se¢S e m § inteiro, para ae§,
que n#o seja divisor de zero, vale d°[a—d (satm ¢)]==0,
de sorte que, tendo-se, por hipdtess, d°+ 0, 6 di—a~—
—d(sa+ma) um divisor de zero. Resulta dal jd,=

=je=0, 0 que contradiz a hipétese de « nio ser divisor
de zero.

N. H. McCov d4 ainda, em [18, pig. 386], um exem-
plo de anel que mostra ser essencial a condigio de minimo
na afirmaciio do teorems anterior. '

_9) Sobre os anéis —p — Conforme N, H. McCov e
D. MoNTGOMERY, diz-se que S (0) é um anel — p, se for,
para cada z e S, .

xP=x, pr=o, (7= ntmero primo),

No ceso particular em que, para cada ¢ e, se tem
a?==a, o anel —2 diz-se um anel de BooLE. Como, de
(et+b}(at+b)=atb=a’+-ab-|ba-}b?, se tira ab-+
+~ba=o, tom-se, .em particular, aa +aa=0a?-- a2=
=a-+a=2a==0, de sorte que.-ab=—>ba==>ba. Deste
modo, todo o anel de BOOLE é commutativo e a simples
condiciio % = implica 2x=0.,

COomo num anel de BOOLE nfio hd nilpotentes nio nulos,
0 lema 2 do Cap. xvin é aplicdvel sob a forma seguinte:

TEOREMA 46: — Um anel de BOOLE sub-directamente irre-
dutivel & um corpo isomorfo do corpe I/(2), onde I se supie
o anel dos inteiros. .

Tem-se também, [27, teor. 6]: .

TEOREMA 47 (STONE): — I condigio necessdria e suficiente,

. pora gue & seja um anel de BOOLE, que & seja isomorfo

duma soma sub-divecta de corpos 1/(2).
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Passando aos anédis—p, em geral, vamos igualmente
provar: : < .

TEOREMA 48: — Todo o anél—p é comutativo, [22,
pig. 523). Tomemos «,b6 S e ponhamos

(a4 By —as P (ar=10) 4 P (av=28%) 4 ... +
(2)
1 P(adrt) 4 b,

onde P («?—%p") gignifica o conjunto das parcelas em que @
aparece p— % vezes e b aparece k vezes. Em partwugar,
tem-se P(a?—1p)=a?~ 104+ a?~2ba4...+aba? 24
--ba?—1. Das igualdades (a4 8)?=a 1 b, aPzaz, 62P=
=&, o de (2), concluimos agora P (al“'lnb) + P (a?—=2b%)+
4+...+P(abr—1)==0. Como ¢ e b sfio quaisquer, pode-
mos substitnir &, sucessivamente, por 2%,35, ..., (p—
—1)5, na igualdade anterior. Chega-se ao sistema

k.P(aP—Ib)—I—k?P(aP-?b?)—{—...—}—‘ )
L Ekr—1P(abr—1)=o0,

no qual k=1,2,...,p~1. 0 deterp:linante A, de (3),
no qnal os PP se consideram incégnitas, é diferente de
zero, Representando .por Ay, Ag,«..y Ap~1 08 complemen-
tos algébricos dos elementos da 1.° coluna,'multlphqando
por A, a equacio (3) e fazendo a soma estendida a0 indice %,

ohtém-se a relacho | |
DkA, P(ar—18)=0, ou AP(a?~'b)=0,

Concluimos P (a?—1b)=o0, assim como aP (a?—'8)—
— P(a?—1b)a=aPb—baf=ab—ba=0, pois que A
é um produto de nimeros primos inferiores a p.

Um anel — p snb-directamente irredutivel é am corpo
de caracteristica p, [lema-2, Cap. xviu], de sorte que vale o

TeOREMA 49 (McCov-MONTGOMERY): — E condiglio naces-
sdria e suficiente, para que & seja wmn anel —p, que O seja
isomorfo duma soma sub-directa de corpos 1/(p).
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10) Sobre anéis regulares — O objectivo deste § é dar
um teorema de representaciio relativo a andis regulares,
aplicando ainda o teorema de BIRKHOFF do Cap. xvii, § 3.
Nos termos gue se -éncontram em |92, pigs. 524 e 525],
comecaremos por trés lemas. '

LEMA 9:— Todo o idempotente o dum anel S, sem ele
mentos nilpotenies diferentes de zero, pertence ao centro de G.
Do facto, para cada a 6 S, é (cae—ea)=(cac—ae)?=
=o0.. Nag condi¢des da hipdtese, ter-se-d eae—eca=gqe,

]

de sorte que ¢ comuta com cada «a.

Lema 10:— ¥ condicdo necessdria e suficiente, para que
um anel regular & ndo tenha nilpotentes diferentes de zero,
que, para cade a ¢ O, exista xS tal que a®x=a. Se os
nilpotentes nio existem, da igunaldade exa=aso con-
clui-se que o idempotente a2+ o pertence ao centro de S,
Serd s aw=a%x=a. Inversamente, dado ao, da rela-
¢io a’x=ua, tira-se adx?= ez, depois aluwd=adal=
= a, ete., pelo que « nio pode ser nilpotente.

LemA 11: — Um ansl S sub-directamente irredutivel, e sem
nilpotentes diferentes de zero, néo pode ter idempotentes dife-
rentes de zero ¢ do elemento um (se este exists). No caso de &
ser comutativo, o lema 2, § 3, Cap. XvIlI, contém a afirma-
¢80, visto que & sers, entiio, um corpo. Dum modo geral,
porém, tomemos e e ponhamos x=(x —ea)-+eux,
onde ¢ se supde idempotente +o0,1. Em face do lema 9,
e pertencerd ao centro de &, de sorte qune a decomposigiio
anterior mostra ser &= (qy, ¢3) & soma de dois ideais
bilaterais nfio nulos, respectivamente formados pelos ele-
mentos das formas @ —ez e ¢. Ora, sendo arNaz=1{(9),
a soma em questiio é directs, contra a hipdtese de S ser
sub-directamente irredutivel. ‘

TEOREMA B0:—Um anel regular S (0), sub-directa-
mente irredutivel, sem nilpotentes diferentes de zero, é um
anel de divisdo, Tomemos oFde . Suponde cra=a,
o idempotente az, em face do lema 11, s pode ser
0 elementc um. O mesmo se diz do elemento % a.
E as relages awx=1, 24 =1 mostram que & é um
anel cujos elementos possmem inverso. O teorema estd
provado. r :
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Podemos agora formular o teorema de ropresentagio de
que fal4mos no comego do §. ' :

TeOREMA Bl: — K condigdo necessdric -e suficiente, para
que um anel regular & seja isomorfo duma soma sub-directe
de anéis de divisdo, que © nlio tenka nilpotentes diferentes de
zero. i imediato que a condighio é necessaria. Inversamente,
se & nfio tem nilpotentes n#o nulos, representemo-lo, con-
forme o teoremsa de BIRKHOFE, por uma soma sub-directa
de anéis sub-directamente irredntiveis, os quais, COmo 1Ms-
gens homomorfas dum anel regular, sio anéis regulares e
nio t8m elementos nilpotentes F o, -como resulta do lema 10-
Ent#o, pelo teorema anterior, rednzem-se a anéig de divi.
s#o, como se afirmou.

O teorema anferior tem uma aplicag‘é.p_espema} no
estudo dos anéis & que verificam a condigio seguinte:
para cada a e ©, existe um inteiro (a)>1, fungio de &,
tal que a#!®)=a. Tem lugar, a tal respeito, esta impor-
tante afirmacfo: '

TEOREMA 52 (JACOBSON-KAPLANSKY) : —E 9omutativ_a todo
o anel & para o qual, dado o:}:ae@_, existe um inteiro
n(a)>>1, funglo de a, verificando o igualdade ar(®=a,
[28, pdg. 702]. A demonstragio reduz-se, conforme A. FOR-
SYTHE e N. I. McCoy, por via do teorema 51, ao caso dos
andis de divisiio. De facto, a propriedade a*(®)=ga, com
n(a)>>1, garante que © 6 um anel regular sem nilpo-
tentes diferentes de zero. O teorema Bl estabelece a repre-

sentacio de © como soma sub-directa de andis de divisgo.

Para estes dltimos, a.propriedade a®(®=a é igualmente
vélida; e, por isso, se eles forem comutativos, o mesmo 56
pode afirmar quanto a &.

Seja D, entiio, um anel de divisio com a propriedade

. —1
em causa. Dado 0Fa e®D, tem-se o™ =a,ata* " =0a, ...,
ata"—1 a*—l—a, ou seja al*—D(#-N+r—=g, gualquer

tjue seja o inteiro ¢>o. Supondo o:}:b'e@, com b =0,
tem-se -andlogamente Pim—1+1=0, de sorte que, escre-

vendo h=(n— 1) (m—1)+1, é a*=a, b* = 5. Como &

6 qualquer, fagamos b=ra, onde r é um inteiro positivo
arbitrério. Ter-se-4 #)gh—=ra, ou seja (r*—r)e=o.
Daqui se conclui. que todo o elemento ¢e® tem uma
ordem finita. Se ®(a)=—o for essa ordem, o numero
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g (2 —1—1) é divisivel por w. Fazendo » gucessivamente

igual aos ndmeros primos p >>1, o facto de p>—* —1 nfo
admitir p como factor leva-nos a concluir que © se decom-
pde em nimeros primos, todos diferentes. Ponhamos, por
ex., o=p p,...p . Como se tem p, ...p, a=0, vése
que e=p,...p, o tem a ordem p . Em © hi, deste modo,
elementos n#o nulos com uma ordem igual a um cerfo
nimero primo. Esses elementos constitvem um ideal bila- -
teral, que serd, pois, igual a ®. Assim, vale o

TEOREMA 53: — Um anel de divisiio D, tal que 0FaeD,
(a gqualquer), werifica uma equaglio da forma a®(®) =a,
(n(a)>1), tem uma -caracteristica iqual a wum mimero

-primo.

O resto da demonstracio do teorema de JACOBSON-
-KAPLANSKY & diferido para o Capitulo XxXI, onde partire-
mos do resultado anterior. Aqui, observaremos ainda o que
val dizer-se. Os raciocinios feitos sobre ®, aplicados a um
anel qualguer com a propriedade a#(")=uga, levam & afir-
magio seguinte:

TeoREMA Bd:— B condigllo necessdria. & suficients, para
que num anel S valha a propriedade a®(3) =a  eom n (a) >
=1, que © seja uma soma divecta discretn de ideads dilate-
rais com a mesma propriedade ¢ com uma caracteristica igual
o wm nimero primo,

11) Sub-médule — & — Os raciocinios de B. BROWN e
N. H. McCoy, constantes de [11] e [16], podem aplicar se
& teoria dos mddulos e levar a resultados interessantes,
que vamos salientar desenvolvidamente.

Neste § M é um mdbdulo — S e todos oz snb-mbdulos
gerio sub-mddulos — S. Os elementos de YN serfio repre-
gentados por #,¥,2,... eosdeSpor 4,8B,...,R,8,7,...,
A, B, L R L :

Dado ze9R, facamos-lhe corresponder o sub-médulo
(5,t8), no qual t6 M & nm elemento fixo, indepen-
dente de z. Bim geral, « ¢ (xS, tS). Quando for ze (&,
tS), diz-se que z é regular. Um sub-mdédunlo composto de
elementos regulares diz-se regular.



166

Por analogia com a exposigho de [25,'§ 2], seriio enun-
ciadas as proposicSes a seguir, por vezes sem demons-
tragko.

. TEOREMA BB: —Se x—7y ¢ regular ¢ ye (x2S, tS),
x ¢ regular. Por hipétese,?existem R, 7'¢S tais que
2—y=(x—y)R+tT o tem-=se igualmente y=ax R’
+¢7', Bntio, z2=a(R'+ R—R B)+¢{(T'+4 T—
—T'R)e(xB,tO), q. e d. :

COROLARIO 3: — 4 soma de dois sub-midulos regulares ¢
wm sub-mddulo regular. '

* Chamaremos sub-médulo — G, de 9N, e representd-lo-
-emos por @ [0 corolirio a seguir mostra que © 6
médulo — &], o conjunto dos elementos z e N, tais que
todo o elemento y € | mx 4o S| é regular. Bem entendido
que m se supde inteiro, de sorte que jma—+x&[ é o

. sub-médulo gerado por z.

QOROLARIO 4:—Q ¢ sub-médulo vegular, igual ao con-

Junto unido de todos os sub-mddulos regulares.

COROLARIO 5: — No homomorfismo TN ~ E_Jt ]Q=M, se
x e M & regular, o sew correspondenie X ¢ M & regular, e
recyprocamente. A demonstracio exige, evidentemente, que,
em M, se utilize ¢, correspondente de ¢, para a definigho
de regularidade.

COROLARIO 6:— No homomorfismo I ~ M, do corold-
rio anterior; um sub-médulo vegular tem um sub-mddulo regu-
lar como correspondenie, e reciprocamente.

COROLARIO 7:— O médulo diferenga /A ndo tem sub-

-médulo regular. ,

K ovidente que, supondo T=/{u, B, ¥, ..c, 015, 4sv,
o, B, ...,p" ...} um anel anti-isomorfo de © e escre-
vendo z A=uqax, onde A e « se correspondem no anfi-1so-
morfismo, se define 0 mesmo sub-médulo — G.

TeOREMA B6: — Dadoe um sub-médulo N, de M, o sub-
-médulo — G, de M &€ NNLY..

[P
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Niio - obstante poder .ter-se t¢ I, a demonstraciio nio
oferece diividas. No caso particular de se ter t==o, liber-
tar-nog-emos adiante de algumas dificuldades.

COROLARIO 8:— O sub-médulo — G, de @, é igual a Q.

As consideracBes de B, BrowN e de N. H. McCov,
desenvolvidas em [16] e expostas em [27, § 5], também
aqul t8m um cardcter mais geral, delas se extraindo as
proposicies anferiores, convenientemente formuladas,

A actual definigho de regularidade serd a que vem a
geguir: imaginemos nm processo de construcio dum sub-
-mdédulo N (x), correspondente de z e M, tal que, sendo
M ~ M nm homomorfisme — &, no qual x -z, é simul-
tineamente N (z) - N (z) =N (z). Diz-se, entho, que
e MY é um elemento do sub-mddulo — F [veremos adiante
que se trata dum sub-médule — &), de IN, se, para cada
yelmet 2GS}, for ye N(y). A propriedade xe N ()
caracteriza « como »egular; e um sub-mddulo composto

_ de elementos regulares diz-se regular.

Representaremos por § o sub-médulo —F. Em § estéo
contidos todos os sub-médulos regulares e todos os elemen-

" tos de &F sfio regulares.

Visto que N {x) é um sub-médulo — S, N (o) estd
nessas condigbes. Entfo oe N (o) é sempre realizado, e,
por isso, o é regular, e ¢ sub-mddulo (o) é regular. Pelo
menos, tem-se (0)EF. B ficil dar dois casos limites na
definigio de F. Suponhamos, primeiramente, N (x) = (o),
qualquer gque seja x. Vése que ¢ F=(0). Em segundo
lngar, tomemos R (x)=|max -+ S{. Vé-se que é§ F=IMN.

Das proposicBes que, acerca de ¥, vamos enunciar,
nenhuma demonstracio serd dada. Os raciccinios a fazer
geriio sempre os de B. BRowN e N. H., McCov, como jé se
referiu, [cfr. 27, § B]. '

. TEOREMA 57 : — Num médulo M+ F, o sub-mddulo N (),
suposio X ndo regular, pode sempre mergulhar-se num sub-
-médulo £ tal qgue IM[L ¢ sub-dirveciamente irredutivel ¢ tem
um sub-mddulo — I igual o zero. :

TEOREMA H8:— Supondo £ um sub-médulo de M tal que
M /L possut um sub-médulo — F nulo, tem-se FEL. :
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TEOREMA 59:— Suposio F+IM, é vdlida a ‘tgualdade
G=11L, onde £ percorre todos os sub-médulos de N nas

condiches sequintes: 1) IM/L € sub-directamente irredutivel; -

2) M/L tem wm sub-médulo — F nulo.
COROLARIO 9: — & é um ’;ub-mddulo — 3.

COROLARIO 10:— S é o conjunto unido de todos o0s sub-
~médulos regulares.

TEOREMA 60:— E condiglio necessdriu e sufictente, pard
que se tenha M=, que ndo exista £+ M para o qual:
1) /L seja sub-directamente irredutivel ; 2) M /L tenha um
sub-modulo —F nulo. ' : ‘

TEOREMA 61:— O mddulo diferenca M/FT tem um sub-
-médulo — F .nulo.

TEOREMA 62:— £ condiglo necessdria e suficiente, para
que no médulo TN se fenka F = (o), que M seja isomorfo
duma soma sub-directa de médulos sub-directamente trreduti-
veis, cada um dos quals com um sub-mddulo — F nulo.

A caracterizagio dos moédulos sub-directamente irvedu-
tiveis com wm sub-m6dulo — F nulo pode fazer-se, de resto,
por via do seguinte :

TEOREMA 63: — Un médulo IR + (o) sub-directamente irre-
dutivel tem wm sub-mdédulo — T nulo, se e s s¢ o seu sub-
-médulo minimo J3(0) contiver um elemento xFo0 tal que

R (=)=(0)-

A aplicacio do teorema anferior ao caso em que a
ragularigadeqde % so define pela propriedade x & (:r ©,t6),
aludida no comeco do §, mostra nio existir moédulo sub-
-directamente irredutivel com sub-médulo — G' nulo, a néo
ser gque se tenha t ©={(0). No que val seguir-se, supore-
mos, efectivamente, tS=(0) e designaremos por sub-
-médulo — @4 o respectivo sub-médulo — &.

TEOREMA 64:— Um mdédulo M+ (0) sub-directaments
irredutivel tem um sub-mddulo — Gy nulo, se e 36 se 0 sew
sub-midulo mimimo J*{0) contiver um elemento X0 tal
gue x, &= 1(0). Entéo, 0 sub-médulo minimo tem a forma
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J= Ima,l e 6 J&=1(0). Sho validas certas proposigSes
referidas a propésito do caso em que & se supds comuta-
tivo, [§ 4].

TEOREMA 65:—Seja M & (o)} wm médulo — & sub-directa-
mente trredutivel, com um sub-mddulo — Gr( igual a zero;
entdo: 1) o sub-mddulo — S minimo, J+(0), é finito e tem
wma caracteristica igual o um mimero primo p; 2) admitindo
que 0tx e M é tal que x S =1{(0), existem um mimero primo
fixo (caracterisitca de J) e um inteiro p, funglio de x, por
forma que pPx=o0; 3) é condiglo necessdria e suficiente,
para que ¥ & J, que tenham lugar as duas relagies y S=/(0),
py=o; 4) para cada x tal que ofx e M, x S+ (0), existe
Ae © verificando @ relagdo x A =—x,.

TEOREMA 66:— Dado um. mdédule M % (o), suposto md-
dulo — S, ¢ suficiente, para que M sejo sub-directamente
irredutivel e tenha um sub-mddulo — &y tgual a zero, que M
possua as propriedades seguintes: 1) ewista um sub-mddulo da
forma J=im x,}{F(0), tal que JS=/(0); 2) pare cada
otxxeM, tal que x S=/{(0), existam um wmimero primo
fizo p e um inteivo p tais que pPx==o0; 3) sempre que x &S=
=(0), px=o0, ¢ apenas nesse caso, seja x & J; 4) supondo
xS+ (0), exista AeS tal que xA=x,.

BEstudado o caso em que o sub-mddulo— &4, que designa-
remos por £, é nulo, serd necessério passar & hipétese
Q;%{0). A condigio de snuficiéneia expressa no teorema 22
é tambdém vilida, isto &: as quatro propriedades referidas
no teorema 22 sfo suficientes para que M seja sub-directa-
mente irredutivel e tenha Q:F(¢), ainda mesmo que &
niio seja comutativo. Bem entendido que &/A se considera
anel de diviséo.

Todavia, as condicfes necessirias expressas nos teore-
mas 18 e 21 86 em parte tém aqui lugar.

12) Sobre es anéis sub-directamente irredutiveis —
Na ordem de ideias que vimos desenvolvendo, em correla-
¢ho com [27, § 5], tomemos, num anel & qualquer, a seguinte
definicio de regularidade— F:a é regular — F, se e 50 se.
ze((2S, 620), (Gx, ©xS)). Vale, entio, 0 enunciado
a seguir, demonstrivel ainda pelo processo de N. IL
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~ McCov, indicado em [27, §.8, teor. 8] e j& referido, de
novo, nos teoremas 13 a 17, do § 4.

TeoOREMA 67: — E necessdrio e basta, para que um anel
arbitrdrio & seja sub-direciamente irredutivel e fenha um
radical — B nulo, que tenham lugar em & as sequintes pro-
priedades: 1) existe um nimero primo determinado p tal que,
supondo a &= Ga:==(0), pode determinar-se um intetre I,
funglio de a ¢S, por forma que pFa=o0; 2) ewiste uwm tdeal
bilateral principal J=/(x%,)% (o) tal que, pare cada a ed,
e apenas para 0s elementos de J, se tem 1S =Ca=(o),
pa=o0; 3) supondo a S+ (o), SaS={(o), existe be S tal
que ab="1x,; 4) supondo Sa*(0), SaS=/{0), ewiste be®
tal que ba=—x,; b) supondo Sa S+ (o), ewistem elementos
p;, q; € S para os guaisXo=1LP;24;. '
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